UBER AHNLICHE LINEARE TRANSFORMATIONEN
IN ENDLICHDIMENSIONALEN RAUMEN

von

L. GEHER

Wir nennen eine lineare Transformation 7' eines linearen normierten
Réumes gleichmdissig beschrinkt, wenn es eine positive Konstante K derart
gibt, dass || 77|l = K fiir n'=:0,1, 2,.. ... gilt.}

B. Sz.-NaGy [1] hat den folgenden Satz bewiesen :

Jede gleichmdiissig beschrinkte vollstetige lineare Transformation T eines
Hilbertschen Rawmes ist dihnlich einer Kontraktion, d. h. es existiert eine wmkehr-
bare lineare Transformation A mit |AT A~ < 1.

B. Sz.-Naay stelite dic Frage, ob dieser Satz nicht nur in Hil-
bertschen Ri#umen, sondern auch in-~allgemeinen linearen normierten
Réumen (d. h. in Banachschen Riumen) giiltig ist? Hier werden wir mit einer
matrixtheoretischen Methode zeigen, dass dieser Satz in jedem Raum [7
gilt: 15 (p = 1) ist der lineare Raum aller »-Tupel z = (21, Z,, ..., Z,) vOon
komplexen Zahlen, mit der Norm

\1/p
-
wenn 1 < p < co und mit der Norm
||| = max |, |
i

wenn p = co.

Wir werden mit dem Beweis einer einfachen Behauptung fiir Matrizen
anfangen.

1. Wir bezeichnen mit I, bzw. N, die r X r-Matrizen
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! Unter einer linearen Transformation eines linearen normierten Raumes (in
sich) werden wir immer eine iiberall definierte, beschréinkte lineare Transformation ver-
stehen. Die Norm || 7' || einer linearen Transformation 7' wird durch ||T || = sup || Tz ||
definiert. l|] &1
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Wir nennen eine quadratische Matrix .J eine Jordansche Matrix, wenn
sie sich als direkte Summe endlich vieler Matrizen von der Form A[, 4+ N,,
d. h. in der Form

k .
J =2+ (4T, + Ny
1=

k
darstellen lisst. Offenbar besitzt dann J N7, Zeilen und Spalten.
i=1

Es sei T eine beliebige n x n-Matrix. Bekanntlich ist 7" dhnlich einer und
nur einer Jordanschen Matrix [2], d. h. es existiert eine umkehrbare n xn-
Matrix 4 mit

AT A ]*2+ r, | lvr;)

Wir behaupten :
Lemma. Es existiert eine Folge B,, B,, ... von umkehrbaren m Xn-
Matrizen mit

. k [
BIPR s b i m—>co .
i=1

Beweis. Es seien

Be0r0 2507 N
iy Ores v ()
O V0 0rmei s 0

und C, A = B,,; beide sind umkehrbare Matrizen. Dann ist
B PR O AT A C L —0,JC ==
i . 1 it ’
= 2t o> X,
= im1
fiir m — oo, w. z. b. w.
2. Es sei T eine lineare Transformation von (2 (p = 1). (Es soll in folgen-

dem die Matrix einer linearen Transformation von w mlt demselben, aber dicken
Buchstaben bezeichnet werden.) Es sei

Fos

'N»

> + (4 I, + N,

L

die Jordansche Normalform der Matrix 7' von 7', und wir setzen

'Iv»

Il
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Nach dem Lemma ist B, TB,'— D fiir m — co. Aus der Konvergenz der
Matrizen folgt aber die Konvergenz in Norm der linearen Transformationen :

(1) lim || B, TB;1— D||,=0
m—o

(dies gilt auch in jedem endlichdimensionalen linearen normierten Raum)
Offenbar ist || D |, = max |4;|. Nach (1) hat man dann

1=i<k

lp =

inf|| B, TB;t||, < 1anB TB:*—D|,+ ||D],=||D||, = max {4 -
m ' 1<isk

Wir klassifizieren nun die Eigenwerte 4,, 45, ..., 4, von 7 folgender-
massen : zur ersten Klasse gehdren diejenigen Eigenwerte von 7', die in der
Jordanschen Normalform J von T auch in einem Block von mindestens
zweiter Ordnung vorkommen, zur zweiten Klasse gehoren die iibrigen Eigen-
werte von 7'. Wir kénnen mit einer Umnumerierung immer erreichen, dass die
zur ersten Klasse gehorigen Eigenwerte (falls diese Klasse nicht leer ist) gleich
Ay Ay ..., A; sind.

Wir nehmen an, dass die zweite Klasse nicht leer ist und die Bedingung

(B) max |4 < max |4,
1<i<j JSizk

erfiillt ist. (Im Falle, dass die erste Klasse leer ist, soll 0 < max |4;| ange-
nommen werden.) 1<i<k

Wir betrachten die durch

B O et S e (s R0 S G )
und
Qo s s ) = (0, 0 B0 o aeer o N ey
j
definierten Projektionen P und @ ; dabei ist s = ¥'r;. Die linearen Trans-

i=1
formationen D und 7',, = B,, T By sind offenbar mit P und @ vertauschbar.
Fall 1. 1 < p < oo. Wir wihlen m so gross, dass die Bedingung

(2 [ PTmllp <Dl

erfiillt ist. Das ist moglich, weil ||PT,, — PD|,<||T,— D||, >0 fir
g
m —> oo, und PD = '+ 4, 1I,, , alsonach (B)

i=1
|PD||, = max | 4| < max |4, =||D,||
1<5i<y 1<isk

gilt. Da :

T A Matematikai Kutaté Intézet Kozleményei IV/I.
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ist, so gilt fiir jedes Element z € 7%, die folgende Ungleichung :
|Tm|p=|PTnPr+ QTyQx|} = || PTy Pe|f + || QT Q[ <
= D|3 | P=|[p + (| D5 ]| @[5 = | Di5 (| Pzl + || @2[|5) =

Ilp
= D3 12lp = (max |2} || I}

(3) N8y PB2 = mgxllil fiir m=m,.

Fall 2: p= co. Dann ist |[z]|s = max]x,) Wir wahlen m wieder
1sis

so gross, dass (2) erfiillt ist. Dann ist fiir jedes xEl"’
|Tm#||e =||PTy Px + QT Q2| =
= max {|| PTy Pe|l., ||@TrQ|.} <
< max{|| D[, |[P2]l., || D]l [[@@]o} =D~ 2]

also besteht (3) auch im Falle p = oo.
Damit haben wir den folgenden Satz bewiesen :

Satz 1. a) Die untere Grenze der Normen der linearen Transformationen
des Raumes lf (1 < p < o0), die einer gegebenen linearen Transformation T von
5 dhnlich smd Jst max M [, wo 2y, 2y, ..., A die Eigenwerte von T bedeuten.

1<i

b). Ist fiir die Ezgenwerte von T auch die Bedingung (B) erfiillt, so existiert
eine wmkehrbare lineare Transformation B wvon 15 mit || BT B~!||, = max |2,|.
1<i<k

Ist T speziell gleichmdissig besehrinkt, so gilt der folgende

Satz 2. Jede gleichmdssig beschrinkte lineare Transformation T wvon
1% (1 < p < o) ist dghnlich einer Kontraktion von 1%, d. h. es existiert eine
umkehrbare lineare Transformation B von Ih mit || BT B=1|, < 1

Beweis. Offenbar ist dann max [4;] < 1.

1<i<k
Es sind zwei Fille zu unterscheiden :

Fall 1: max|4;| < 1. Dann folgt die Behauptung aus Satz 1. ).
1<i<k
Fall 2: max |4;| = 1. Dann ist (B) erfiillt. Der Vollstindigkeit halber

1<is
wiederholen wir den in [1] gegebenen Beweis: Ist 4 ein Eigenwert von 7,
der auch in einem Block von J von mindestens zweiter Ordnung vorkommt,
so gibt es zwei Elemente %, y €18, x50 mit Tzx=21z und Ty=
=2 + Ay. Dann ist 7™y =m A™1 g + A™y. Hieraus folgt lim ||[7™y||, = oo,
L R

wenn |A| = 1 ist. Das ist aber in Widerspruch mit der gleichmissigen Be-
schrinktheit von 7.

Fiir p =2 ist unser Satz 2. in dem erwihnten Satz von Sz.-Nacy
B. [1] enthalten.

(Eingegangen 31. Januar 1959.)
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A VEGES DIMENZIOJU TEREK
HASONLO LINEARIS TRANSZFORMACIOIR OL

GEHER LASZLO
Kivonat

1. Tétel: Azl tér egy adott 7 linedris transzforméciéjdhoz hasonlé
transzformaciéi norméjanak alsé hatdra max |4;/, ahol A, 45, ..., 4, 7T-nek
sajatértékei. 1=i=k

Ha (B) is teljesiil, akkor van olyan megfordithaté C line4ris transzfor-
mécié, amelyre ||CTC~!|| = max |4,|.

<izk

2. Tétel : 17 minden egyenletesen korlitos transzformécisja hasonlé
egy kontrakeciohoz.

0 MOAOBHbIX JIMHENHBIX IPEOBPA30BAHUAX
KOHEYHOMEPHBIX ITPOCTPAHCTB

L. GEHER
/ Pe3iome

TeOpema 1. HwKHas rpadp HOpM Ipeo0Opa3oBaHui, MOA0OHBIX C JaHHBIM
JiuHeHBIM [IpeoOpa3oBanue 7' MpocTpaHCTBA lg, ecThb max VN B ) (0 R D s
CyTh COOCTBEHHBIE 3HAUeHUs 1. =iz
5 Ecnn Bemoassercas u (B), To cymecTByeT Takoe o0paTumoe JIuHeiHOE
npeobpasoBanue C, st Kotoporo ||[CTC!|l = max |4;].

1<i<k

Teopema 2. Besikoe paBHOMepHO orpaHuyeHHoe peoOpasoBaHue I2 mo106H0
¢ HEKOTOPOW KOHTpaKLuei.

7*
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