UN TYPE NOUVEAU DES PROBLEMES AUX LIMITES DE LA CONDUCTION
DE LA CHALEUR

par

GrorgEs ADLER

Introduction

Il est d’usage de distinguer trois sortes de conditions aux limites traitées
jusqu’ici systématiquement de I’équation de la chaleur, conditions qui peuvent
étre dites classiques. La premiere, la seconde, et la troisiéme sorte de conditions
aux limites prescrivent respectivement sur la surface du corps la valeur de
la température, la dérivée normale de la température, et la combinaison
linéaire de la température et de sa dérivée normale. Ces conditions aux limites
peuvent étre réalisées de telle facon que le corps conducteur de la chaleur
soit en contact le long de sa surface avec un réservoir de chaleur de capaeité
calorique infinie (premiere et troisieme conditions), ou bien avec une source
de chaleur de capacité infinie (seconde condition). La capacité infinie signifie
que la variation de la température qui se produit dans le corps conducteur
de la chaleur sous I’effet du contact avec le réservoir resp. avec la source de
chaleur n’exerce aucune influence sur la température du réservoir resp. sur
I'intensité de la source de chaleur.

Cette conception des conditions aux limites rend évident I'introduction
des conditions aux limites nouvelles correspondant au fait que la variation
de la température dans le corps conducteur de la chaleur, qui est en contact
avec un réservoir de chaleur, exerce une réaction sur la température de ce
réservoir. Les probléemes conduisant & ce type de conditions aux limites ont
déja été traités par M. G¥za FrREUD [4] et par 'auteur [1]. Mais ils ont été
examinés pour des cas linéaires extraordinairement spéciaux, et la méthode
appliquée pour leurs solutions, comme nous y reviendrons dans le § 4, n’est
pas convenable dans le cas d’'un nombre de dimension plus grand que 1'unité.

Ces nouvelles conditions correspondant & un réservoir de chaleur
de capacité calorique finie, nous les appellerons dans leur ensemble second
type des conditions aux limites, & I’encontre du type des conditions aux limites
classiques que nous appellerons dans leur ensemble de premier type.

Dans le § 1, nous formulerons mathématiquement le probléme. Dans
le § 2, nous démontrerons trois lemmes. Ces lemmes sont contenus dans un
paragraphe séparé, au commencement de cette étude, d’une part afin de
pouvoir s’y référer dans ce qui suit, d’autre part car nous les considérons
comme intéressants en eux-mémes aussi. Dans le § 3, nous énoncerons un
principe du maximum se rapportant au systéme des conducteurs de la
chaleur discuté dans le premier paragraphe. L’'unicité de la solution de notre
probléme est une conséquence immédiate de ce principe du maximum. Enfin,
dans le § 4, nous donnerons la solution du probléme. La méthode de la solution
est aussi convenable pour le calcul numérique des problémes d’ordre pratique.
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Définitions. Soient P un point de 'espace (x;, ..., x,) (m =1, 2, 3),
t le temps, (P, t) un point de I'espace (2, . . ., x,, t). Soit C un domaine borné
de l’espace (2, ..., 2,) (resp. le corps conducteur de la chaleur), dont la

frontiére § est au cas o m = 2 une courbe rectifiable et au cas ot m = 3 une
surface d’aire finie [8]. Désignons par 7 la normale extérieure de la courbe
resp. de la surface S, dont nous supposons I’existence.

Soit X' un sous-ensemble de la frontiére B du domaine . Supposons
la fonction f(P) continue et bornée supérieurement sur ’ensemble A + (B — ).
Nous dirons alors que la fonction f(P) posséde une discontinuité de type A
sur la portion X de la frontiere. Si nous remplacons dans cette définition la
borne supérieure par la borne inférieure, nous dirons que la discontinuité est de
type 4. Dand le cas ol une fonction posséde simultanément une discontinuité
de type 4 et de type A4 sur la portion X, la discontinuité sera dite de type 4.

Dans toute I’étude, nous supposons que les solutions de I’équation de la
chaleur possédent des secondes dérivées continues selon les coordonnées de
lieu @; et des premiéres dérivées continues selon le temps £, sur 'ensemble
D =C%(0,,TY.

§ 1. Etablissement du probléeme

Supposons le corps borné C conducteur de la chaleur entouré par un
réservoir de chaleur R (fig. 1), ou il se produit au moment ¢ une quantité
Q(¢t) de chaleur par unité de temps. Supposons de plus que la température
u(P, t) du corps C est une fonction du lieu et du temps satisfaisant a ’équation

2 o2 2
(1) al_{__”_{_iu:,(ﬂ(ﬂb, ((12>0)
ox? dat, ot
de la chaleur dans le domaine C pourt > 0, ot @ est une constante matérielle.
La température f(f) du réservoir R ne dépend que du temps.

Figure 1.

On peut prescrire la condition aux limites suivante pour la fonction
u(P, t) a la frontiére § de C, condition qui correspond au contact avec le
réservoir de chaleur :
ou(P
(a) w(P, t)y + a ué 4) = f(?) (0= 0): =0, Pe8)-
n
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(o est une constante qui dépend de la structure de corps et du réservoir.) Les
cas @ = 0 resp. a > 0 correspondent & la premiére resp. a la troisieme con-
dition aux limites classiques. (I.’analogue de la deuxiéme condition aux limites

classique qui donnerait la valeur de la dérivée normale — , n’existe pas natu-
on

rellement).

A cette condition renfermant la fonction inconnue f(#) s’ajoute encore
une équation de condition fournie par le bilan thermique du corps et du
réservoir :

(b) Q) = ﬁJ 21; ds + yf'(t B,y > 0).
S

(8 et y sont des constantes déterminées par les qualités matérielles et par
les données géométriques.) Au premier membre de 1’équation (b) figure la
quantité de chaleur se produisant dans le réservoir par unité de temps, tandis
que le deuxiéme membre est la quantité de chaleur prise pendant le méme
temps par le corps et par le réservoir.

En choisissant pour moment initial l'instant ¢ = 0, nous pouvons
donner comme conditions initiales les températures initiales du réservoir R :

(¢1) 1(0) = fo.
resp. du corps C.
(¢2) u(P, 0) = uy(P).

Comme on le verra dans le § 3, les conditions (a) et (b) prises avec les
conditions (¢,) et (¢c;) déterminent la solution du probléme.

Au cas ot @ = 0 resp. a > 0, nous appellerons notre probléme quatriéme
resp. cinquiéme probléme aux limites de la conduction de la chaleur. Ces
problémes constituent le second type des problémes aux limites de la conduc-
tion de la chaleur. Du point de vue purement mathématique, ces problémes
aux limites de second type différent de ceux du premier type par une fonction
inconnue qui figure dans ces conditions nouvelles, et conformément & ce
fait, ce n’est pas une seule, mais deux conditions qui appartiennent aux prob-
lémes en question.

§ 2. Lemmes

Dans le lemme 1, nous démontrerons une généralisation du théoréeme
généralement connu de TyYKHONOFF[9] se rapportant au maximum des
fonctions satisfaisant & 'équation de la chaleur, une généralisation pour des
fonctions caloriques qui vérifient des conditions aux limites discontinues.

Lemme 1. Soit
D=0 L]

H={Cx({t=0}+{8+[0, T},
de plus

3= 8x[E=1)+ ... +E=1)] 0= by s e S HZ T
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Supposons que la fonction V (P, 1) satisfasse a Uéquation dela chaleur (1)
dans D, soit continue dans D + H — X el posséde une discontinuité de type
A sur la portion X de la frontiére de D. Soit M la borne supérieure des valeurs
de la fonction prises sur H — X

M = sup V(P, ).
(PHEH -

Alors, la fonction V (P, t) ne peut pas prendre dans D wne vileur supirieure
a M.

Remarque. La condition que la fonction V(P, ) soit supérieurement
bornée (condition qui est contenue dans celle de discontinuité de type A)
ne peut pas étre supprimée. En effet, il est facile de construire une fonction
calorique, dont les valeurs aux limites sont bornées, excepté un seul point
de la frontieére, ou la fonction n’est pas définie, et les valeurs de la fonction
tendent vers I’infini si ’'on se rapproche de ce point de 'intérieur du domaine.

Démonstration. Supposons que la fonction prend la valeur

V(P* t*Y = M + ¢ (g > 0)
au point (P*, t*) de D.
Soit X, le voisinage de rayon ¢ de X' dans Pespace (x,..., &p, ).
Nous distinguons les deux cas suivants :

10

N= lim sup V(P, t) < M + e.
20 (P,1EX,

Soit D* la composante de ’ensemble des points satisfaisant & I'inégalité

V(P,t)y= L==

de D, composante qui contient le point (P*, ¢*). En vertu de la continuité
de V(P, t) dans D + H — X et de l'inégalité

M+ e>L >N,

I’ensemble D* est un domaine fermé et sa frontiére n’a aucun point commun
avec la portion X de la frontiére de D.

Considérons l’ensemble fermé D’ = D*N(t < t*). (Au cas ou t* =T
on obtient D’ = D*.) Comme V(P*, t*) = M + ¢, la portion du plan ¢t = ¢t*
limitant le domaine D’ supérieurement, portion qui appartient & la frontiére
de D’ et qui est considérée comme un ensemble plan, contient des points
intérieurs, et (P*, t*) en est un point intérieur. Soit H’ la portion de la fron-
tiere du domaine D’, composée :

1. des points de la frontiére de D’ satisfaisant a 'inégalité ¢ < #*, et

2. de la frontiére de l’ensemble des points vérifiant I’égalité ¢ = ¢*

de la frontiére de D’, ensemble considéré comme un ensemble du
plan ¢ = ¢*.

Puisque la fonction V(P, ) est continue dans le domaine fermé D’ et
satisfait & 1’équation de la chaleur (1) dans D' — H’, de plus, V (P, t) =
=L < M + & sur la portion H’ de la frontiére, il en résulte, selon le théo-
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réeme de TYRHONOFF, qu’elle ne peut pas prendre la valeur M -+ ¢ au point
(P*, t*). Nous sommes ainsi arrivés & une contradiction.

20

N= lim sup V(P,t)y =M+ ¢.
0—0 (P,1)€Z,

Soit z (P, @, t, 7) la fonction calorique de la source de chaleur momen-
tanée en activité au point (@, 7) de I’espace (z, ..., @, £) :
[ 1 _ @)+ (Xm— )]

2 mTe A(t—r) , 8i. 5w,
(P50t ) = Bk S

0, sl t=w,
ou Q= (&, ..., &y,). Cette fonction z satisfait a 'équation de la chaleur (1)
dans tout l’espace (z,, ..., ©,, t), excepté au point (@, 7) de cet espace, elle
est non-négative, de plus

(2) lim 7z (P, P, t,7) = + o .

t—-t+0

Soit
nE(P, t) = | JT(P, Q’ t, T) dG(Q:r) 4

(Au cas ou m = 1, l'intégrale j sera remplacée par une sommation se rappor -
3

tant aux points SX (t = ¢,), BT (- (t = t;) qui forment ZX') Il résulte des
propriétés ci-dessus de la fonction # que la fonction I, satisfait a 1’équation

(1) dans tout l'espace (x,, ..., ,, t), excepté 'ensemble X, et
(3) lim I, (R,t) = + oo (RES), (i =1, 2,...,1).
t—t;+0

La premiere partie de I’assertion est évidente, la démonstration de (3)
sera effectuée plus tard.
Soit

La valeur de cette fonction au point (P*, #*) est
IT5(P*, %) — é .

Soit Fy 'ensemble des points de I'espace (z,, ..., ,, t) pour lesquels
II¥P,t) > N — M.

En vertu de (3), 'ensemble X", qui s’obtient par une translation 5 > 0
suffissmment petite dans la direction de I’axe t positif, est entiérement &
Pintérieur de Fy :

r=8X[t=t+n+...+t=t+ ] C F.
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Soit 1 > 0 aussi petit que

et
211 C 1;15_"

ou bien, ce qui revient au méme :
> C Fy-n.
A laide de 7 ainsi défini, nous construisons la fonction suivante :
UP,t)y =V (P,t)— ¥ (P, ?).

Cette fonction satisfait & I’équation (1) dans D, est continue dans D + H —
— (X 4 XCm), posséde une discontinuité de type 4 sur les ensembles X' et
2, la borne supérieure de ses valeurs prises sur la portion H — (X' +
+ XEm) de la frontiére de D est inférieure & M :

sup U, ty< M,
(P,H)EH —(Z+Z=m)

(car nous avons diminué la fonction V' par une fonction non négative), au
point (P*, t*)

U (P*, t%) = V (P*, t*) — IT&-n(P*,t*) > M + & — 3; M +§ ,

et finalement

lim sup U(P,t)<N—(N—M):M<M+§.

0-0  (Pt)eZp+Z§™

Selon le cas 1° déja démontré, cela est impossible.

Il nous reste & démontrer I'assertion (3). Pour simplifier la discussion,
nous nous occuperons du cas ou m = 2. (Au cas ot m = 1, (3) est une consé-
quence immédiate de (2). Dans le cas m = 3, la démonstration peut se faire
par analogie au cas m = 2.)

Vu que dans l'intégrale

.

la fonction a intégrer est non-négative, il suffit de nous limiter au cas out
1 = 1. 8Si (3) est valable pour I = 1, il est & fortiori valable pour / > 1.

Nous diminuons la valeur de U'intégrale II, si nous intégrons seulement
sur la portion X’ de la courbe X au lieu de toute la courbe X':

n: = nx' ]
ou

W3
Soit, £” une portion connexe de X, qui contient le point (R, ¢,), ou RES, comme
extrémité. Soit ¢ une demi-droite du plan ¢ = ¢; départant du point (R, t,),
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et qui est paralléle a l'axe z; (fig. 2). Nous représentons la courbe X sur la
demi-droite ¢ de telle facon qu’a tout point @ de X" corresponde un point @’
de la demi-droite g qui satisfait & la condition Q'R = QR. (Cette représentation
n’est pas en général biunivoque, car différents points @ peuvent avoir le méme
point @’ pour image.) Soit X’ I’image ainsi obtenue de X"

Figure 2.

Comme au cours de cette représentation, les quantités
t—= (t=1t)
et
(B —&)° + ([ —5)° ((.’171, %y) = R)
ne varient pas, on obtient :
(B, Csitam)ye—= (R, Q51 ©) %

Mais, en considérant qu’au cours de la représentation, les éléments d’arc
de X’ ne sont pas plus courts que ceux correspondants de X', on a, pour
cette raison

By s oy

Sans restriction de la généralité, soit x; = 2, = 0 et ¢, = 0. Soit % la
longueur de X’’. Alors
h
h V? =
) [P aé: 1 - &
HE~(R,t):J X 4td5:fj a8 g
0 0
Etant donné que
lim Iy (B, t) = + oo,

t—+0
nous avons démontré notre assertion. C. q. f. d.

Dans ce qui suit, nous utiliserons un théoréeme de M. L. NIRENBERG [ 7],
dans lequel il donne une amélioration du théoréme de TyrHONOFF. Dans
le cas du domaine et de I’équation plus simples que nous avons examinés,
ce théoréme peut se formuler comme il suit :
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Supposons que la fonction V (P, t) possede des secondes dérivées conti-
nues selon les coordonnées z,, ..., x,, et une premiére dérivée continue
selon la variable ¢ sur 'ensemble C X (0, 7], et satisfait ici a I’équation de la
chaleur (1). Si V (P, t) prend le maximum de ses valeurs prises sur C x (0, 7']
au point (P,,T) de C X (0, T], alors, sur C X (0, T'] tout entier, V (P, t)=
=V (P,, T).

Le({mme 2. Soit P, un point de la frontiere S du domaine borné C' qui
posséde la propriété suivante @ savoir que C contient Uintériewr d'une hyper-
sphére I', dont P, est sur la frontiére. La fonction V (P, t) non identiquement
constante satisfait sur C x (0, T] a Uéquation (1), est continue dans B =
={C X (0, T} + (Py, T) (ou P, €R8), et prend le minimum de ses valeurs
prises dans B au point (P,, T). Alors

lim inf K(P—’uf‘”@ =0,
gapo PPO

ow | est une demi-droite partant de P,, qui forme un angle aigu avec la nor-
male intérieure de I' appartenant @ P,,.

Démonstration. On peut inscrire dans I'hypersphére /" une hypersphere
I de rayon r, et de centre C,, dont la frontiére n’a que le seul point P, com-
mun avec la frontiére du domaine C.

On peut supposer sans restreindre la généralité que

min V (P,t) = V (P,, T) = 0.

Considérons le domaine limité par les hypersphéres I et I, ou I signifie
o

I’hypersphére PC, — -2 Nous désignerons ce domaine par G.

Soit 0 < T, < T et signifie & (P, t) la fonction satisfaisant a I’équation (1)
dans G X (t > T,) avec les conditions aux limites et avec la condition initiale
suivantes :

(a) h(P,t)y=0 BB el* % =T
(8 h(P,t)=1 (e X a1y,
(») h(P,T)=0 Pe@,

et admettant une discontinuité de type 4 sur I x (t = T,).
Il résulte du théoréme de NIRENBERG que

(a’) V(Bs) =10 (B, 1) €€ % (0, T],
et de cette fagon
(#) V(P,t)ze (P9 el™ X [T, T,

) VT >0 Pe¢aG.
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Done, en vertu du théoréme de NIRENBERG, on a pour la fonction u = V — ¢h :

wu(P, )=V (P,t) —ch(P,t)y= 0 (P,t)€G x [T,,T].

(En effet, supposons que contrairement a notre assertion pour un point

(£ t*)e@x [1,, T :
w(PEty=un <0,

Il découle naturellement de la définition de A (P, ¢) que t* == T';.

Sans restriction de la généralité, nous pouvons nous borner anx deux
cas suivants :

1. w (P,t) prend le minimum de ses valeurs prises dans G x (7, 7]
a I'intérieur de ce domaine, et ce minimum est g = u (P*, t*). C’est impossible
selon le théoréeme de NIRENBERG.

2. u (P, t) ne prend pas le minimum indiqué ci-dessus & un point inté-
rieur de G X (T, T']. Alors il existe une suite (P;,t) (¢=1, 2,...) des
points intérieurs de G x (7', T'], pour laquelle

(Put)>P.H€ {Bx =T+ x [T, TH+ " X [T T
et
wu(Put)<u<0 = R, 5

Mais c¢’est impossible, parce qu’au cas ou
a) P,)€Z={G x (t=TY) +{I" x [T, T},
Iexistence d’une telle suite (P;, #;) contradit aux conditions (B), (y), (6"), (¥'),
en tenant compte de la continuité de V (P, t) sur Z et de la validité du lemme
1 concernant la fonction A (P, ¢); tandis qu’au cas ou
b) (E.hel” x [T.7]

Pexistence de la suite (P, t;) contradit a la condition (a) et a I'inégalité (a’).
Puisque u (P,, T') = 0, pour cette raison

WP, T) — u(Py, T)

lim inf - e o
P-+P, PPO
Pel
i i AR e ) o, BT BEG T s
PP, il s P—P, b8
Pel Pel
Vu ‘qu’ici
o )
lim M8 T) — WP, T) _ 4Py, T) _
P—P, 5 ol

Pel
on en tire l'assertion. C. q. f. d.

Dans un certain sens, ce théoréme ne peut pas étre amélioré. C’est-a-dire,
en général, le théoréme n’est pas valable en un point de la frontiére qui est

1) Au cas ou la fonction V(P, t) est supposée continue sur ensemble (C' + P,) x
X (0, T]1 D B, cette assertion est une consequence immédiate du lemme 1.
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un sommet du domaine. (Naturellement, en un tel point, nous ne pouvons
pas parler de normale intérieure, et ainsi la direction qui forme un angle
aigu avec la normale intérieure, sera tout simplement remplacée par une
direction allant du sommet vers lintérieur du domaine.) Par exemple, la

fonction

ne

T T =
V =cos—x, cos—xz, e 2¢
2 2

satisfaisant & I’équation de la chaleur
*V AV , OV
= et
ox3 Bhic ot
dans le domaine —1 < a; < 4+ 1, —1 <z, < + 1 du plan (z;, z,), qui
prend son minimum en chaque point de la frontiére du domaine, posséde
dans tous les sommets une dérivée dans une direction intérieure quelconque
égale a zéro.

(a® > 0)

* 3k

Désignons par E® (P, t) la fonction (dont nous supposerons I’existence
dans ce qui suit) satisfaisant a I’équation (1) pour ¢# > 0 dans le domaine
borné C limité par la surface S,

1. au cas ou a > 0, continue dans (C + 8§) x (¢ = 0),

2. au cas ou a = 0, continue dans [C X (t = 0)] + [S X (£ > 0)] et
ayant une discontinuité de type A sur la portion § X (¢ = 0) de la
surface du domaine,

et qui satisfait & la condition initiale et & la condition aux limites

E® (P,0) =0 (P€0),
OEQ(P, t)
on

E®P,t) 4 a =1 (PeS,t>0).
La fonction E® ainsi définie sera appelée fonction calorique d’unité
du domaine C.

Lemme 3. Soit P le point de la frontiére S du domaine C ayant les deux
propriétés suivantes :
1. le domaine C contient Uintérieur d'une hypersphére I'y, dont P, est
situé sur la frontiére;
2. le domaine C est contenu dans Uextérieur d’une hypersphére T,

dont le point P, est situé sur la frontiére (fig. 3).
Supposons qu’existe la fonction calorique d’unité E® du domaine C.

Alors :
1° au cas o t > 0
lim inf BO(Py, )~ B, 1)
Foel” oy
et
Tk g ) RO

P-P, PPO

Pel
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sont finies, ot | est la normale® intérieure de la surface S8 auw point P, et

2° pour t— 0, elles sont asympltotiquement égales @ la fonction % Vl .
7w |t
EQ(P,y, t)

on
OEQ(Pyt) a1
an Ve Ve

(n signifie la normale extérieure de la surface S au point P.)

Donc, si, pour t > 0, existe, alors

(4)

Figure 3.

Démonstration. Dans le cas m = 1, le domaine C' est un intervalle de
Paxe z,, ainsi I’assertion du théoréme peut étre vérifiée par un calcul élémen-
taire & partir de la forme explicite de la fonction E® (P, t) (voir p. e. [5]).
Donc il suffit de nous limiter aux cas m = 2, 3.
Soient EP) et B les fonctions caloriques d’unité respectives de I’hyper-
sphere I et de' I'extérieur de I’hypersphére I',. Soit de plus G, la surface de
il découle de la forme explicite de I,, resp. du lemme 1, que

ERP,<1  (=EQ(PY), si PeS,
resp. t>0

EQ (P, )< 1 (= EQ (P, 1), gi PcG,
On en tire avec l'application itérée du lemme 1, que les inégalités ci-

dessus, valables sur les frontiéres des domaines en question, sont valables
également dans les intérieurs des domaines :

R (P, t) < EQ (P, 1), si PeC,
et =10
EQ (P,t) < ER) (P, 1), si. Pel

Done, en considérant la relation

EQ) (Py, 1) = BEQ (P, t) = EQ(P,, t) = 1 t > 0),

2) L’existence de la normale au point P, résulte des restrictions 1. et 2.
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il résulte
ER(P,t)—ERP, t) _ BOPyt) —EO(Pt) _ < ER(Pyt) — BR(P,Y)
PP = PP, = o

Puisque dans cette inégalité, au cas ou P — P, les limites des membres
gauche et droit existent (elles sont respectivement égales aux dérivées nor-
gg)  OF Joi0)

on o
Un calcul long mais élémentaire nous permet d’obtenir & partir des for-
mes explicites des fonctions E@) et E{® (voir p. ex. [3] et [5]):
()

on V= |t

?M L l {t—1).
an Vm Vi

D’ou, en vertu de la méme inégalité (5), on tire I’assertion 2°. C. q. f. d.
Remarque. Il est intéressant de noter que asymptotique (4) est indé-
pendante des rayons des hypersphéres 7, et I.

(PeC,l).

(5)

males — l’assertion 1° en résulte.

et

§ 3. Principe du maximum ; unicité de la solution

Dans ce paragraphe, nous démontrerons un principe du maximum
concernant les solutions « (P, t) du probléme établi dans le § 1.

Supposons qu’il existe une normale en chacun des points de la frontiére
8§ du domaine borné C, de plus, qu'un point quelconque P, de § posséde la
propriété suivante : C' contient I’intérieur d’une hypersphére dont P, est
situé sur la frontiére.

La fonction u (P, ¢) satisfait & ’équation (1) de la chaleur sur I’ensemble
C x (0,T], et A

1. au cas a = 0, est continue dans

{€ x [0, T]} +{8 x (0, T]}

et possede une discontinuité de type A sur la portion § X (¢ = 0)
de la frontiére de C x (0, T,
2. au cas a > 0, est continue dans le domaine fermé

(C+ 8) x [0,T].

Nous prescrirons les conditions aux limites suivantes pour la fonction u (P, )
pour 0 <« < 4"

(6) Q) :ﬁJ g: Y do 4 y1 B,y > 0)
2 Pe8,
M w(P, ) 4 « P80 _ ) (a2 0)

on I
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et nous supposerons la fonction f(f), déterminée par I’équation aux dérivées
partielles (1) et par les conditions (6) et (7), continue dans I’intervalle [0, 7'].
(La condition pour que f(f) ait une dérivée dans l'intervalle (0, 7' est déja
implicitement contenue dans la condition (6).)

Théoréme. S¢ pour chaque instant 0 < t < T

Q) =0,
de plus
F(0) =0, u(P,0)20 (P€0),
alors dans C X (0,7T] :
i (Ey= 0

Démonstration. Supposons, au contraire de notre assertion, que pours
un point (P,, t,) €C X (0, T] l'on ait:

w( Py, 1) = 1 < 0.
11 résulte alors du lemme 1, que pour une valeur 0 < ¢, < ¢, et pour un point
P, es
a (Byly) = e
Au cas ot a = 0 il résulte de la continuité de f(f) et de la condition (7)
tandis que pour le cas ou a > 0, il résulte de la continuité de u (P, t), ’exis-

tence d'un ¢* (0 < t* < t;), pour lequel on peut encore trouver un point
P*¢ 8 tel que

mais
(9) j W (BN =t
| si (P, t) € {C x [0, %)} + {8 X (0, t*)}.

Nous montrerons que c’est impossible.
De la définition de #* et du lemme 2, il vient

ou(P*, t*)

(10) <0
on
1° Soit « = 0. De la condition (7) et de la définition de ¢*, il résulte que
(11) f () < 0.

Nous écrirons (6) pour ¢ = t* :
ou(P, t* ,
(12) Qe =8 [P0 do -y,
E on
s
En vertu de la condition (7):

u (P, t*) = u (P*, t*) (P€S).

2 A Matematikai Kutat6é Intézet Kozleményei 1V/2.
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(Cest pourquoi 'inégalité (10) est aussi valable outre P* pour un point quel-
conque P €8 :

ou(P, t*

e LM <0

on

(10") (P€S).
Ainsi le second membre de I’équation (12) est négatif d’aprés (107) et (11),
tandis que son premier membre est non-négatif selon les conditions. Ainsi
nous sommes arrivés & une contradiction.

2° Soit @ > 0. Nous écrirons (7) pour le point (P*, ¢*):

k* gk
w(P*, t*) + aai(li_’,tu) = f{£*) .
on
Il suit de (8) et de (10) que
f@*) < p.

Etant donné que f(0) = 0, on en tire Pexistence d'une valeur 0 < t, < t*
pour laquelle

(13) f) =n [t <0

Eecrivons (6) pour ¢ — t,, en utilisant la condition (7) :

Q) =5 | 16— u(P,t)1do + 31t
S

Selon cette équation il résulte de (13) et de @ (£,) =0 que pour certains points
PeS u(P,t,) < u, ce qui contredit (9) & cause de ¢, < ¢*. C. q. f. d.
Si dans ce théoréme nous supposons les inégalités contraires :

Q) < 0 P=t= 1)
et
flo)=0, »(P,0)=<0 e,

de plus que la fonction u(P, t) posséde une discontinuité de type A au lieu
de celle de type 4, alors 'inégalité figurant dans 'assertion du théoréme sera
également remplacée par I’inégalité de sens contraire :

u(P,t) < 0 ((P,tyeC x (0, TY).

Corollaire. Si de plus, en conservant les conditions de continuité rela-
tives aux fonctions u (P, t) et f() dans le théoréme ci-dessus, nous supposons,
au cas o @ = 0, que la fonction » (P, ¢) a une discontinuité de type A sur
la portion 8 x (£ = 0) de la frontiére, alors 1'unicité du systéme de solu-
tion {w (P, t), f (#)} résulte du principe du maximum ci-dessus de la maniére
bien connue :

En effet, s'il existait deux systémes de solution, notamment {u,, f,}
et {u,, f,}, alors le systéme {u =wu, —wu,, f=/f —/f,} satisferait aux
conditions initiales et aux conditions aux limites homogeénes, c¢’est pourquoi
nous aurions en méme temps

=0 u<0,

d’ou l'on obtiendrait = 0, et suivant la condition (7), f — 0.
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Plus généralement, il résulte également du principe du maximum
démontré ci-dessus que le systéme de solution est une fonction continue
des fonctions Q(¢), u,(P) et de la valeur de f,.

§ 4. Solution du probléeme

Cherchons la solution de 1’équation (1) avec les conditions aux limites
et initiales (a), (), (¢,) et (¢;) (voir § 1). En considérant la linéarité de I’équation
et celle des conditions, nous cherchons la solution sous la forme

w (P 8) =y (P 8) + s (P 1),

ou u, satisfait aux conditions

(P, 0) = uy(P) (Pe0),
M P L (t>0,Pc8),

on

et wu, aux conditions
uy(P, 0) = 0 (P€O),
us(P, t) + a ?@ — f(t) (t > 0,P¢8),
n
Q¥ ﬂJ"“ld —5J8u2d0+ G
on

Vu que la détermination de w,(P, t) conduit & la solution du premier resp.
du troisiéme probléme aux limites classiques au cas ot o = 0 resp. ot @ > 0,
nous supposerons la fonction u,(P,t) déja connue; il nous reste donc a
déterminer la fonction u, (P, t). Par suite, sans restriction de la généralité,
nous pouvons nous borner au cas

(%) uy(P) = 0.

S

Le principe de la méthode de solution de M. FreuD ([4] et [1]) consiste
a chercher la fonction «(P, t) sous la forme

t
WP, t) = f | WP Rt 7 dogdr
0:'S
ou n(P, R, t, r) est la fonction calorique de la source ponctuelle de chaleur,
dont nous nous sommes déja servi dans le lemme 1 du § 2. C’est-a-dire, nous
dérivons la température u (P, t) & partir d’'une répartition continue des sources
de chaleur en activité sur la frontiére du corps avec une intensité W (P, t).
De cette fagon, nous avons ramené notre probléme a la détermination de la
fonction W (P, t) qui est seulement la fonction des points de la surface S et
du temps. Dans le cas linéaire (m = 1) la fonction W (P, t) se réduit seulement
a une fonction du temps, ainsi cette méthode simplifie de beaucoup la solution
de notre probléme. Par contre au cas ot m > 1, il ne serait pas convenable
PES
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d’appliquer cette méthode. C’est pourquoi nous résolvons le probleme d’une
autre maniére, a l'aide du principe de DurAMEL [2]. Cette méthode nouvelle
nous permet, dans le cas d’un nombre de dimensions quelconque, de ramener
notre probléme & la détermination d’une fonction unique ne dépendant que
du temps.
kok

Le principe de DurameL affirme qu’en supposant la fonction calorique
d’unité E (P, t) du domaine C' connue (voir § 2), la solution de 1’équation
différentielle (1) déterminée par les conditions

u(P, 0) = 0, (Pel)

ou(l,t)
on

u(P,t) +

= f(t) (t>0,Pc8)
peut étre obtenue sous la forme

t
(14) u(P,t) = | 7) EO(P,t — t)d 7 + {(0) BEQ(P, 1) ,

sous certaines conditions de régularité concernant la fonction f(#). (Nous
reviendrons a ces conditions.)

En envisageant les conditions (a) et (¢%), nous cherchons la solution
de notre probléme sous la forme (14). De cette facon, aprés avoir utilisé les
conditions (a), (¢;) et (¢¥), il nous reste & déterminer la fonction unique f(t)
dépendant seulement du temps, ce qui est possible a 'aide de la condition
(b) encore non utilisée.

En substituant (14) & la condition (b), on obtient :

i
i i OEP, t— %) dEL(P, t)
~ﬁ”Jf(r)8nAdr+f - ]d +of
S 0

(15)
=8 [f KOt —7)d7 + B fo KO(t) + 7 f'(2)
ou
AE®(P,t)
K = | —% do .
®) [ on 7
s
En introduisant les notations
fl
gl
V.
e = Q) — -y ke
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notre équation prend la forme suivante :
t
(16) p(t) + A j p(v) KOt — vyd v — MOt) .
0

(Pest une équation intégrale de seconde espéce du type de Volterra.
Le noyau K®(¢ — 1) de cette équation est borné pour a > 0. Au cas ou
a = 0, supposons que chaque point de la surface § posséde la propriété
2. du lemme 3 du § 2; supposons de plus que les longueurs des rayons des
sphéres I, figurant dans ce lemme ont une borne inférieure positive. Alors,
comme on peut le voir immédiatement par la démonstration du lemme 3,

(0
I’estimation nEy B
on V= |t
pour chaque point de la surface S, et de cette maniére, le noyau K© est de
singularité faible. (Il résulte du lemme 3 que dans le cas ou la surface S est
suffisamment réguliere, la singularité de K°(¢) est justement de caractére

(¢ > 0) au cas ou ¢-— 0 est valable uniformément

l%‘ Si nous supposons la fonction @(¢) absolument intégrable dans 'intervalle
]

[0, T, alors le second membre M©(t) de l'équation intégrale est aussi
absolument intégrable dans l’intervalle [0, 7']; ainsi, selon la théorie des
équations intégrales [6], la solution ¢(¢) existe dans Uintervalle [0, 7'] pour
une valeur quelconque de Z.

De I'équation (16) il découle que les singularités éventuelles de ¢(¢) sont
conformes & celles de M (¢). Ainsi, si Q(¢) est absolument intégrable, alors
la fonction u (P, t) peut se mettre sous la forme (14). De plus, si nous supposons
Q(t) bornée, excepté le seul point ¢ = 0, ou elle peut avoir une singularité

S ; Harme ;
de caractére —— , alors dans I’expression (14) la dérivation normale peut s’exé-

cuter dans la fonction & intégrer et 'ordre des intégrales dans 'expression (15)
peut étre interverti, comme il résulte de la convergence uniforme des intég-
rales en question.
Donce nos résultats peuvent étre résumés dans le théoreme suivant
d’existence :
Théoréme. Supposons que la( fonction calorique d’unité EO(P, t) du
a)
fc- existe et soit intégrable sur la surface
n
S pour t > 0. Au cas ois . = 0 chaque point de la surface S posséde la propriété
2. du lemme 3 du § 2, et les longueurs des rayons des sphéres I'y figurant
dans ce lemme possédent une limite inférieure positive. Soit la fonction Q(t)
intégrable et bornée excepté aw seul point t =0, ow elle peut avoir wune

domaine C existe, de méme que

: ; | : " ; :
singularité de caractére —— . Alors la solution de !'équation (1) existe dans
¢

les conditions (a), (b), (¢,) et (c§) et elle peut sécrire sous la forme (14); la
détermination de f(t) est possible au moyen de Uéquation (16).

(Recu le 4 Mai 1959.)
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A HOVEZETES PEREMERTEKFELADATAINAK EGY UJ TIPUSA
ADLER Gy.
Kivonat

A hévezetés harom klasszikus peremfeltétele rendre a hGmérsékletet, a hd-
mérséklet normalis menti derivaltjit, illetve a hémérséklet és a hémérséklet
normalis menti deriviltjinak linearis kombindciéjat irja eld a test peremén.
Ezek a peremfeltételek fizikailag akkor teljesiilnek, ha a hévezetd test kor-
nyezetének dllapota a h@vezeté testben lejiatszédé folyamattél nem fiigg.
Ezzel szemben, ha a testben végbemens hdvezetési folyamat a kornyezet
allapotara visszahat, akkor a folyamat leirdsira 0j peremfeltételek valnak
sziitkségessé. Ilyen peremfeltételek egy tipusaval foglalkozik a szerzd (lasd
(a) és (b) feltételek). Bebizonyitja ezen 1jtipustt probléma megoldisianak
unicitasat és egzisztenciajat. Az egzisztencia-bizonyitis mdédszere konstruktiv
és gyakorlati feladatok megoldisira alkalmas. (A szerz8 a probléma megol-
dasat a Duhamel-elv segitségével masodfaju Volterra-tipust integralegyenlet
megoldasira vezeti vissza.)

A mésodik paragrafusban bebizonyitott hirom lemma koziil kiemeljiik
az 1. lemméat, melyben a szerz§ a h@vezetés egyenletének elegettevd fiigg-
vények maximuméra vonatkozé kozismert Tymonov-tétel [9] nem-folytonos
peremfeltételeket kielégitd homérsékleti fiiggvényekre vonatkozdkiterjesztését
bizonyitja be.

OJIMH HOBBIW TUIl TPAHUYHBIX 3AIAU TEIJIONPOBOAHOCTH
Gy. ADLER
Pe3iome

Tpu KjlaccuyecKux IpaHUUHBIX YCJIOBHI TEIUIONPOBOJHOCTU TNpenuchi-
BAIOT TeMIepaTypy, NPOMSBOJHYIO TeMIePATYypPbl BI0JIb HOPMAJIUM WM UX JIMHelH-
HYI0 KOMOMHALMI0 Ha TOBEPXHOCTH Tesla. DTU TPaHUYHBIE YCIIOBUS (QU3MUYECKH
BBITIOJIHSTIOTCST, €CJIM COCTOSTHME OKPECTHOCTHM TeIuIoNpOBOJHOTO Tena He 3aBu-
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CHT OT Mpolecca, NPCTeKaloLero B 3ToM Teje. Ecan yke mpowece TemionpoBoj-
HOCTH, NPOTEKaIOWUA B Tejle, OKasSplBaeT BJIMSIHUME HA COCTOSIHME OKPeCTHOCTH,
TO s OMucaHusi npouecca TpeOywTcsl HOBble I'PaHMYHBIE YCiIoBUsl. ABTOp
3aHKMAaETCsT OJTHUM THIIOM TaKuX ycuoBuid (cmoTpu yenoBusi (a) u (b)). Jdokassl-
BaeT CyleCTBOBAHNE U eIMHCTBEHHOCTb PelleHus 3Toif HOBOM npobnembl. Jloka-
3aTeJILCTBO CYLIECTBOBAHUSI KOHCTPYKTMBHO M TOJUTCS JUISl pelleHusi TIPaKTu-
yecKkuX 3ajay. (ABTOp ¢ MOMOIBI0 NpuHLKNAa DUHAMEL-a CBOAUT pelueHue npoo-
JIeMbl K peIleHHI0 MHTerpaJIbHOr0 ypaBHeHHMst VOLTERRA BTOPOTo poja).

Cpeau TpEX JieMM, JIOKa3aHHBIX BO BTOPOM naparpade, oTmerum jemmy I,
B KOTOPOil aBTOp JI0Ka3blBaeT pacnpocTpaHeHue 00uen3BecTHOH Teopembl Tuxo-
HoBa [9] oTHOCHMTENLHO MaKcumyma (YHKUHUH, YI0BJIeTBOPSIIOIUX YpaBHEHUIO
TEIUIONPOBOJHOCTH, Ha TeMIlepaTypHbie (YHKLUMM, YJI0BIIETBOPSIOUME HeHerpe-
PBIBHBIM TDAaHUUHBIM YCJIOBHUSIM.
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