UBER DIE UMORDNUNG BEDINGT KONVERGENTER REIHEN
von

P. SZUSz

Es sei P=y(k) (k=1, 2,...) eine Permutation der natiirlichen Zahlenreihe,
d. h. es sei (k) eine fiir natiirliche k£ definierte Funktion, die nur die natiir-
lichen Zahlen und jede natiirliche Zahl genau einmal annimmt. A. S. KroxroD!
hat die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir angegeben, dass es

eine bedingt konvergente Reihe o = S’) a, gibt derart, dass die Reihe
K=

i — \‘ a,(,,) divergiert. In der vorliegenden Note zeige ich, dass falls

die Glléder der Reihe 2, a, genligend schnell gegen Null streben, so wird

ihre Summe durch die Permutatlon P nicht beeintrichtigt. (So schnell brauchen
die @, nicht gegen Null zu streben, dass obige Behauptung trivial wird ; es

braucht namlich nicht 2‘ la,| < oo zu sein.) Es wird folgender Satz
bewiesen :

Satz. Es sei P = yp(k) (k= 1, 2, ...) eine Permutation der natiirlichen
Zahlen. Dann gibt es eine nur wvon P abhingige Folge positiver Zahlen
k=1, 2,...), die folgendes erfillt :

(1) e S D R
(2) _S"’k: e

k=1

so, dass falls > a, = a eine beliebige konvergente numerische Reihe ist, die
der Bedingung *=!

(3) Iak|:<:ck(k:1:2’---)

genigt, so ist die wmgeordnete Reihe : @y auch konvergent, und es ist
Foei 1

av(,f) = C.
k=1

1 On permutation of terms of numerical series, Marematuuyeckuit CGOpHUK,
T. 18 (60), 2, 8. 239—276. (Russisch mit englischer Zusammenfassung.)
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Bemerkung. Ohne die Beschrinkung (2) wire natiirlich alles trivial.

Beweis. Ist y(k) gegeben, so definiere man n(k), bzw. N(k) folgender-

massen :
n(k) bedeutet die griosste Zahl derart, dass unter den

(1), p(2), ..., pk)
alle Zahlen
1,025 . snlk)

vorkommen. Diese Definition ist gleichbedeutend mit
n(k) = min () —1.
I>k
Da es sich um eine Permutation der natiirlichen Zahlenreihe handelt,

strebt n(k) mit wachsendem k& monoton gegen Unendlich.
N(k) sei definiert durch

N(k) = max p(l).

1<I<k

Offenbar gilt
(4) N(k) = n(k) R N

Nun sei ky, k,, ... eine streng zunehmende Folge natiirlicher Zahlen,
die folgendes erfiillt :
(5) kg —2k 4+ k_, =20,
(6) k)= k.
(7) kyyy = N(k,)

(5), (6) und (7) konnen bei beliebig gegebener Permutation yp(k) ... allein
durch geniigend starkes Anwachsen der %, erfiillt werden. Man setze ferner

(8) g SR SR M R T

Y b — Ry

Wegen (5) gilt (1) ; wegen der Divergenz der harmonischen Reihe ist Zj'ock
divergent. kel
Nun zeige ich, dass bei beliebig klein gegebenem positiven e

| m 1
(9) | > (@ — o) <&

i k=1 |
gilt, falls (3) mit den durch (8) definierten ¢, gilt und m = m, (&) bestel t.
Es sei r definiert durch

(10) hosm< k.
Dann gilt
m m_ :
(11) > (ay— Apiy) = Z ay — 2 Qy(ky -
= k=n(m)+ 1 k<

m
w(k)=n(m)+1
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Da wegen (6), (7) und (10) p(k) < N(m) < N(k,+,) < k,»y und n(m) +
+1 > n(k,) > k,_, ist, so ist wegen (3)

| m l m‘ N(m)
(12) (@, — aw(k))[ U R T
k=1 | k=n(m)+ 1 k= n(m)l 1
also
(13) Fhaw T 5 +
ST a '.k p— c —_— ES S R e
y(k) } k=k,2_1+1 k il T—l—l

Fiir geniligend grosses m ist die rechte Seite von (13) kleiner als e. Damit
ist (9), also auch unser Satz bewiesen.

(Eingegangen 15. Februar 1959.)

FELTETELESEN KONVERGENS SOROK ATRENDEZESEROL
SzZUSZ P.
Kivonat

Tétel: Legyeny(n) (n=1,2,...)a természetes szamsor egy permuticiéja.
Akkor megadhaté egy olyan monoton zérushoz tarté divergens osszegii pozitiv
¢, (m=1,2,...) szamsorozat igy, hogy ha 2‘ a,= 4; é |a,| < ¢,, akkor
2‘ Ay = A ; misszéval minden permutamohoz megadhaté oly divergens

osszegu monoton zérussorozat, hogy ha egy feltételesen konvergens sor tagjai
abszolut értékben kisebbek a zérus sorozat tagjainal, akkor a permutéci6
a sor Osszegét nem valtoztatja meg.

0 NEPECTAHOBKE YJIEHOB YCJIIOBHO CXOOdAWMXCsA PsAI0B
P. SZUSZ

Pe3slome

Teopema. [Tycts y(n) (n=1, 2,...) ecTb HeKoTOpasi MepecTaHOBKa I0CIIeJL0-
BaTeJIbHOCTH HAaTypaJibHBIX yucest. Torja cyuiecTByer TaKasi MOHOTOHHAsI CXOJisl-
masicsi K HYJII0 MOJIOYKUTeJIbHAS YUCII0Bast MOC/Ie0BaTeNbHOCTD ¢, (n=1,2,...)

C pacxofsiueiicsi CcyMMO#, U1 KOTOPOil MMeeT MecTo cllefiyloliee: eciu ' a, =
v n=1

=Adula,| < ¢, 70 Y ay,y=A; UHBIMH CIOBaMH K Ka)kjoil nepecTaHoBKe

n=1

MOKHO TaK nonoﬁpa’rb MOHOTOHHYIO HYJI€BYIO IMOCJI€IOBATEJbHOCTL C pacxojs-
ieicst CYMMOﬁ, 4UT0, €CJIM YJIEHBI YCIIOBHO CXOAAIIEro psifia mo MOAYJIXO MeEHpIIe
YJIeHOB 3TOM 1ocJIeI0BaTeJIbHOCTH, TO NMEepeCTaHOBKA HE M3MEHUT CYMMBI psijia.

5 A Matematikai Kutaté Int zet Kozleményei IV./2.
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