ANWENDUNG DER OPERATORENRECHNUNG VON MIKUSINSKI ZUR
LOSUNG GEWOHNLICHER DIFFERENTIALDIFFERENZENGLEICHUNGEN

von

T. FENYES
§ 1. Einleitende Bemerkungen

Betrachten wir die folgende Differentialdifferenzengleichung

(1) >3 2t + va) = g(t) . 0=<t<oo

u=0»r=0

wo ¢(¢) eine in dem betrachtenen Intervall stetige Funktion ist. Ist o > 0
so setzen wir voraus, dass die Koeffizienten «,,, »=0,1,...7n —1 alle
gleich Null sind. Das bedeutet, dass die hochste Ableitung nur mit dem Argu-
ment von maximaler Verschiebung auftreten soll. Wir werden die betrachtene
Differentialdifferenzengleichung mit Hilfe der Operatorenrechnung l6sen,
und zeigen, dass die zu der Gleichung (1) gehérenden Anfangsbedingungen
sich automatisch aus der Operatorgleichung ergeben.

§ 2. Darstellung der Lésung

Es sei

{x(t)} = 1(s)

ein Element des Mikusinskischen Quotientenkorpers. Mit Hilfe des Verschie-
bungsoperators und des Differentiationsoperators lisst sich a®(t + va)
einfach darstellen. Aus den Regeln der Operatorenrechnung folgt es, dass

I{L fir ww<t< oo

2 e~ s{x(t + av
e e l 0 fiir I=<t< ay.

ist.

Wir wollen z(¢) auf der ganzen positiven Halbgeraden in der Operator-
schreibweise darstellen. Wenden wir das Integral von Ryll-Nardzewski an,
so erhalten wir

i J {z(t)} fiir 0<t< av
(3) | 2(2) e~ di =
0 l 0 fiir t>ay .
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Aus (2) und (3) folgt, dass

(4) {@t + av)} =e?s [f(s) — | z(A) e *dA
ist. ’
Ziehen wir in Betracht, dass
2t 4 va) = s*2(t + va) —s* lp(vi) —s 22 (va) —. .. 2 D(va)
(5) 0< u<m,
0 d<mn

ist. Wenn wir (4) und (5) in (1) substituieren,erhalten wir die folgende gewohn-
liche algebraische Gleichung :

av

m )‘ /”J " rus f(s z) "}‘Sd}» Y
(6) N20 v l
— z(av) s*~1 —x'(av) 82 — ... @ ‘”(av)} ={g(t)} .

Aus dieser Operatorgleichung erhalten wir die allgemeine Losung unserer
Differentialdifferenzengleichung. Die Losung lautet :

ay

f(s) = {2lh)} = [{g(t)} + 2;; j a8 e [ z(A) e~ dA 4

0

(7) + < {Su— ‘2’?‘ a,, r(av) + s*—2 Zn' a,, z'(av) + .. ] :
r=0 r=0 '

n=0

Sem Na sﬂl.
Y= O Lo 0 "

Dieser Ausdruck zeigt uns, dass man z(t) in 0 < ¢ < on als m — 1-mal
differenzierbare Funktion angeben muss. Damit ist die Losung eindeutig
bestimmt.

Wir haben unser Problem schon gelést. Wollen wir (7) in Symbolen
der klassischen Analysis schreiben, so miissen wir den Ausdruck auf folgende
Weise in eine unendliche Reihe entwickeln.

Es ergibt sich durch eine einfache Umformung : -

o h e—an‘
Y ms Y oy AP e K TSR
) = £ .

0 l ; 20 eavs 2{; ay.v 8/4
2 a 8/‘ '——____

u;

8)

v

Il
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Der Operator

m

2 ews 2 «

e nas *=0

m
2 Y®

n=0

stellt, wie sich das leicht einsehen lisst, eine Funktion aus der Klasse K
dar. Wir koénnen daher den Operator

2 eutS } a’uv

1 4 ms=0___i=0

2 yun 8"

in eine Reihe entwickeln, welche im Sinne der Operatorenrechnung konver-
gent ist :

=1 n—1 k
S a0

S, = -
i . deasss = D (— ¢ )

n=0

efnkas i

Setzen wir (9) in die Gleichung (8) ein, so erhalten wir fiir die Losung (7) den
folgenden Ausdruck :

av

for = a0y = o) + £ Tapwen [athe vaig
(10) oes 6
m n n 1)
- :[ =t Zaww ) + 82 Fa,, &)+ ... a5 Do) ‘X
=0 v=0 r=0 1
nfl g o k
X inii 2”' (ﬁ l)k r:zio ”‘2() a’uvs e—nkas
m m
2> Oun 8" o > Wun 8"
n=0 ; 1n=0

Aus diesem Ausdruck kann man z(¢) in der iiblichen Schreibweise aufschrei-
ben. Sind m und n grosse Zahlen, so ergibt sich zwar eine ziemlich kompli-
zierte Formel, prinzipielle Schwierigkeiten treten jedoch nicht auf.

Sind die Koeffizienten a,, v = 0,1...7n — 1 nicht alle gleich Null,
und ist » > 1 so ist in der Operatorenrechnung kein &hnlicher Entwicklungs-
satz fiir den Operator (9) bekannt. Ist n = 1 so gilt die folgende Entwicklung :

m -1 ;, m \ k
& G - 2 %o &
14420 aill el E o lfiE— gl
N u k=0 N 1
2 a!"l e — (LI»L]- &
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Wir werden f(s) in diesem Spezialfall nicht nidher betrachten. Ist « < 0 so
setzen wir voraus dass die Koeffizienten a,,, » = 1,2 ... n alle gleich Null
sind. Das bedeutet, das die héchste Ableitung nur mit dem Argument ohne
Verschiebung auftreten soll. Wir erhalten die folgende Losung :

pr

m n ~
{z(t)} = [{g(t) ™ ' (A —vB)e*dA 4
(11) 7=0 »=0 0
nLJ g n1 nW : \
b e N 0 b e D R D — )
/1=Ol v=0 v=0 l
n & m k
TR, -
m m
Diggat =0 S a,s
=0 1n=0
wo f = —« ist. Ist @(f) in — fn <t < 0 als eine m — 1-mal differenzier-

bare Funktion gegeben, so ist die Lisung eindeutig bestimmt.

§ 3. Ein Beispiel
Wir werden die Losungsmethode an Hand eines Beispieles schildern.
Losen wir die folgende Differentialdifferenzengleichung :
(12) 't +7) + 22() + 2(t) = e
mit der Anfangsbedingung

Zt)—sin ¢ - fir 0<t<wm.

Es sind

z(0) =0

(w) = 0
(13) x(0) =1

z'(n) = —1
und

::1 —ns
(14) ‘ el 2T
14 s?

0
Weiterhin ist

{2’(t +7)} = s{fa’t + =)} — ' (7x) = s¥{x(t + =)} —sx(n) — x’'(7) =

s
LD

1 4 s2

W) — 820" f(s) —

Mit (15) und
{@(t)) = sf(s) —2(0) = sf(s)
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erhalten wir die folgende Operatorgleichung

8 e f(s) — 111:6:+1+2sf )+ Ho) = (e}
woraus
o - }ij- e;
(16) fs) = {at)} = — =y

7's2e"s—|-2s+1

folgt. Mit Anwendung der oben betrachtenen Reihenentwicklung ergibt sich

(& e* 2811 e T —
s~+(1+2s) ns 82 ] 1+2s8)
(17) +("*;?
e = (1 4 2 s)k
s B 1 ’\(7, Ga i -kxs
82 ,(:ZO( ) s

Setzen wir nun (17) in (16), so erhalten wir fiir die Losung
{ef}  1+e® 1) 1 +24)f

b S 1)"(—
| 92 14 82 82] 7o

e —kns i

(18) {x(t)} = f(s) — e- as

s2

Aus diesem Ausdruck kann man die Losung ohne besonderen Schwierigkeiten,
in der iiblichen Schreibweise als eine Funktion von ¢ aufschreiben.

(Eingegangen 20. Mai, 1959.)
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A MIKUSINSKI-FELE OPERATORSZAMITAS ALKALMAZASA ALLANDBO
EGYUTTHATOS RETARDALT DIFFERENCIALEGYENLETEK
MEGOLDASARA

FENYES T.
Kivonat

Szerz6 a Mikusinski-féle operatorszamitas segitségével eloallitja a

\ 2(1 2t 4 va) = g(t)
= 0 V=
differencia-differencidlegyenlet operitormegoldisit.

Megmutatja, hogy a megoldis egyértelmiiségét biztositd, megadandd
kezdeti feltételek a médszer alkalmazisa révén az operitoregyenletbdl le-
olvashaték. Ezutin egy eljirast mutat meg, amelynek alkalmazisival a meg-
oldis a klasszikus analizis jeloléseivel is felirhaté.
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NPUMEHEHHME OINEPALIMOHHOI0 HWCYHUCUIEHHUS K PEUWEHUIO
OBbIKHOBEHHBIX PA3HOCTHO-AU®PEPEHLIMAJIbHbBIX
YPABHEHUW

T. FENYFS
Pe3tome .

ABTOp € TOMOIIBI0 OMEPALMOHHOTO HcyucieHuss 0T MIKUSINSKI Ha X0 (UT

onepalMoHHOe pelleHHe Pa3HOCTHO-IM(pdepeHLnanbHOr0 ypaBHeHus

mon

N Na,, @t + va) = g(t) .

u=0 »=0
JlokasblBaeT, UTO HayajlbHble yCJIOBHUS, 00ecreynBalolue eMHCTBEHHOCTb peLle-
HUsl, MOTYT OBbITL OIpeJiesieHbl € TOMOIILI0 OIEepaTOpPHOTro ypaBHeHusi. [locie
9TOr0 Jaércsi MeTO/, C MOMOLILI0 KOTOPOr0 pelleHHst MOYKeT ObIThb 3alMCAHO U
0003HAYEHUSIMM  KJIACCHUYECKOTO aHaju3a.
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