LINEARIS EGYENLETRENDSZEREK MEGOLDASA SZIMPLEX
MODSZERREL

Bevezetés

KREKO Bfra

A gazdasagi életben felmeriil6 matematikai problémék megold4sa szamos
esethen a linedris programozds néven ismert moddszerre vezethet6 vissza [1].
A linedris programozisnal egy olyan elséfoku fiiggvény extremalis értékének
meghatirozasarol van sz6, amelynek értelmezési tartoményat egy — az adott
gazdasigi feltételeket reprezentdlé — linedris egyenlétlenségrendszer szabja
meg. Ennek kovetkeztében a kérdéses értelmezési tartomény olyan konvex
halmazt alkot, amelynek véges szimi csticspontja van. Ha a vizsgalandé fiigg-
vénynek van extremdlis értéke, azt e csticspontok valamelyikéber feltétleniil
felveszi. A megoldasra szolgdlé moédszerek kozil legelterjedtebb a G. B.
Dantz16tél szarmazo szimplex mdodszer [2]. A szimplex médszernek az az alap-
gondolata, hogy az értelmezési tartomany egyik cstucspontjébél kiindulva
gy haladjunk cstcspontrol cstespontra, hogy kozben a fiiggvény helyettesi-
tési értékei monoton sorozatot alkossanak. S mivel a csticspontok szdma véges,
a kérdéses extrémum — amennyiben létezik — véges szadmu 1épéshen meg-
hatédrozhato.

A szimplex moédszer elemzése kozben kideriilt, hogy annak alapvetd
mozzanata az az eljirds, amelyet a tovabbiakban elems transzformdcionak
fogunk nevezni. Kz olyan specidlis linearis transzformaciét jelent, amelynek
révén egy adott bazisbol olyan 0j bazisba tériink at, amely csupén egyik vekto-
raban kiillonbozik az eredetitél. S mivel bairmely lineédris transzformécid elemi
transzformaciok sorozatira bonthaté fel, érthetd, hogy ezen az tton lehet&ség
nyilik szdmos lineéaris algebrai probléma egyszeri — determinidnsmentes —
targyaldsara.l

Ebben a dolgozatban csupan a linearis egyenletrendszerek megoldasaval
kivanunk foglalkozni. A bemutatandé eljirassal kapcsolatban, amelyet az
elézbek alapjan ugyancsak szemplex mddszernek fogunk nevezni, elérebocsatjuk
a kovetkezdket:

a) Kozvetleniil alkalmazhat6 barmilyen végesdimenziéju lineéris egyen-
letrendszer megoldésira. (Az inhomogén rendszereket nem kell el6bb atalaki-
tani homogén rendszerekké.)

b) A kompatibilitds és a rang kérdésének eldontésével egyidejiileg exph
cit forméban kapjuk meg a megoldast is. Nincs tehat sziikség tovabbi rekurziv

1 Erre mér az [1] alatt (164—175) ramutattunk.
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szamitasok elvégzésére, mint a diadikus felbontason alapulé egyéb mddszerek-
nél.2

¢) Az alkalmazandé numerikus szimitisok mennyisége azonos nagy-
sagrend(, mint a matrix-szimitason alapulé egyéb médszereknél.

A tovabbiakban el6szor az elemi transzforméacioval foglalkozunk, majad
megmutatjuk, hogyan lehet felhasznédlni az elemi transzformécidkat valamely
adott A matrix egy specidlis bazisfelbontasira. Ez a felbontés teszi lehet6vé
a lineéris egyenletrendszerek megolddsinak egyszeri targyalasat. Ehhez kap-
csolédik a matrixok inverzidja, amely lényegében tobb olyan egyenletrendszer
szimultdn megolddsit jelenti, amelyek azonos egyiitthatomatrixszal birnak.
A médszer hatékonysigat néhdany numerikus példa bemutatasival kivanjuk
illusztralni.

1. §. Az elemi transzformacié és a bazisfelbontas

Legyenek a by, b,, ..., b, vektorok az m-dimenzids linearis tér egyik
bazisinak vektorai. Ismeretes, hogy ez esetben a tér barmely x vektora fel-
irhat6 az

(1:1) x=x,b,4+ ... +2,b;4+ ... +2,b,

m

linearis forma segitségével, ahol az @y, ..., 2, ..., @, skaldrok a kérdéses
bézisra vonatkoz6 koordinatak. Amint méar emlitettiilk, a szimplex mddszer
alapvet6 mozzanata az az eljards, amellyel a bazis egyik vektorat kicseréljiik
a tér valamely alkalmasan megvalasztott a vektoraval. Ezt az eljarast nevez-
zitk elem? tramszformdcionak. Annak sziikséges és elégséges feltétele, hogy
a b, bazisvektort kicserélhessiik a kérdéses a vektorral, az, hogy az a-nak
a b,-re vonatkozo koordinataja 0-tdl kiillonbo6zd legyen, vagyis az

(1.2) a=ab,+ ... +ab,+ ... 4+a,b,

linearis kombindciéban teljesiiljon az a;, #+ 0 kovetelmény.? Ha (1.2)-bdl ki-
fejezziik b,-t, és az igy nyert formulat behelyettesitjiik a (1.1)-be, az

x:(xl_éial)b1+ +5,8+ _{“ (‘I:nx'éiam)bm

kifejezést nyerjiik, ahol

K kifejezésbdl az uj bazisra vonatkozo koordinatik kozvetleniil kiolvashatok.
A sziikséges szamitasokat célszeri az alabbi elrendezés szerint elvégeznit

2 Mint pl. a [3], [4] és [5] alatt targyalt modszerekndl.
3 Lasd az [1]-et a 101. oldalon!
* A bazisbdl kilépd, ill. a bazisba belépd vektort egy-czy nyillal jeloltiik meg.
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A transzformdiciét meghatirozé a, skalart generdls elemnek nevezziik.
Az emlitett feltétel értelmében generdlo elem csak 0-tél kiilonbozé szdm lehet.
Tegyiik fel ezutin, hogy &z

(1.4) A =ity = o0 gl
(m, n)
matrix cszlopvektcrai a ki, by, ..., b, Dbazishan megadott vektorck. Kzzel

kapcesolatban tlizziik ki az aldbbi feladatot: Az adott bazis vektorait cseréljiik
ki, az A oszlopvektoraival !

E feladat tobb egymds utin végrehajtott elemi transzformacioval old-
haté meg. Az egyes transzforméciés lépéseknél a generdld elemet tgy kell
megvalasztani, hogy mindig valamely b, vektor cseréltessék ki egy lehetséges
a; vektorral. Az eljarist mindaddig folytatjuk, amig talilunk az el6bbi ko vetel-
ménynek eleget tevd — 0-t6l kiilonboz6 — generild elemet. Az utolsé bazis-
ban talalhato a; vektorok sziikségképpen bazisit alkotjik az A oszlopvektorai
altal meghatirozott altérnek, az Un. oszlopvektortérnek. S mivel a mdatrix
rangja megegyezik az oszlopvektortér dimenzidjaval, a béazisba beépithets a;
vektorok maximadlis szima egyuttal az A rangjit is jelenti. Maga az egész
eljards nem tételezi fel eleve a rang ismeretét, ellenkezéleg: algoritmusként
hasznalhaté a rang meghatirozasira.

Tegyiik fel, hogy az A rangja r, és az el6bb vizolt eljaras alapjin éppen
az elsg »

(1.5) R Bt e 1A

oszlopvektor keriilt be a bazisba. Ez nem sérti a tirgyalds altaldnossagat,
hiszen — mint ismeretes — a rang fiiggetlen a vektorok sorrendjét6l.> Mivel
az A barmelyik oszlopvektora kifejezhets az oszlopvektortér bazisvektorainak
linedris kombinacidjaként, azért

'1.6) a;= Ak He L o 1)

5 )iegjegyezzﬁk azonban, hogy a szamitiasok gyakorlati végrehajtasanal nem kell
tekintettel lenniink a vektorok sorrendjére. Itt csak a tdrgyalas egyszerisitése végett
folyamodtunk ehhez a feltevéshez.

= 3

9}
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ahol
(@1 D) Ay =lagas a ],

a k; pedig olyan vektor, amelynek komponensei a j-edik oszlopvektornak az
(1.5) alatti bazisra vonatkozé koordinatii. Az (1.6) és az (1.7) alapjan

A= [Alkl’A1k2’ oAk = Ak Ky, L kg ] = A1A2~
A jelen esetben
A,=[E.D],
ahol az E, egy 7-edrendii egységmatrix. Kzért
(1.8) A=A|E,D].
Ezzel az A matrix egy specidlis bazisfelbontiasahoz jutottunk®. Az elnevezés
azon a konnyen belathaté tényen alapszik, hogy az A, sorvektorai meg az A
sorvektorai 4ltal meghatarozott altérnek, az un. sorvektortérnek, adjak meg egy
bézisit.” Egy adott numerikus példaban a D matrix elemei az utolsé elemi

transzforméci6 végrehajtisa utin nyert tablazathdl kozvetleniil kiolvashatdék.
Példaképpen tekintsiik az

o
—

VIVM)
[ 8 )

.

(1.9) A

e
ESS
(1}

2
= B el e

o

matrixot. A szamitasok elvégzéséhez az alabbi tiblizat szerint hiarom elemi
transzformacié sziikséges.

|

Bézis a; a, aLs o dayy iial

b 2 1 g e

b, s S R I .

by | 2 k"B a8

(1.10) b, b Aol Bl B g
e TRE . SR e e

b, %0 5 B 1Y

P W —1 o [ —2 1

Be | =5 oSy

6 Megjegyezziik, hogy egy matrixnak szamtalan sok bazisfelbontasa lehetséges.
Egy adott A, . A, bazisfelbontasbél azonban az (A; M) (M-! A,) formula alapjan barmely
més bézisfelbontas eléallithaté. Az M egy alkalmasan megvalasztott nem szingularis
kvadratlkus matrixot jelent. (Lasd: [3] p. 431.)

7 Ug; or az A, sorvektorai az A sorvektorainak az A, 4ltal meghatarozott
bézisra vonatkozé koordmutalt adjak.
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Bézis | a; a, a; a, a;

R RF e e

b, s R R R S

—>a, —1 0 1 —2 1

(1.10) <«~b, | —8 0 0 —14 |—4|
e - | R R O T B

b, 0 0 0 0 0

l
|
M eal T FlagE - D
\ : o
—a; | 2 0 0 . 3.5 1
Tovabbi elemi transzformaciora azért nem keriilhet sor, mert a b,-nek meg-
felel¢ sorban mar nem tudunk valasztani generil6 elemet.

Az elmondottak alapjan a

2.y 1 3. 2 I 1 2 I3 @ X500

1—6 1 3 5| |[—6 1 5 =% O 1 =b5 0

g 2 B3 4 B 2 ‘3. b 9 0. 0. 35 1
=] Bl -9 =3 PR [ )

bézistelbontdst nyerjik. Ha az oszlopvektorok sorrendjét torténetesen az
a,, a;, a;, a;, a, sorrendnek megfelelGen valasztottuk volna meg, akkor a fel-
bontéist pontosan az (1.8) alatti formulinak megfeleléen kaptuk volna meg.

A szimitasokat nagymértékben leegyszerisithetjiikk, ha érvényesitjiik
az aldbbi szempontokat.

a) Az eredeti bazis vektorainak szimbdlumat nem tintetjik fel.

b) A bézisba beléps vektorokhoz tartozé oszlopokat rendre elhagyjuk.

¢) Az egymas utin kovetkezd tablazatokat nem egymaés ald, hanem egy-
més mellé irjuk.

Ezen az alapon az (1.9) alatti tiblazat a kovetkezGvel helyettesithetd:

a, a, ag a, as" a,; az; a, aa“ a; a, asf a; a,
agl. -4l .e % 2 FX ¥ 8 3 & EI L LB
1—6 1 8 5| 18 7 21 717,20 8 10 O 0

(L.11)
a, 3 2 3 4 5 —1 [1]—2 1|—1 —2 1-3-5,5
a, —1 2—1—2-3 —5—-3—8—7 —8—14[=4] 2 35

2. §. Linearis egyenletrendszerek megoldasa
Tekintsiik az
(2.1) Ax=c¢e

egyenletrendszert. Kzt az egyenletrendszert megoldani annyit jelent, mint
meghatirozni mindazon x* = [z, @,,. . ., 2, ] pontok halmazit, amelyek kielé-
gitik a (2.1) alatti kovetelményt. Ha e halmaz nem tires, az egyenletrendszert
kompatibilisnek nevezziik, ellenkez’ esethen inkompatibilisnek. Kézen fekvd,
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hogy a kompatibilitis ekvivalens azzal a feltétellel, hogy a ¢ benne fekszik a7
A oszlopvektorterében.

Tegyiik fel, hogy egyenletrendszeriink kompatibilis, tovabba: az A az
(1.8)-nak megfelelen az

2.2) A = A([E,, D]

alakban bonthaté fel. A kompatibilitis kovetelménye értelmében a ¢ is ki-
fejezhet az A, altal meghatirozott bazishan, azaz

(2.3) c=A,d.
A (2.2) és a (2.3) alapjan azonban a (2.1) igy irhaté fel:
(2.4) AE.Dix= A d.

Mivel az A, oszlopvektorai linedrisan fiiggetlenek a (2.1), illetve a (2.4) alatti
egyenletrendszer ekvivalens az

(2.5) [E,D]x —

egyenletrendszerrel, amely mar konnyen megoldhaté. Bontsuk fel ugyanis
az x vektort az x, és x, szimbolumokkal ]elolt blokkokra, ahol az x; komponen-

seinek szima r, az x, komponenseinek szima pedig n — » — s. Ez esetben a
(2.5) helyett az

|E,, D] =i

X,
egyenlGséget nyerjiik, ahonnan

(2.6) x;,=4d—Dx,.

Kz pedig éppen az egyenletrerdszer megoldasat jelenti a szokdsos formaban.
Az x, komponensei az un. kdtitt ismeretlenek, az x, komponensei meg az un.
szabad ismeretlenek. Mivel az x, komponensei egymastol fiiggetleniil bArmilyen

valds értéket felvehetnek, az s skalirt az egy Jenlptrendszorf szabadsdgfokanak
nevezziik.

A (2.6) alatti megoldast olyan formaban is felirhatjuk, amely — ugy vél-
jik — mélyebb bepillantist enged a dolog lényegébe. Csatoljuk ugyanis
a (2.6)-hoz a trividlisan teljesiilg

x,=0+4Ex,
egyenlGséget, ahol az E; egy s-edrendii egységmatrix. Kzzel az
T [dJ n —D
0 E,
kifejezéshez jutunk. Ha az x, helyébe, amelynek komponensei tgyis tetszé-
legesek, a t vektort irjuk, a megoldast az

o d —D
(2.7) x:lo}—-[—; E]t:xo—+Bt

formaban kapjuk meg. K formuldbar a t helyébe barmilyen s komponensii
vektort behelyettesithetiink. Ehbél viszont az kivetkezik, hogy az x, a t = ©
vektorhoz tartozé partikuliris megolddist jelenti, a B t pedig a B oszlopvektor-

X,
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terének valamelyik vektorit. Innen kinnyen adddik az ismert tétel, amely
szerint a B t alak® vektorok egy, az A sorvektorterére merdleges alteret alkot-
nak, amelynek a dimenziéja s. Az allitds elsd része az

o D] o

E

S

A.B = AE, D]

Osszetiiggésbil kovetkezik, a méasodik része pedig abbdl a ténybdl, hogy a B
olyan trapéz alaki métrix, amelynek egyik blokkja egy s-edrendli egység-
matrix.

Osszefoglalva: a (2.3) alatti egyenletrendszer osszes lehetséges megoldisai
egy olyan s dimenziés hipersikot 4llitanak el, amely merdleges az egytitthato-
matrix sorvektorterére.

A kérdéses most mar az, hogy egy adott numerikus példaban hogyan
kaphatjuk meg a megoldasban szerepld dllanddkat. A D maéatrixot illetSleg
mar lattuk, hogy az — elemi transzformaciok segitségével — r 1épéshen meg-
hatdrozhatd. Nyilvanvalé azonban, hogy ugyanezek a transzforméciék a d
vektor meghatdrozisira is alkalmasak. Semmi méast nem kell tenni, mint az A
matrixot kibdviteni a ¢ oszlopvektorral és a sziikséges szamitasokat ezzei
a bovitett mitrixszal elvégezni. A ¢ koordinatai koziil természetesen nem valaszt -
hatunk generil6 elemet. Az r-edik transzformécios 1épés utian kideriil, hogy a ¢
benne fekszik-e az A oszlopvektorterében vagy nem, azaz: kompatibilis-e. az
egyenletrendszer vagy sem. A szamitdsok tehat a rang, illetve a bdzis kérdése
mellett a kompatibilitds kérdését is automatikusan felderitik.

A kompatibilitast illetéleg egyébként trividlisak az alabbi allitasok.

a) A homogén egyenletrendszer (amikor tehit ¢ = 0) mindig kompati-
bilis.

b) Ha r = m az egyenletrendszer ugyancsak kompatibilis.

A szabadsigfok tekintetében gyakorlati szempontbdl kiilon figyelmet
érdemel az az eset, amikor s — 0. Ekkor, amennyiben az egyenletrendszer
kompatibilis, a megoldéis egyetlen pontra redukalédik. (Az egyenletrendszer
egyértelmien oldhaté meg.)

A numerikus eljards illusztraldsira megoldjuk a kovetkezs egyenlet-
rendszert:

—4
Ax = 18]
—2
ahol A sz (1.9)-ben szerepld mitrix. A szamitdsok végrehajtisa tehat az ottani-
t6l esupdn abban fog kiilonbozni, hogy az A oszlopvektorai mellett a tabla-
zatban a ¢ vektort is feltiintetjiik. Az Gj tdblazatban — a numerikus igények-
nek megfeleléen — a vektorszimbdélumok helyett mindeniitt a megfeleld
ismeretlenek szimbdélumat fogjuk feltiintetni.

@By @y Xy Ty W j Ty Wy Ty T ' T, X \ T, X,
% - [@ .1 8 =298 . 8 @ 7 B wBi ML 3 TS D
I 18 -1 83 54113 % o1 17 48 90 96 W: 10 ¢ & . B
x| 3 2 3 4 5 18/—1 -2 1 4/—1 -2 1 4 —83-55:3
g | —1 2 =1 =2 —3|-2|-§ -8 -—8_T7-=16| —8-14[Rda| 2 85 1
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A (2.6)-nak megfelelden a megoldis tehat a kiovetkezd:

Ty=2—1a, —1565=z,
z3=3+4+ 32, +552,
Teo— 1 — 25y —3,6'2,

Ez a (2.7) szerinti formédban:

2y 0 1 0

2, 2 (g =
x=| a3 |=|3 |4+ 34 15D |:1J

x, 0 gl i by

T L —2 —3,b

A bemutatott eljaras jol alkalmazhatd a mdtrizok inverzének meghataro-
zésara is. Egy adott A matrix jobboldali inverzén példaul, mint ismeretes,
azt az X matrixot értjiik, amely eleget tesz az

) AX=E

kovetelményeknek. Az X meghatirozasa az azonos A egyiitthatéméatrixszal
rendelkezd

Ax;, =g #—1,2,...,m)

alakt egyenletrendszerek szimultin megolddsira vezethetd vissza, ahol az
x; az X matrix, az e; pedig az E madtrix ¢-edik oszlopvektora. Ebbél kovet-
kezik, hogy eljarasunkat csupidn annyiban kell médositanunk, hogy a ¢ vektor
helyébe az E oszlopvektorait kell ircunk. Konnyen beldthat6, hogy a jobh-
oldali inverz akkor és csak akkor 1étezik. ha az A sorvektorai line4risan fiigget-
lenek.

Hatarozzuk meg példaképpen az

1 3, 8
A=12 1 @ 1
SIS G

jobboldali inverzét. A megoldast az alabbi tablazatbol olvashatjuk ki:

ial ay a; a, ( a; @& 8, [\ 35 8y [34
el L
a (] 113:1000 1 1 3: 100/—1—2:—1 10-1i—0,6 0 05
a| 2101010/ E1]—2 -5 —210f 2 5: 2 —10 3 1 11
apg| 3111:001 —2—2-8:—-301|2 2: 1—-21 L 05 —1 05

E szerint a keresett inverz:

—0,5 0 0,5 Rl
1 1 —1 —3
0,5 —1 0,5 T —1 y
0 0 .0 1

ahol a ¢ barmilyen skalar lehet.
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Numerikus szemponthol érdeklédésre tarthat talan szamot, hogy a szami-
tasokban tovabbi egyszerlisitéseket is eszkozolhetiink. Ez abban 4ll, hogy az
indul6 tablazatban nem irjuk fel az E oszlopvektorait. Az inverz matrixban
szereplé vektorok csak 1épésrdl 1épésre keriilnek be a tdblazatba — az eredeti
matrixnak a bazisha bekeriil§ vektorai helyébe. Ha tehit az inverz vektorait
rendre az iy, iy, ... szimbélumokkal jeléljiik, akkor az el6bbi tadblazat helyett
a kovetkezst alkalmazhatjuk:

l B8 25 M ’ i a8 a3 a, | i iy a; ag | i iy oa
. B s N e = — Lk

a, 19 3[ I 1 1 3 |—-1 1:—-1-2{ —05 0 06 : —1

a,| 210 1|-2[=]-2-5 | 2—-1: 2 5| 1 L o =3

T A O e L REE B S 2| 05 -1 05 1

(Beérkezett: 1958. februar 15.)
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PEIIEHUE CHUCTEM JIMHEWHBIX YPABHEHUA METOOM
CUMITJIEKCA

B. KREKO
Pe3iome

ABTOp NOKa3blBaeT, YTO HECKOJbKO M3MeHeHHBIH MeToj cumiuiekca G. B.
DANTZIG-a MOYKeT NPHUMEHATLCH M JUIsl pellleHUsT CUCTEM JIMHEHHBIX YpaBHeHHUH.
OcHoBa MeT0/1a — TaK HasbiBaeMoe djieMeHTapHoe npeoOpadoBaHHe. ITO TaKoe
crenualipHoe JIMHelHoe npeoOpa3oBaHue, ¢ NMOMOLIBLI0 KOTOPOI'O U3 JaHHOro 0a-
3HCa MOYKHO MepedTH B TaKoi HOBOI 0asuc, KOTOPBIH 0TIMYaeTCsI OT UCXOJHOTO
JIMUIB B OJTHOM BEKTOpE.

PaccMoTpum HEKOTOPYIO CHCTeMY ypaBHeHMH, 3a/[aHHYI0 B BHJE

Ax=Db.
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[TpeAnoao»Kum, 4To paHr A paBeH r U YTO BEKTOPbI, CTOsIME B €€ IEePBBIX r
cTonbLax, JuHeiHo He3aBUCHUMBIL. B aTom ciyyae A Mo>KeT OBITH aKTOPHU30BAHHO
no o0pasuny COOTHOIEHUST

A=A[E D],

rjae A, marpuua, o0pa3oBaHHast u3 nepbixX r cron0uoB A, a E, Hexoropasi eju-
HUYYHas MaTpuua nopsiaka r. Eciu cucrema ypasnenuit paspewmuma, To b moxxer
OBITH 3amMcaH U B BUJE

b=A,d.
Ho TOra MCXOoJHass cuctema y[‘)aBHeHHﬁ JKBHBdJIEHTHA CHCTeMe ypam{eum“l

[E,D]x=d,

SR
0 -
3necy Eg eluHuynas maTpuua nopsiika s a t ao0oi BeKTOp Mopsiika s, § —
cTeneHb CBOOOJIbI CHCTEMbI ypaBHeHHIA.

C nomouibio 7 s1eMeHTapHbIX npeoOpas3oBannit Kak D, Tak 1 d MOryT ObiTb
YMCJIEHHO orpejiesnenpl. MeToJ He mpe/iojiaraeT 3apaHee HU 3HAHUS paHTa, HU
Pa3petiMMOCTH.

C moMoILBIO ITOr0 MeTO/Ia MOXKET ObITHL NPOCTO NMPOM3BE/EHO U BbIYMC/IEHHE
00paTHBIX MaTpHii.

oduee pemieHue KOTOPOii

SOLUTION OF A SYSTEM OF LINEAR EQUATIONS WITH
THE SIMPLEX METHOD
by
B. KREKO

Abstract

This paper shows that the simplex method due to G.B. Daxtzic is
convenient — with some modification — to solve a set of simultaneous linear
equations. The essence of the procedure is the so -called elementary transfor-
mation. It is a special linear transformation by the means of which we can go
from a given basis to another basis differing only in a single vector.

et us consider a system of linear equations in the folowing form:

Ax=hb.

We suppose that the rank of A is » and — accidentally — the first » column —
vectors of A are linear independent. In this case

A=A,.[E,D],
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where A, is a matrix containing the first » column-vector of A and E, is a unit
matrix of order 7. If the system of equations is compatible, we can write

h=Ad.
In these circumstances the original system is equivalent with the system

(E,.D]x —d,

o

where E; is a unit matrix of order s and t is an arbitrary vector with s compo-
nents. s is the degree of freedom of the system.

With the help of r elementary transtormations we cen numerically deter
mine both D and d.

The procedure does not suppose the knowledge of the rank and the
compatibility.

The procedure presented is also convenient to determine the inverse of
a matrix nonsingular.

having the general solution

t,
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