A WILCOXON-STATISZTIKA KET MODOSITASA ROL
CSAKI ENDRE

Bevezetés

Két minta Gsszehasonlitdsara jol ismert proba a Wilcoxon-préba, mely
a kovetkezd statisztikdn alapul: legyen &, &,,..., &, ill. ny, %,. .., 7, két
egymastol fliggetlen statisztikai sokasighél vett minta. Tekintsiik a (&, n;)
parok koziil azokat, melyekre %, < § ((=12,...,n; j=12,..., m).
Ezek szama legyen U. Jeldljiik a & valtozok kozos eloszlasfiiggvényét F(x)-el,
az 1 valtozdk kozos eloszlasfiiggvényét G(x)-el. Legyenek ezek folytonosak.
A H,: F(x) = G(v) hipotézist visszautasitjuk, ha U tual kicsi, vagy tul nagy,
ellenkezs esetben elfogadjuk.

A Wilcoxon-préba azonban, mint mar MANN és WHITNEY [4] valamint
D. vax Da~rzic [5] kimutatta, csak olyan alternativ ellenhipotézissel szemben

konzisztens, melyre p:ls' G(z) dF(x):/:% , vagyis a proba nem mindig azt
donti el, hogy F(x) kiilonbozik-e G(w)-t_('il, vagy nem, hanem csak azt, hogy
P =71) , vagy nem. Ezért természetes torekvés tigy moddositani a Wilcoxon-

probat, hogy az minden F(x) #£ G(x) hipotézissel szemben konzisztens legyen.
llyen moédositasokat LEaMANN [6] és RENYT [7] adott meg. Az al4dbbi 1. §-ban
kimutatjuk, hogy a két moddositis lényegében azonos. Ez egy LEHMANN—
ScHEFFE lemma kozvetlen kovetkezménye, de kozvetleniil is beldthaté. A 2.
§-ban meghatarozzuk a statisztika szérasat, melyre vonatkozdlag a kovetkezd
egyszer(i formuldhoz jutunk:

D2 (V)= (i+7ni } )_(n:*_ i i_:,z,),

P70 €
2

2

ahol IV a LEEmaNN-statisztika.

1. §. A V és W statisztika
LeaMANN a kovetkezs moédositast javasolja [6]: a (&, ;) parok helyett
tekintsiik a (&, §,; %), 1) szdmnégyeseket, ahol ¢k, j 1. Legyen V,

azon szimnégyesek szdma, melyekre max (&, &) < min (n;, 7,), V, pedig
azoké, melyekre min (&, §,) > max (7;, n;). A tovabbiakban a max (z,, z,) <
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< min (y,, %) eseményt {z,, ¥, <y,, yo}-vel jeloljik. A statisztika a kovetkezs:
_Vi+V,

ny (m|
2 ' ( 2]

RENYI médositasa a kovetkezd [7]: Tekintsiik a (&, n;, ;) szdmharma-
sok koziil (ahol j # /) azokat, melyekre n; < &, n, < &. Legyen ezeknek a
széma W .. Tekintsiik a (&, &, 7;) szdmharmasok koziil (¢ k) azokat, me-

lyekre &, < 7, § < m;. Ezek szima legyen W, A W statisztika a kovet-
kez&:

(1)

(2) W= 11 ,,,WL .
m n
n | m
2 2

A V és W statisztika kozott a kovetkezd egyszerii linedris kapesolat

(3) V — W —1.
Szamitsuk ki elGszor a V, ill. W valdszin(iségi valtozd varhato értékét.
MV)=P{é& & <nn}+{nv<§ &)=
= [(1—FPde@+ [ 1 —-@Pdr=2+ [ (F?dG*+ Q*dF?)—4 [ FGd(F+Q) =
=24 (d(F?G* — 4 [FGd(F + G) =

s e 2 B P — (F G)2Jd(F+G ;+3.W . d"”“n
Mig
MW) =P, 7 <&+ PEE <) = [ F2dG + [G2dF =
= ((F4+G2dF +G) — (F2dF — [G2dG — 2 [ FGA(F + G) =
~ { .2 . Yrr
zg-l“!‘“‘[(F+G)2—(F—G)2]d1Fﬁ]=~+$(F—-G)2d(ﬁT£
2 -8 B - 2 g v 2

Lathatd, hogy a varhaté értékekre fennall az
MT)=2MW)—1

osszefiiggés. Megjegyezziik, hogy a (3) osszefiiggés mar ebbdl is kovetkezik,
ha felhaszniljuk a kovetkezd, LEEMANN—SCHEFFE lemmat (lasd [6]).
Legyen f(F, G) valdés funkciondl értelmezve minden folytonos F(x),
G(x) eloszlasfiiggvényre. Akkor legfeljebb egy olyan ¢, fuggxeny létezik,
hogy ¢,,., (,1, Egoe - o5 &3 Ny Moy - - Nyy) szimmetrikus az els6 m és utolsé m
valtozéjira és torzitatlan bec»lese f(F ()-nek minden folytonos F(z), G(x)-re.
Ha egy ilyen ¢,,, figgvény létezik és véges szorasa van, akkor ennek f(F, G)
minden torzitatlan becslése kozott legkisebb a szorasa.
E lemma els§ része azt mondja ki, hogy egy f(F, G)-nek lényegében csak
egy szimmoatrikus torzitatlan becslése van. fgy M(V)-nek és M(2 W — 1)-nek
szimmetrikus torzitatlan becslései azonosak, azaz fenndll a (3) Osszefiiggés.
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A (3) relaciot azonban kozvetleniil is be lehet 14tni a LEEMANN—SCHEFFA
lemma felhasznalasa nélkiil. Azt fogjuk bizonyitani, hogy
m
z] !

|1, ha {1, @y < Y1, Yo} Vagy (Y1, Yo < 1, T}
|0 kiilonben ,

n

(4) Vi+Vo=n—1) W, +(m—1) W, — "

Legyen
By, T Y1, Yo) =
tovabba

_ L hay <zés y <z,

x ; )
Y@ Y0 4) |0 kiilonben.

Ekkor nyilvianvaléan

Vit Vy= Z Z B(&is & mpm) 5
(i,k) (J,D)
valamint

W] = 2 2: (&5 Nis )

W,=23 23 V(’?j:fi: &r) »

(i, k) j=1
ahol (2.;; ill. (Z)azt jelenti, hogy az Osszegezés kiterjesztends az 1,2,...,n, ill.
LK I

az 1,2,..., m elemekbdl alkotott Gsszes (7, k), ill. (4, /) elempérra, ahol 7 < &,
ill.g =17,

Igy
(n—1) W, +(m—1) W, =U%;(n—— l)lg:f y(&: mjsmy) —l—“‘zk')(m—l)jéf iy £ ) «
Ez a nyilvanvalé
(n—1) .}l: a; = X (a; + ay)

i=1 )
azonossag felhasznilasaval a kovetkezGképpen alakithatd at:

n m
2 (n—1) FyEinpm) + X m—1) Zymy; &) =
(. i=1 (i,k) =1

=2 2 & npm) +vEe njn)] +<.Zm<;-2-> [ymjs & &)+ v & 6] =

U0 (1K)

=2 3 [v(&:; nmpm) + v npm) + vy i &) + v(: & 8]

(i.k) (j,1)

Fennall a kovetkezd azonossag:

— Y4 2(&i5 mp M) + Vs i M) + g5 & &) v & E) = B(Ei Exs o my)

igy
(n—1) Wyt (m—1) Wo= 3 SBE &3 mpm) + 1] =V + Vot ( % ] |’"j
i,k)(j.0) Z %

ahonnan adédik a (4) relacid.

8%
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Azt, hogy a V-statisztikin alapulé préba minden F = G ellenhipotézis-
sel szemben konzisztens, mar LEEMANN kimutatta [6] és lényegében abbodl

kovetkezik, hogy D*V)— 0, midén min(n, m) — co, valamint M(V) =;

azaz \ (F —G@Ged [EtG] = 0, akkor és csak akkor 4ll fenn, ha #F = G.

Megjegyezziik még, hogy a V, ill. a W statisztika a kivetkezSképpen is
kifejezhetd:

Legyen 7y, 7,,...,7,, ill. 8, 8,...,8, azon helyek sorszdma, ahol a
&1 &oye oy &0y M1y Moy - - -, M, mintaelemek nagysig szerint rendezett egyesitett
sorozatdban a &%, &% ..., & ill. az %, n%,..., n} elemek allnak.
Ekkor
n L[ri— n . (8i—1]
(n—z)[ ‘ '+2(m—7>[1; ’]
(5) o M R =
n| (m
2 2]
mig
n(r, — 2' Z'": $i—1]
=1\ 2 el A2
(6) W="o——— =
m n
n m
2
Ebbdl is igazolhato a (3) osszefiiggés, csak azt kell belatni, hogy
Bas il il Dy o Bi—H _ [} [
STl e e 2}_2’ )]

Ez az osszefiiggés pedig majdnem nyilvanval6. Azt kell beldtni ugyanis,
hogy a baloldalon az Gsszes (&;, &,; n;, 7;) szimnégyeseknek a szdma 4ll.

2. §. A V-statisztika szorasa

Mig a Wilcoxon-statisztika eloszlasa lényegében ismeretes, addig a V -sta-
tisztika eloszlisérél igen keveset tudunk. LEEMANN egy tételébd]l ugyan kovet-
kezik, hogy V aszimptotikus eloszldsa normélis (lasd [6]), mid6én n — oo és

m— oo, Ugy hogyi = C = konst. fiiggetleniil att6l, hogy igaz-e a null-
m

hipotézis, vagy nem, azonban V-nek még csak a szérasa sem volt eddig ismere-
tes. Ebben a §-ban kiszdmitjuk a V statisztika szérasit, midén F(z) = G().
Megjegyezziikk, hogy ezen eljirds F(x) % G(x) esetén is alkalmazhato,
azonban tul bonyolult formuldhoz jutunk.

Kiindulunk abbdl, hogy

Vit+Va=23 X Bléi&xs npmi)s

(4,K) (.0
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igy
M(V,+ V)= M[((%‘) (121’) B &Exs mjm))?] =

n

4 { "I 7 e s m o e e +

2]l 2

&

I ln— 2’2(m—-2 YM LB, &5 m, ') BEE”, &7 m, )] +

-~

+ 2(% —2) ‘m }M [/3(5 5’ 7, N )ﬂ(&, glu; 7]"’ 7’]'”)] +
(7) - 2(n— 2) 2(m—-— 2) M [/3(5, 5’; n, n’) ﬂ(é, EIII; n, 77,”)] +
™ ]M (B, &; m, ) BE”, €75 m, )] +

+[ )M (B, &; m, ') B(E, &5 0", 1)) +

+ 20 —2)M[BE &, ) B E s, v)] +
+ 2(m—2) M[BE, &9, 7)) BE &9, n7)] +
+ M [B(E, & 0, ) B(&, &5 1 1)1}

—ahol a &, &, 87, &7, 0, ', ", n”" valszinliségi valtozok egymastdl fiigget-

lenek és azonos eloszlastak. Egyszen’iség kedvéért a tovabbiakban tegyiik

fel, hogy a fenti valtozdk egyenletes eloszlastiak a (0,1) intervallumban.
Konnyen lathat6, hogy

; 1
MB(E, &5 m, n) BE”, &7 0", )] = 5"

1_1

g5 9

MIBE &9 9 EL S 99" =M [BE. & n o) BLE & s 7)) =

; P(E, s, < n 7} : EII’ &III <, n/”) + D] P(E) EI < ,'7;; II’ EIII > n, 77,”) +
+ P(S, ;I > ”, ’I’},, ,‘_-// tru > 7, n///) =

1]

=J (11— max (z,4)] @ — 2) (1 — y) dz*dy* +

1y
4 20f0.f (y —2) (1 —2) ydatd [1 —(1 —y)?] +

1
+_f’f min (z, y) zyd [1 —(1 — 2] d [1 —(1 —y)?] = —

00
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MBE ) BE 0y )] =2PE ¢ < b5 <) =
i 2.f1flj!mjn (2, y, 2) min (2, y) min (2, z) dz dy dz = L2

000
M B, Eim. ) BE* &7 ]l =M B & n 0) BIE &9 )] =
=PEE <088 <)+ 2PEE <09 8,87 > 0, 1)+

1

+ P(Ey &/ > 7, nl; Sn’ Slu > m, n;) :0[ 22 d [1 _(1 __x)2] +

|

+ 2 [11 ‘)'l(y—x)zdxzd [T —(1 —»)?] + [l'xzd JiL —(1‘— ] =—,
00 0 45

M B &5 m ) BEE )] =M IBE &5, 7)) BE &5 m, n)] =
=PEE <0887 <) +PEE >0 088 > 0) =

— []x:*d [1 —1 —2)7] +J'Iw2d [1—1 —a)] Sty
0 ] 5

MBE & m ) BE & m )] =MI[BE & m )] =

Igy tehat
DV, + Vo) =M[(V,+ V21— [M(V,+ V) = (7;) [7;») (71+m+1;(572+m—2_) :
tehét
(8) iy T e 7)Z(n+m~z)
(L]

Megjegyezziik még, hogy a (7) formulédban szereplS varhaté6 értékek egy-
szeri kombinatorikus meggondolédssal is kiszdmithatok. A fenti mddszert
azonban elényben kell részesiteni a kombinatorikussal szemben, mert ez csak
abban az esetben alkalmazhaté, midén F(z) = G(x), mig az el6bbi mddszerrel

tetszbleges F(x), G(x) esetén célhoz jutunk, csak bonyolultabbak lesznek
a formulak.

Hatarozzuk meg példdul kombinatorikus uton a kovetkezs varhato
értéket:

M [B(E, &5 m, ') B(E”, 5”’; 7, 7).
Ez a kovetkezs (diszjunkt) események osszegének valdszintisége:
e 82  c gl ¥ w9 < LR E ¥ <y < & )
L 2 8]
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A & &, &8, n, ' valtozék Gsszes lehetséges sorrendjének szidma 6 !

Az els6 és negyedik esemény lehetéségeinek szdma 4! 2! mig a masodiké és
harmadiké 2! 2! 2!

Igy

2.4!121 4+ 2.212121 7
M E) 5!; . ’ ll’ lll; & ’ e _—
[B( 00"y Bl & 9,m°)] T T

(Beérkezett: 1959. méjus 28.)
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0 ABYX BUJJOU3SMEHEHHUAX CTATUCTUKHU WILCOXON-A
E. CSAKI
Pe3iome

LEHMANN [6 |1 RENYI [T | Bugousmenuau cratuctuky WILCOXON-a 0THOCS-
IYI0Cs1 K CPaBHEHUIO JIBYX BBIOOPOK, TAaK, UTO OHA Yy>Ke KOH3UCTEHTHA OTHOCH-
TeJbHO BCAKON alpTepHATMBHON KOHTprumnoresbl. B Hacrosimeil pabore poka-
3BIBAETCSI, UTO MEXIY JABYMSI M3MeHEHHBIMM CTATUCTMKAMHU CYLIECTBYET IIpOCTast
JMHelHast CBsI3b. BbluncisieTest qucnepcusi CTaTUCTUKK, YTO JIe1aeT BO3MOYKHBIM
npumeHenue 1npoObl K 60Jb1I0H BEIOOPKE NPUOIMKEHUEM € IOMOIIBI0 HOPMAaJib-
HOTO pacrnpejeeHus.

ON TWO MODIFICATIONS OF THE WILCOXON-STATISTIC
E. CSAKI

Summary

LeHMANN [6]and RENYI[7]have modified the Wilcoxon-statistic concern-
ing the comparison of two samples, in a form which is consistent against
every alternative hypothesis. This paper shows, that between the two modified
statistics a simple linear relation exists. The dispersion of the statistic is deter-
mined, which gives in case of large sample the possibility to use this test by
approximation with normal distribution.
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