REFRIGERATION DE RETOUR DES MATIERES GRANULEUSES!

par
GeorcEs ADLER

Introduction

On appelle réfrigération de retour la méthode de réfrigération ou le
médium réfrigérant et la matiere a réfrigérer circulent dans des directions
opposées. L’appareil le plus simple qui sert & la réfrigération de retour des
liquides se compose de deux tuyaux concentriques. Le médium réfrigérant
circule dans 'espace cylindrique entre les deux tuyaux, tandis que la matiére
a réfrigérer circule dans le tuyau intérieur dans une direction opposée au
mouvement du médium réfrigérant. Les calculs se rapportant & cet appareil
réfrigérant peuvent étre trouvés dans de nombreux manuels (voir p.e. [3]).

Dans le cas ol la matiere & réfrigérer n’est pas un liquide, I'appareil
réfrigérant peut étre représenté par un seul tuyau, dans lequel le liquide réfri-
gérant et la matiere a réfrigérer continuent a circuler dans des directions oppo-
sées, de telle facon que les granules de la matiére & réfrigérer sont en contact
immédiat avec le médium réfrigérant.

Supposons que la capacité calorique de ’appareil servant & mouvoir la
matiere a réfrigérer dans le contre-courant est nulle, c’est-a-dire qu’elle est
négligéable dans nos calculs. Supposons de plus que les diamétres des granules
peuvent étre considérés comme nuls en comparaison avec les autres données
de l'appareil et que la matiére a réfrigérer se répartit uniformément dans le
médium réfrigérant, c’est-a-dire que la quantité de la partie de la matiére
a réfrigérer qui peut étre trouvée dans un certain volume du médium réfrigérant
est proportionnelle & la grandeur du volume en question.

Sila matiére a réfrigérer avait une conductibilité thermique infinie, alors
la température s’égaliserait pendant une durée nulle dans les granules respec-
tifs, et ainsi la température des granules serait une fonction de la seule coor-
donnée longitudinale paralléle & ’axe du tuyau formant 'appareil réfrigérant.
Pour cette raison, les calculs relatifs au réfrigérant de retour servant a la réfri-
gération des liquides peuvent étre appliqués dans ce cas aussi, sans aucune
modification.

Par contre, dans le cas ou la conductibilité thermique de la matiére a
réfrigérer est finie, nous devons tenir compte du processus de conduction de la
chaleur se produisant dans les granules respectifs. Dans cet ouvrage nous
voulons justement nous occuper de ce dernier cas des matiéres a réfrigérer de
conductibilité thermique finie.

" 1Les calculs contenus dans cet ouvrage ont été effectués sur la commande de
I'Institut de Recherche de 'Industrie du Froid, de la Viande et des Conserves.
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Ce travail se rattache intimement au travail [1] de 'auteur. C’est pour-
quoi les équations resp. conditions (1), (a), (b), (¢;) ou bien (c,*) et (c,) se rap-
portant au réfrigérant de retour sont conformes a celles de mémes numéros
du travail [1]. Il en résulte que la méthode de solution sera la méme que
celle de I’étude mentionnée [1]. Vu que dans ce travail [1] nous avons démontré
Pexistence de la solution du probléme traité, et que cette démonstration peut
étre appliquée au probléme actuel, nous ne nous occuperons pas de problémes
d’existences se rapportant au cas général, mais nous effectuerons les calculs
traitant le cas le plus important du point de vue des applications. Donc le
probléme de la réfrigération de retour des matiéres granuleuses de conductibi-
lité thermique finie peut étre considéré comme un exemple se rapportant au
type nouveau des problémes aux limites traité dans le travail [1].

A T’encontre de l’analogie des probléemes traités dans le travail [1] et
dans 'ouvrage présent, vu la différence de signe dans les conditions (b) (dans
le travail présent  est négatif: f = — 1), le principe du maximum figurant
dansl’ouvrage [1] ne peut pas étre appliqué dans le cas du réfrigérant de retour.
Ainsi, au lieu du principe du maximum du travail [1], nous démontrerons deux
autres principes du maximum correspondant & la nature du probléme présent.

Dans le § 1 nous établirons les équations et les conditions caractérisant
le processus de réfrigération. Dans le § 2 nous démontrerons deux principes
du maximum et I'unicité de la solution du probléme. Dans la partie I du § 3
nous effectuerons les calculs pour un cas concret, celui des granules de forme
sphérique. Les démonstrations des assertions moins essentielles qui se présen-
tent au cours des calculs seront effectuées dans la partie II du paragraphe,
pour ne pas troubler la marche du calcul. Dans le § 4 nous ferons connaitre
le mode de détermination de la longeur du réfrigérant. Dans ce paragraphe,
nous nous baserons en grand partie sur un point de vue purement physique
en faisant abstraction aux considérations mathématiques rigoureuses. Enfin
dans I'appendice nous examinerons la répartition des racines des équations
(20.a) et (20.b), appelées équations caractéristiques, dansle plan des nombres
complexes. Nous effectuerons cet examen séparément (d’ailleurs cet examen
aurait lieu dans la partie II du § 3), parce qu’au cours de la solution des équa-
tions aux dérivées partielles a 1’aide de la transformation de Laplace se
présentent souvent des équations caractéristiques de type semblable a celles
ci-dessus (voir p.e. [4], [7] p. 153, [9]), mais dans les manuels généralement
connus on ne trouve pas la discussion des racines de ces équations. Nous som-
mes d’avis, que notre méthode® peut étre appliqué avec succes dans d’autres
cas aussi.

Les notations employées sont indiquées a la fin de l'article.

Définitions: Soit X' un sous-ensemble de la frontiere B du domaine .
Supposons la fonction f(P) continue et admettant une borne supérieure sur
I'ensemble A + (B — ). Nous dirons alors que la fonction f(P) posséde une

discontinuité de type A sur la portion 2’ de la frontiére. Si nous remplagons
dans cette définition la borne supérieure par la borne inférieure, nous dirons
que la discontinuité est de type A. Dans le cas ou une fonction possede simul-
tanément une discontinuité de type A et de type A sur la portion X la discon-
tinuité sera dite de type A.

2 L’idée de Papplication du théoréme de Rouché sous la forme figurant dans la
démonstration est due & M. Frrup.
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Nous dirons que le point P, de la frontiére § du domaine C posséde la
propriété B, si le domaine C contient I’intérieur d’'une sphére I', dont P,
est sur la frontiére. Dans le cas ol chaque point de la frontiére S posséde la
propriété B, nous dirons que la frontiére § posséde la propriété B.

On appelle surface de Liapounoff toute surface jouissant des trois
propriétés suivantes (voir [5]):

1) il existe un plan tangent, et par conséquent une normale & la surface
en chacun de ses points,

2) soit ¢ I'angle des normales appartenant aux point M, et M,, alors

& < E (M, M,y 0<d<1),

ou E et 0 sont des nombres fixés,

3) il existe un nombre d > 0 qui posséde la propriété suivante: une droite
paralléle & la normale appartenant & un point arbitraire M de la surface n’a
que tout au plus un seul point commun avec la partie de la surface qui se trouve
dans la sphere de centre M et de rayon d.

Nous appelons fonction calorique d’'unité du domaine C la fonction
E@\(P, t) satisfaisant & 1’équation de la chaleur (1) (voir [1], p. 118) pour >0
dans le domaine C limité par la surface S, de plus

1. au cas ou a > 0, continue dans

CH+8x(@t=0),

2. au cas ou a=0, continue dans [C'x (t = 0)] + [Sx (¢>0)], et ayant
une discontinuité de type A sur la portion § x ((=0) de la surface de ce domaine
et qui satisfait a la condition initiale et & la condition aux limites suivantes:

ESP,0) =0 (Pe0)
(a)
Mg)(P,t)+ag%RQ=l (t>0, Pe8).
n

Dans toute I'étude, nous supposerons que les solutions de I’équation de
la chaleur possedent des secondes dérivées continues selon les coordonnées
de lieu z; et des premiéres dérivées continues selon le temps ¢ sur I’ensemble, oi
elles satisfont & I’équation de la chaleur, de plus que la frontiére 8 des granules
est une surface mesurable [6].

§ 1. Etablissement du probléme

Le tuyau constituant ’appareil réfrigérant est installé le long de l'inter-
valle (0, 7) de I’axe @, et il est thermiquement isolé de son milieu. Les granules
de la matiere a réfrigérer resp. le liquide réfrigérant circulent dans la direction
des valeurs croissantes resp. décroissantes de la coordonnée x. Les granules
sont superposables et leur diameétre est négligéable en comparaison de la lon-
gueur et du diametre du tuyau. Pour simplifier nous supposerons les granules
homogénes, restriction non essentielle en ce qui concerne la méthode de la
solution. Nous nous limiterons au cas stationnaire, indépendant du temps,
a savoir que la température du liquide réfrigérant resp. la répartition de la
température dans les granules respectifs sont les fonctions de la seule coordon-
née z. Cela signifie que les granules se trouvent continuellement dans les mémes

9 A Matematikai Kutaté Intézet Kozleményei 1V/3—4.
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circonstances thermiques extérieures et intérieures dans une certaine section
transversale du tuyau.

Considérons un granule assujetti au systéme de coordonnées (z,, ,, 73).
Désignons par C ce granule resp. le domaine qu’il occupe. Soit S la frontiére
du domaine C. Suivons avec attention ce granule a partir de l'instant de son
entrée dans le tuyau. Mesurons le temps a partir de cet instant. Soit (P, ¢)
la température du granule. Cette fonction u doit satisfaire a I’équation de la
chaleur

2u  92u 0%u du
(1) — =t
daf " Bxi 93 ot

B

a? >0

dans le domaine C.

Soit F(x) la température du liquide réfrigérant. A 'instant ¢ le granule '
peut étre trouvé au lieu z = ¢, ¢, et ainsi la température de son milieu au mo-
ment ¢ sera

F(ey t) = f(b).

En raison de ce fait nous prescrivons la condition aux limites suivante sur la
surface S du granule:

@) u(P,t) +a’ ”a(P’ Dty (t>0,Pes),
n

i

a=-

2.

Nous distinguerons deux cas selon que % est fini ou bien infini. Dans le
premier cas a > 0, dans le second a = 0.

En considérant que la fonction f(f) figurant dans la condition (a) est
aussi inconnue, nous avons besoin d'une équation de plus contenant la fonc-
tion f(t). Cette équation sera fournie par le bilan thermique du systéme réfri-
gérant.

Considérons le segment (z,  + dx) du systéme. Les granules arrivent

a ce segment pendant la durée ¢ = ci mesurée a partir de leur entrée dans le
1
tuyau. Dans ce segment un granule perd la quantité de chaleur

Pou P) ,{‘

51

—k ds dt

s.,

pendant le temps d¢, donc tous les granules qui se trouvent dans le segment
(@, * + dx) perdent ensemble la quantité de chaleur

~6u(P, b

51
—— v S dtNK dx
on

G=—Fk

S"
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pendant le temps df. Le médium réfrigérant gagne dans ce segment (z, x 4 dx)
la quantité de chaleur

Q= [F(x) — F(x + dz)] w K ¢, 0, 05 dt =
= —w K ¢, 0, 0, F'(x) do dt

pendant le méme temps. L’'équation cherchée est fournie par 1’équation

@, = @, exprimant la conservation de la chaleur, I’équation nommeée bilan

thermique:

e
%!

v

rou

—k dSdt NK dx = — w K ¢, 0,0, F'(x) dz di .

o
S

En effectuant les simplifications possibles et en introduisant la variable { = i

il
au lieu de z, notre équation prend la forme:
ou(P,t) 1 Cy WP, 0y J
b *ﬁ“dS == i t = —2> 0 -
(b) [ - 40 e

S

Finalement le probléme sera complétement déterminé par la tempéra-
ture initiale du médium réfrigérant et par la répartition initiale de la tempéra-
ture des granules:

l
(¢y) F(il)=ft)=F, |t1 :c] ,
1

(cg) w(P, 0) = uy(P) (Pe€0).

Dans ce qui suit nous aurons besoin de la connaissance de la valeur
F(0) = F,. F, peut étre déterminé a partir de la mesure de la réfrigération
a atteindre par le systéme réfrigérant. En effet, supposons que nous voulons
dériver une quantité ¢ de chaleur de chaque granule au cours de la réfrigération.
Alors nous devons dériver en somme la quantité de chaleur

g1 —.q KcpNidy

de la matiére a réfrigérer pendant le temps dt. La quantité totale de chaleur
gagnée par le médium réfrigérant pendant le temps dt est:

% = w K ¢, 0, 0, (Fy — F)) dt.

F, peut étre calculé a partir de la condition ¢; = g,:

De cette facon la condition (c,) peut étre remplacée par la condition
(¢2*) F(0) = f(0) = F,.

9
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Enfin nous résumons toutes les équations et conditions du probléme:
L’équation de la chaleur:
02 Gh 02 5}
(1) 49+J+*u=—a2—u (a® > 0).
dxi @as a3 ot

La condition aux limites:

(@) u(P,t)—}—aauéi’t):f(t) (t>0,P€8),(az0).
Le bilan thermique:

(b) [ Das =yt (t>0) > 0).

5

Les conditions initiales :

(cq) &) = F, (¢ > 0),

ou se qui revient au méme:

(c1*) 1(0) = F,,

et

(c2) u(P, 0) = uy(P) (P €0).

Nous remarquons que la méthode mentionnée au commencement du
§ 4 du travail [1] nous permet de ramener la solution du probléme, dans le
cas ou uy(P) = 0, a la solution d’'un probléeme ou #,(P) = 0. Mais dans ce
nouveau probléme la condition (b) augmente d’'un membre, conformément au
membre @(¢) figurant dans la condition (b) de ’ouvrage [1].

Dans ce qui précede nous n’avons pas tenu compte des conditions de
continuité et de dérivabilité des fonctions en question. Pour fixer les idées,
nous faisons les restrictions suivantes:

Condition F: la fonction (P, t) admet des secondes dérivées continues
selon les coordonnées de lieu z; et une premiére dérivée continue selon le temps
t dans le domaine C x (t>0), elle satisfait ici & I’équation (1) de la chaleur et
remplit les conditions (a) et (b) pour ¢ > 0. (Ici nous avons implicitement
supposé que la fonction «(P, t) est dérivable méme sur la surface S du domaine C
pour ¢ > 0.)

Condition Fo~: au cas ol @ > 0, u(P, t) est continue dans le domaine
€+ 8)Xx( = 0).

Condition F,_: au cas ou a = 0, (P, t) est continue dans le domaine
{Cx(t = 0)}+{8x (> 0)}, et posséde une discontinuité de type A sur la
portion §x (! = 0) de ce domaine.

Condition G: la fonction f(f) admet une dérivée continue pour ¢ > 0
et est continue méme au point ¢ = 0.
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§ 2. Principes du maximum; unicité de la solution

Dans ce qui suit nous aurons besoin de trois lemmes. Les deux premiers
d’entre eux sont identiques aux deux premiers lemmes figurant dans le tra-
vail [1] de l'auteur, c¢’est pourquoi nous ne faisons pas connaitre ici leurs
démonstrations.

Lemme 1. Soit
D—O0x(0 <t < T,
H={Ox(t=0)}+{Sx(0<t< T),

de plus
=Bl =03F oo FR=0] WBLd < .ict T

Supposons que la fonction V(P, ¢) satisfasse a I’équation de la chaleur
(1) dans D, soit continue dans D -+ H — X et posséde une discontinuité de
type A sur la portion X' de la frontiére de D. Soit M la limite supérieure des
valeurs de la fonction prises sur H — 2':

M= _sup V(i)
(P,)YeH-X

Alors, la fonction V (P, t) ne peut pas prendre une valeur supérieure a
M dans D.

Lemme 2. Supposons que le point P, de la frontitre S du domaine C posséde
la propriété B et que la fonction V (P, t) non identiquement constante satisfait sur
Cx(0 <t < T)aléquation (1), est continue dans

B={0x(0<tx T+ (F,T)
et prend le minimum de ses valeurs prises dans B au point (P,, T'). Alors
V2T — V(P T) _

hm mfe—= — .

P—P, 1872

Pel
ou | est une demie-droite partant de P, qui forme un angle aigu avec la normale
intérieure de la sphére I' appartenant a P,. (Quant a I', voir la définition de la
propriété B.)

Le fait, qu'au cas a = 0 la fonetion «(P, t) ne doit pas étre continue (et
en effet, elle ne I’est pas) sur la partie S x (f = 0) dela frontiére de I’ensemble
C X (t = 0) (voir la condition F, o) causera quelque difficulté dansles démonstra-
tions des principes du maximum, ¢’est pourquoi nous avons besoin du lemme
suivant:

Lemme 3. Soit la surface S du domaine C une surface de Jordan composée
des surfaces de Liapounoff en mombre fini, de plus supposons qu’existe la
fonction calorique d’'unité EQ(P,t). Alors, au cas o a =0, les inégalités
sutvantes sont valables :

a) sz

inf uy(P) = Fy,
P€C

¥y, = F:

alors
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F, < sup uy(P),
pPeC

F, < sup uy(P).
PeC

Démonstration. a) Supposons que ¥y < F,. Soit F; < p < F, et soit t*
la valeur la plus petite (¢* > 0), pour laquelle f(t*) = u (voir fig. 1). Soit
alors «*(P, t) la solution de 1’équation (1) dans Cx (0 < ¢t < t*) qui satisfait
a la condition initiale et & la condition aux limites suivantes:

w*(P, 0) = inf uy(R) (P €0),
ReC
u*(P,t) = p (0 <t<t¥ PES),

de plus qui posséde une discontinuité de type A surla partie Sx (t = 0) de la
frontiere de I’ensemble C' X (0 < t < t¥).

|
|
|
|
I!
> —O- - I‘

*
{ t
Figure 1

Alors il découle du lemme 1, que

(2) w*(P, t) = u(P, t) (0.< t< t*, PcO).

D’autre part, vu que le minimum de «*(P,{) sur un ensemble arbitraire

(C+8)X(0<t<t) (0<t < t*) est justement la valeur u prise sur la fron-
tiere 8, il s’ensuit que

Qu*(P, t)

<0 O<t=t*PEeN).
an

3)
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En utilisant I’équation(1) et le théoréeme de Gauss®, on obtient le rapport
suivant:

[[uP 0) — w(P, t*)]dC — fja'“P QU)o = 2J'fAu(P,t)dtd0=

<

) o 4
=_lJJAu(P,t) dc(ztz_i“ 8ulBD) g5 a.
a? .

a on

En considérant l'inégalité (2), en transformant de la maniére ci-dessus
I'intégrale de volume qui se produit, a I'aide du théoreme de Gauss, en une
intégrale de surface, enfin en faisant usage de l'inégalité (3), nous arrivons
a l'inégalité suivante:

d o)

J[u(f’vm—uu’,t*)]do; ['[u*(P,(»——u*(P,t*>]d0=~i | J - (P Dgsdt=o.
(& 0S

Apres avoir comparé notre résultat a (4), nous obtenons

t‘
() ffwdé’dt__g 0.
on

0 S

Intégrons tous les deux membres de 1’équation (b) selon ¢ entre les bornes
Z="0tetti =1t

(6) Ua“(l”dm~yjf<t>dz——mt*—f] N 18

Or c’est impossible, parce que selon (5) le premier membre de cette équation
est non-positif, cependant le second membre est une quantité certainement
positive d’apres 'hypothese.
b) Dans ce cas aussi nous pouvons procéder de la méme maniére qu’au

cas précédent a). Soient

sup uy(P) < u < F,

PeC
et t* la valeur la plus petite (¢* > 0) pour laquelle f(t*) = u. En définissant la
fonction auxiliaire w*(P, t) de la méme fagon qu’au cas a), et en considérant
que la valeur u est le maximum de «*(P, t) dans l'intervalle 0 < ¢ < t*, nous

3 Pour pouvoir appliquer le théoréme de Gauss on a besoin des conditions supplé-
mentaires se rapportant & la fonction «(P, ¢) pour ¢ = 0. Mais on peut voir aisément que
si ’on écrit la limite ¢ — -4 0 au lieu de ¢ = 0, I’exactitude de nos transformations sera
vérifiée.
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pouvons aboutir a1'inégalité (6) avec cette différence que maintenant le premier
membre resp. le second membre se présentent non-négatif resp. certainement
négatif. C. qu. f. d.

Aprés cela passons a 1’étude des principes du maximum.

Pour pouvoir nous exprimer plus facilement convenons de ce que c’est
en effet une réfrigération (et non le chauffage) qui s’effectue dans I’appareil
réfrigérant. Alors notre premier théoréme exprime que la température des
granules & réfrigérer ne peut pas étre plus basse que la température d’entrée
F; du médium réfrigérant & supposer que le minimum de la température des
granules au moment initial ne soit pas inférieur a F,. Le deuxiéme théoréme
exprime que la température du médium réfrigérant ne peut pas surpasser le
maximum de la température initiale des granules.

Dans nos théorémes nous supposons que la surface S posséde la propriété
B. Mais vu qu’aux cas @ = 0 nous aurons besoin du lemme 3, dans ces cas
nous devrons encore supposer que la surface soit une surface de Jordan com-
posée des surfaces de Liapounoff en nombre fini.

Théoréeme 1. S¢
inf uy(P) = F),*
PeC
alors

min (P, t) = F, 0<t<s )
PEC+S

Démonstration. Supposons qu’il existe un point (P, ¢,) (0 < t, < t)-
tel que

w( Py ty) = u < Fy.

1°Soit @ > 0. Alors (en vertu de la continuité de (2P, ¢), voir la condition
F.-o) du théoréme de TyrRHONOFF (voir p.e. [10]) découle 'existence d’un
point (P, t;) (0 < ¢, < ¢, P, € 8), pour lequel

w(Py, t) = p.

De la continuité de «(P, ¢) résulte l'existence d'un ¢*, le plus petit possible
(0 < t* < ¢,), pour lequel on peut encore trouver un point P* ¢ § tel que

u(P*, t*) = u,
mais
w(P,t) > u, si, (P,t)€{(C+ 8)x (0=t < t*)}
voir fig. 2). Alors il s’ensuit du lemme 2 que
QuP*, )
on

<0.

(7)

11 vient de la condition (a) en vertu de (7) que

min u(P, t*) = u > f(t*).
PeC+S

4 Au cas de a > 0, en vertu de la condition de continuité se rapportant & w(F,t)
(condition Fg>,) on peut écrire ,,minimum’” au lieu de ,,infimum”’.
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1*= P . e t
Figure 2
Pour cela & fortiori
u(P, t*) > f(t*) (Pes)

pour chaque point P de §, et de cette maniére il découle de (a) que
pa *
o (L (P€S)
on

pour chaque point P € S.
En faisant usage de cette inégalité on obtient de (b):

(Y < 0.
Etant donné que
fit*) < F, et f(t*) < 0,
il doit exister un point ¢** > ¢*, le plus proche & droite de ¢*, ou
f(**) = o.

Dans Vintervalle t* < ¢ < t** la courbe min (P, ¢) ne peut pas couper
PeC+S
la courbe f(¢). En effet, si elle la coupe, alors désignons par ¢’ (t* < t'< t**)
le point d’intersection le plus proche de ¢*. Etant donné que la fonction f(t)
est strictement décroissante dans I'intervalle t* < ¢ < ¢/, ¢’est pourquoi

min u(P, t’) < min »(P, t*) = min u(P, ),

PeC+S PeC+S PeC+S
o<st<t*
et ainsi
min (P, ') = min u(P, t) = u(P’, t’) (P €8).
PeC+S PEC+S
0st<t’

Donc, en vertu du lemme 2

uP,t) _ .
on ’
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d’autre part en vertu de (a)
Du(’, 1)
aon

=0,

Nous sommes ainsi arrivés & une contradiction. Par contre si les deux courbes
ne se coupent pas dans l'intervalle {* < ¢ < ¢**, donc méme pas au point
t**, alors il résulte de (a):

o u(P, t**)
on

<0 (PeS)

pour chaque point P € S et de cette maniere il découle de (b):
%) ="0

ce qui contredit le choix de ¢#**.
2° Soit @ = 0. Envisageons maintenant la condition (a) réduite simple-
ment a la condition

(8) w(P, 1) = {(t) (P €8).

En se basant sur le lemme 3a) on a f(0) = F, = F, et de cette facon la
fonction f(¢) atteind le minimum de ses valeurs prises dans I'intervalle 0 < ¢ < ¢,
a un point intérieur t* de cet intervalle (fig. 3). (Il existe peut-étre plusieurs
points de cette espéce.) 1l résulte de la définition de ¢* et du lemme 1 que
la fonction w(P,t) atteind le minimum de ses valeurs prises dans
(C + 8S)x (0 < t < t*) au moment ¢*, et ce qui est plus, en vertu de (8),
simultanément sur toute la frontiere de C. Pour cela il découle dulemme
2 que

ke Sl (P¢S)

on
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pour chaque point P € S, et de cette maniere, selon la condition (b)
9) f#*) < o.

D’autre part du fait que ¢* est un point intérieur de I’intervalle 0 < ¢ <
et ici f(f) a un minimum, il résulte f’(t*) = 0, ce qui contredit (9). C. qu. f.

Théoréme 2. Si

t,
d.
F, < sup uy(P),?

PeC

alors
f(t) < sup uo(P) O<t=st).
PeC

Figure 4

Démonstration. Supposons qu’il existe une valeur ¢ = {,, pour laquelle
f(t)) = p > sup uy(P).
PeC

1° Soit & > 0. En tenant compte de ce que f(f) n’est pas identiquement
constante (en effet, f({,) = ¥, < u), nous pouvons choisir les valeurs de u et
de #, de maniére telle que

f'(t) < O
(fig. 4). Alors il résulte de la condition (b) qu’il existe un point Pj € § tel que
du(Pyty) _

on

0,

et de cette maniere

max u(P, ) = 1) = b
PEC+S

5 Au cas de a >0, en vertu de la condition Fu>0, on peut écrire ,,maximum®
au lieu de ,,supremum*,
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Il s’ensuit de la continuité de «(P, ¢) (condition F.,-,) en reproduisant
la suite des idées suivie au commencement de la, démonstration du théoréme 1,
qu’il existe un t* (0 < ¢* < ¢,), le plus petit pour lequel on peut trouver un
point P* € § tel que

u(P*, t*) = pu,
mais
wP,t) < p, si (Pt)e{(C+ 8)X(0<t < t%)}.
Alors il découle du lemme 2 que

3 O
(10) i L) P
on

On obtient de la condition (a) d’apres (10):

maix w(2, %) =u(P*, t*) < [({*),
PEC+S

et de cette fagon il s’ensuit de (a), conformément au résultat obtenu dans la

démonstration du théoréme 1, que
,(?,Lf,(l‘t’.)>“ (PES)
an

pour chaque point P € §. De la en vertu de (b) il résulte
@*) = 0.
Etant donné que f(t,) < 0 et f(t*) > 0, il faut qu’il existe un point
¥ (t* < t** < ¢,), le plus proche de ¢*, pour lequel
f(t**) = 0.

En reproduisant mot & mot la partie de la démonstration du théoréme
1 qui vient sur ce point, n’en changeant que le terme minimum avec celui
maximum et le signe < avec le signe > , nous aboutissons & 1’inégalité

TR0,

ce qui contredit la définition de ¢**.
2° Soit @ = 0. Nous nous référons de nouveau au fait que la condition
(a) au cas de a = 0 se réduit & la condition (8). Puisque selon le lemme 3b)

£(0) = F, < sup uo(P)y
PeC

la fonction f(¢) prend le maximum de ses valeurs prises dans l'intervalle
0 < t < ¢, en un point t* intérieur a cet intervalle. En suivant complétement
les raisonnements employés dans le point 2° de la démonstration du théoréme 1,
on obtient les résultats f’(¢*) > 0 et f'(t*) = 0, qui se contredisent mutuelle-
ment. C. qu. f. d.

Corollaire. L'unicité du systéme de solution {uw(P,t), f(t)} résulte d’'un
quelconque des principes du maximum ci-dessus de la maniére bien connue.
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En effet, §’il existait deux systémes de solution, notamment {u,, f,}
et {uy f,}, allors le systéme {u;, — u,, f; —f,} satisfairait aux conditions
initiales homogénes, c¢’est pourquoi nous aurions en méme temps, en vertu du
théoréme 1 resp. du théoreme 2,

Uy — Uy = 0, Uy —uy <0,
resp.
h—h20 i —fh=s0,

d’ou 'on obtiendrait 4, — u, = 0, resp. f; — f, = 0, et suivant la condition
(@) fy — fa=0, resp. u; — uy, = 0. Ce dernier résultat %, — u, = 0 découle
du théoréme d’unicité bien connu (voir [9] pp. 83—85) selon lequel la condi-
tion aux limites (a) (ou maintenant f(f) est supposée connue) détermine sans
équivoque avec la condition initiale (c,) la fonction (P, ). Pour pouvoir se
référer a ce théoréme d’unicité on doit se servir des restrictions imposées sur
la surface S dans le lemme 3.

§ 3. La solution du probleme au cas des granules
de forme sphérique
Partie 1

Nous nous occuperons du cas ou les granules sont des sphéres de rayon E.
La température initiale u,(P) figurant dans la condition (c,) soit une constante
indépendante du lieu:

u(P) = u, = constante).

Alors la fonction (P, t), en ce qui concerne les coordonnées de lieu, ne dépend
que de la seule coordonnée radiale » mesurée a partir du centre de la sphére:

w(%y, Ty, Ty, ) = (7, 1).

Il s’ensuit que la condition (b) peut s’écrire sous la forme:

4R2naLle’t) —_ yf’(t) 5
or
ou plus simplement:
AL df'(t) gt LGS
ar ¢, 4R>n Nk

Effectuons la transformation
u(r, 1) = uy [1 + o(r, B,
f®) = u [1 4+ g(®)].

Alors les nouvelles fonctions v(r, £) et g(f) doivent satisfaire aux équations
resp. aux conditions suivantes:

92 2 9 G
(11) B LT i
ar:  r or ot

g 2V
or

(=00, 0= r < R),

(12) o(B1) + g(t) (t>0),
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(13) oot _ st t < 0),
or
F
(14) go)=gy=—"—1,
Uy
( 15) o(r,0) =10 (=nr< R).

Nous avons effectué cette transformation essentiellement pour obtenir
une condition initiale homogéne pour la fonction v(r, t).

Nous établirons la solution du probléme & ’aide du principe de Duhamel
(voir [2]). Soit E@(r, t) la fonction calorique d’unité du domaine 0 < r < R.

En connaissance de cette fonction nous voulons établir la solution de
notre probléme conformément au principe de Duhamel sous la forme

4
(16) ofr, ) = | g'(®) B, t — 1) dT 4 g B, 1)
0
Etant donné que cette fonction satisfait & 1’équation (11) et aux conditions
(12) et (15) dans des conditions suffisamment faibles concernant la fonction
g(t) — conditions qui seront vérifiées —, notre probléme se réduit a la déter-
mination de la fonction ¢g(¢) a partir de la condition (13). La fonction g(f) sera
calculée a ’aide de la transformation de Laplace.
Soit . Z I'opérateur de la transformation de Laplace selon la variable ¢.
Par la suite nous nous servirons de I'identité

(17) 7] | @) Wt — v dr] = (0] 71¥]
0

se rapportant & la transformée laplacienne de l'intégrale
t
[ )Pt —7)de
0
nommée produit de convolution des fonctions @(t) et ¥(t).
Soient 1

Z [g9()] = e(p),
L [EO(r, t)] = e(r, p).

Remplagons I'expression (16) dans la condition (13):

t

" OEOR, t —
J g'(r) - G r') dt + go

9 Ef“i(R. t)
or or

=0g'().
0

La transformée laplacienne de cette équation est:

e (R, p e (R,
(2 9(p) — gl %?") + 9o "e%ﬁ) =0[pp(p) — %l
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d’ou
0 o
p(p) = = 00y .
p[é_de (£, p)J

or

La transformée laplacienne e()(r, p) selon [7] est:

R*sh (a Vor)
rp[(B—a)sh(a |pR) +- aa)pRcha|pR)]
Cette formule est valable pour a > 0 ainsi que pour a = 0. En dérivant selon 7 :

deNB,p) @ /pRch(a)pR)—sh@|pR)

or p[(R——a)qh VpR +aalpRch(a)pR))

En remplagant cette dérivée dans l’'expression de ¢(p):
R—a)sh(a|pR) 4 aal|pRch alpR)
18) )=, & VpR)+aalpRchalp
[0R—a)p+ 1] sh@VpR) + (@dp—1)a)pRch(@pR)’

Maintenant notre probléme consistera a déterminer la transformée
inverse g(¢) de la fonction ¢(p), ce qui se fera a 1'aide de la formule

By )

w+tiw
(19) g(t) = L J @(p) e’ dp
279
O—l©
de Riemann—Mellin et du théoréme des résidus.

Dans la formule (19), w signifie un nombre tel que la fonction ¢(p) est
réguliére dansle demi-plan Re p > w. L'existence d'un tel w sera démontrée
dans la partie 1I (point 1°) du paragraphe.

Les singularités de la fonction ¢(p) ne peuvent avoir lieu qu'aux points
ou le dénominateur s’annule. Les racines négatives resp. positives (dans le
cas ou il existe des racines positives) du dénominateur, apres les substitutions

g per
ay: M, p 2R
resp.
- #2
alpR =z, L= 2R

sont fournies par les racines réelles différentes de zéro des équations suivantes,
nommées équations caractéristiques:

(20.a) g
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resp.
: o _‘},%,2 23
a?
(20.b) thx = 1— 5B —a) ‘
+ R

Nous démontrerons dans ’appendice que les racines réelles des équations
(20.2) et (20.b) fournissent toutesles racines du dénominateur de la fonction
@(p), c’est-a-dire toutes les racines du dénominateur en question sont réelles;
les racines des équations (20.a) resp. (20.b) peuvent étre relevées sur les figures
5.aresp. 5.b. On peut voir immédiatement sur ces figures que le dénominateur

I
8
=0
Vi 2m 3 4
a>0
a7 m 3 47 il

de ¢(p) posséde une infinité de racines négatives et un nombre fini de racines
positives. (Il n’existe peut-étre pas de racines positives.) Plus précisement:
nous démontrerons dans I’appendice qu’au cas ol

Figure 5a

306
R

V
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le dénominateur de ¢(p) ne posseéde pas de racine positive, tandis qu’au cas ou
36
a* R

<1

il a précisement 1 racine positive. Nous reviendrons sur I'interprétation physi-
que de ce phénomeéne a la fin du § 4.

Figure 5b

Considérons la portion du chemin d’intégration figurant dans U'intégrale
(19) qui se trouve entre les branches de la parabole

m2 n?
a®R?

4 m2 n?
21.a 2 = (5
(21.a) =

(m est un
nombre entier)

resp. de la parabole

118 . ¢ 1)\2
4 (m + *2*) n? (m + —é_) 72 (m est un

(21.b) N2 = —— PO E-ls e e nombre entier)

suivant que a > 0 ou bien a = 0. Ici & resp. 7 signifient la partie réelle resp.
imaginaire de la variable p: p = & + 7 7. Désignons cette portion par L,,
et par L, la portion de la parabole se trouvant dans le demi-plan Re p < w.
Comme on le verra dans la partie II (point 2°), pour des m suffisamment grands
la fonction ¢(p) ne posséde pas de singularité sur la courbe L,, et ainsi, selon
le théoréme des résidus:

1 i
(22) — J ¢(p) eP'dp = > Res[¢(p)e”],
L,+L,

Li+L,

10 A Matematikai Kutaté Intézet Kozleményei IV/3—4.
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ou ' se rapporte aux singularités de ¢(p) se trouvant a 'intérieur de la courbe

1+L2 »
fermée L, - L,. Nous montrerons dans la partie Il (point 2°), qu’au cas ou
m — o, l'intégrale prise sur L, tend vers zéro:

lim ‘ p(p)eftdp =0,
e

L,
et ainsi

N
j\\

Figure 6

(23) g(t) = Wlf. J @(p) e dp = 17 lim J @(p) e’ dp = X' Res[q(p)e”'],
27 2w mow
w—jo L,

ou X' se rapporte a toutes les singularités de la fonction ¢(p).

Vu que la fonction a intégrer dans l'intégrale (19) prend des valeurs
conjuguées aux lieux conjugués, la valeur de l'intégrale est purement imagi-
naire, c¢’est-a-dire la fonction g(¢) est réelle; cela est par ailleurs naturel selon
la nature du probléme.

Soient @(p) resp. ¥(p) le numérateur resp. le dénominateur de ¢(p):

D(p) = dg[(R— a)sh(a|pR) +aalpRch(a)pR)],

Y(p)=[0(R—a)p+1]lsh(@)pR) +(«dp—1)a)pRch(a|pR).
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Etant donné que le point p = 0 est un point de ramification et une racine
de @(p) ainsi que de ¥ (p), ¢’est pourquoi nous calculons le résidu de la fonction
@(p) et au point p = 0 a l'aide du développement en série des fonctions @(p),
¥ (p) et ePt:

()

(a2R3 aa?R?
— Ly l- - SOESE |
alpR 6 ) B
Y(p) a* R? atRs o (R gl
= ploR—S2) 4 pe _,ﬂfﬁ*-é( -+ 2 a2Re| 4
alpR # !1 3 | 7 [ 30 6 3 ?
6 26 y
J S R~ AR P+
840 121) 30
et = 1+p[+
Il en résulte que
a*R
our - 1
g 597
Res[@(p) €P'] = g5 1
—0 o s @R’
30
tandis que
R
pour =1
30
Ey =
Res [p(p) ] = g, 10 R(R + Ta)+175a e B 71
p=0 ’ T(R + 5 a)? (R + b5a)

Le fait que chacun des membres des équations caractéristiques (20.a)
et (20.b) est une fonction impaire, ainsi, dans la détermination des résidus,
outre la racine p = 0, il est suffisant de nous limiter aux racines positives des
équations caractéristiques. Nous désignons les racines positives de I’équation
(20.a) par w, (v =1,2,3,...), et par = la racine positive (si elle existe) de ’équa-
tion (20.b). (Comme nous I'avons déja mentionné, I’équation (20.b) a tout au
plus 1 racine positive.)

Soient p, (v = 1,2,3,...) resp. p_, les valeurs de la variable p correspon-
dant & u = u, resp. a . Comme nous le verrons dans I'appendice (et en partie
on peut le voirsur les figures 5.a et 5.b aussi), toutes les racines positives des
équations caractéristiques ont une multiplicité simple. Par conséquent

Res [p(p) o] = 20 gns 1,19, 8 .. )s
I=py Y,
et pour cette raison 'expression (23) peut s’écrire de la fagon suivante:
D(p,)
24 ) == ¢ —1(0) L {(1)/ * v eput
(24) g(0) = gl +2 )

L0*
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ou X* signifie que le terme correspondant & » = 0 ne figure pas dans la somme,

et
a®R
our - 1§
p T +
on a
pri( L |- )
YY)
ur LiR ==
i 35
on a
Ag»:IOR(R—!— 7a)+175af, D — 5
T(R + 5 a)? dR+5a)
La dérivée du dénominateur ¥(p) est:
Y'(p) = [5(R —a) 4+ -;— (adp —1) a2R2| sh(a|pR)+
iy %6R+a6 a YpReh(aYpR).
En effectuant les substitutions
_ M Y
D ——asz (=123, ..-
et
X2
P = 2R
dans (24), on obtient:
(25) g(&) =go 4o+ go A, € + 9 - A
ol
7 — (R_a)tg#v+a/’tu R ('V_'l 2.3
v R_a~a2R2~—E— 2t +[p+a‘ — 1, 4,9 ..
29 2,”») gHu, e ’ﬂu
et
& (R—a)thz + ax
-1 = == 2 P2 — e—————
(R-—-a-—ai—R——(1;42 th » 4 Ii-{—a %
20 2 )

.),
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En y substituant la valeur de tg u, de (20.a), resp.la valeur de th » de (20.b):

2

r—=71,2,3, :..)5

o N Y T T B
§—— | —[|2—+6 et i
J l R+ asz)y, azR"m

resp.
2
oy = (. a*R| a B4l . 4w .
3—= D ol #2 — 3t
[ 0 T R+ a? R? a® R3

Considérant — comme on peut le voir de 'équation (20.a) ou bien sur la figure
5.a — que poura > Oresp.a = O on a

et 4
pN(2v+1)_:
" 2

resp.
My~ VT,
¢’est-a-dire dans tous les deux cas
1 sl )
S M t_ 1
My, v

on voit aisément que les coefticient A4, tendent fortement vers zéro, et ainsi
la série (25) converge bien. La vitesse de convergence est augmentée par les
facteurs exponentiels.

En remplagant la forme (25) de la fonction ¢(¢) dans 'expression (16) de
v(r, t), nous obtenons la répartition de la température dans les granules. Sur
ce point nous avons encore a démontrer que la série (25) de g(f) peut étre
remplacée dans 'expression (16) et que la dérivation selon r dansl’expression
(16) de la fonction v(r, t) apres le signe d’intégrale est légitime.

La série dans (25) est absolument et uniformément convergente dans

1 .
— , tandis qu’au cas a=0
14

Iintervalle 0 < ¢ < oo, car au cas @ > 0 4, = O[

e 0[
g(t)

L
-

v /

. La série obtenue par la dérivation terme a terme de la série de

1. au cas a > 0 est absolument et uniformément convergente dans

, tandis que
V4

2. au cas @ = 0 pour n'importe quel ¢ > 0 elle est de nouveau absolu-
ment et uniformément convergente dans (g, + o0), car ses coefficients sont

I'intervalle 0 < ¢ < oo, car ses coefficients sont d’ordre O (—lé

d’ordre O(1), et g’(t) = O % dans le voisinage du point { = 0, comme nous

le démontrerons dans la partie II (point 3°).
Pour cette raison la série de la fonction g(#) peut étre en effet remplacée
dans 'expression (16).
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Comme il peut étre véritié a partir de la forme explicite de E© (r, ¢),
0E® |
il est d’ordre O 1,1
e /7

dans le cas ol a = 0, dans le voisinage du point

o7

t = 0, et naturellement est bornée méme dans le voisinage du point ¢ = 0
pour a > 0; la dérivation selon » dans l'expression (16) de »(r, {) peut donc
étre effectuée apres le signe d’'intégrale.

Partie II

1° 11 existe une valeur réelle w telle que le dénominateur de la fonction
@(p) ne sannule pas dans le demi-plan Re p < .

Démonstration. Considérant la relation entre p et u, notre assertion
sera vérifiée si nous montrons l'existence d’une valeur réelle 2 telle que 1’équa-
tion (20.a) ne posséde pas de racines dans le demi-plan Im p < Q.

tant donné que pour py—& —7 w0 (— 0 < § < + o)

[tg u|—1

uniformément en &, tandis qu'au cas a > 0 la valeur absolue du second membre
de 1’'équation (20.a) tend vers oo, resp. au cas a = 0 elle tend vers 0 pour
w— oo, par conséquent la valeur cherchée © existe.

2° Powr un m suffisament grand le dénominatewr de @(p) ne possede
pas de singularité sur la courbe L, et

~

(26) lim i p(p)ePtdp=0.

m—
L,

Démonstration. Pour raison de briéveté nous nous limitons au cas
a = 0. La cas a > 0 peut étre traité de la méme facon.

oL L

T‘\\ (m+ %)m %‘“{J

ke

Figure 7

‘mployons la substitution

~2

oVpR=z, p=-2

dans l'intégrale (26). Alors le chemin L, devient le chemin L', donné sur la

figure 7, ou e =0 . Le résultat de la substitution est donc:

m
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z2

oy
22
e’ gy =

~

20¢g, [ zshz
J= P dp =—22
Jjomrerap==0

,,5,,
TRZ2 + 1

a

shz —zchz

Ly

¢

z

— gt gy,

1J (1 + ay,2?) —zcthz
L;

ol a4, a, et ay sont des constantes.
Effectuons la substitution

:=l+lm—l—%r]7m
On obtient: ‘ §
(m%)”e
Attm 4 —|me o
J=a = ‘ :—_;)l o ERE | R " ZVE?("H‘%)MJ “da.
1 ) At - nz’] —[a+{m+2'm' th 2
7(m+%)n e i : '

Vu que [th 2| < 1, la fraction dans la fonction & intégrer est d’ordre O ll‘,
m

ainsi elle ne peut pas posséder de singularité sur le segment

_ m_[_,l,A]n—eélg m—!—l m+e
2) 2

pour un m suffisamment grand. Nous obtenons ’estimation suivante pour J:

(}m ~%——;—/)n +& 1 : (nH—»zl—)n»: e -
J:O(l) J | @2kt 42 _ o i’ J Sl (meg)=]
m \ | m
—(nH— ;,),1453 ,,(,n,,,;,),-, e
Ici I'intégrale est d’ordre O(1), par conséquent
T l} .
m

3° Au cas on a = 0, U'ordre de grandeur de la série dérivée de la série

i

W(t) = _\‘ Av N wr:!

v=1
est O (1—/1? dans le voisinage du pointt = 0:
e iy 1
Pt)=2 Al e R =.—.0(—:J (t~0).
y=1 Vt
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Démonstration . Comme au cas a = 0

1
A4v == () E] )
on obtient pour les coefficients de la série dérivée:
A; — O(1).

Ainsi pour des constantes convenablement choisies ay, a,, a, et M (M est un
nombre entier positif), I'inégalité suivante est valable:

Y(t) < a,+ a, %e*aw“ <a,+a, J e—avitdy —
V= :
0

@

= a/1+ az%J e—aV dy =0

il

§ 4. Détermination de la longueur de I'appareil réfrigérant

En remplagant 'expression (25) de la fonction g(¢) dans f(t), puis en
remplacant cette derniére dans’équation F(c, t) = f(¢), de plus, en considérant
la relation x = ¢, f, on obtient la température F(z) du liquide réfrigérant:

X © T

(27)  F(x) =u0+(1«‘0_u0)[A§,0>+ APt A_| eR e 4 2: Aye TRl .
V= )

La longueur / de 'appareil peut étre déterminée a partir de la condition

(28) Py= F,

4 :

Si _32R < 1, et si nous ne tenons pas compte de la somme qui contient
a

seulement des fonctions exponentielles de puissance négative, alors I’équation

(28) peut se mettre sous la forme suivante:

]

wy + (Fo — ug) [Ag“’ + A_, eiﬁ*iz] =N,

d’our
“L"fi" — A©
a*R%*c, ., w,—F 0 30
= 'In=0 =0 —— =1,
%2 i a*R
Le cas - = 1, étant pratiquement sans intérét, nous ne le traitons pas.

a?R

. 54 3 6 . ’ . .
Si - > 1, et si nous n'envisageons que le premier terme de la somme
a
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dans l'expression de la fonction F(z), alors I’équation (28) fournit le résultat

suivant:
]2(—1—2—————R61]n~"“'ﬁ* '§£>1] %
ui w—F 0 a*R
uy — Fy ¥

Enfin nous voudrons rendre clair la signification physique de la quantité

%% , et montrer pourquoi le fait que cette quantité est supérieure ou bien
a
inférieure & 1 joue un réle dans l'existence de la racine x.

Soit %; la température moyenne des granules dans la section z =,
c’est-a-dire la température moyenne de sortie. Alors les granules transmettent
au liquide réfrigérant la quantité de chaleur

3./
Ke, N i’; :

0, 01(ug — ;)

par unité de temps. Le liquide réfrigérant prend pendant le méme temps la
quantité de chaleur

Kcyw g0, (Fy— F))

des granules. Etant donné qu’il n'existe pas de transmission de chaleur vers
l'extérieur, ces deux quantités sont égales:

4 R3
Ke, N _1:_2_7: 0, 0,(ug — ;) = Kcywo,0,(Fy— F)) .

Cette équation, apres avoir arrangé et utilisé les définitions de o et de a:

1 o weyo,

4R ¢, Nk ,
a2 = €% ;
peut se mettre sous la forme
(29) :E L. .
a?R~ F,— F,

Examinons ce qui se passe si {— oo pour des valeurs u, et F, fixées.
Si & ce passage a la limite «, et F, ont des limites, alors ces limites sont égales,
car sur un chemin infiniment long les granules prennent la température du
liquide réfrigérant:
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Alors I'équation (29) peut étre écrite de cette maniére:

(29%) i Lad LY
a*R F,—T.
Au cas d'une réfrigération on a u, > F, > T ., c¢'est pourquoi
0
e =il
a*R

Donc, si pour 7 — o u;, et F, possédent des limites finies, alors
30

(30) —
R

=1

il est évident que l'assertion inverse est également vraie: au cas ou (30) se
réalise, u, = F., = T. existe, et sa valeur peut étre déterminée a partir
de I'expression (27) de F(x) (maintenant le membre contenant x ne se présente
pas):

F(o0) = uy +(Fo — ug) AP = ug +Fo — ) -

1
L
lwa

30
(e résultat coincide parfaitement avec le résultat (29%) obtenu par un calcul
élémentaire. :

Par contre, au cas

0
g |

atR

es limites de u, et F, n’existent pas: u, et F, deviennent infinis. Dans ce cas
a condition (29%) donne le résultat

uy, — T .
= =
F,—T.
et si 7', existait, cela donnerait
ug = Fy

ce qui est naturellement impossible dans le cas d'une réfrigération.

Appendice
Discussion des racines des équations caractéristiques

Nous allons démontrer le théoreme suivant se rapportant au dénomina-
teur

Y(p) = [8(R —a)p + 1] sh@|pR) + (adp — 1) alp R ch(a)p R)
de la fonction ¢(p).
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Théoréme.
a) toutes les racines de la fonction W (p) sont réelles,
b) les racines différentes de zéro possédent une multiplicité simple,

30 ; o Gl
¢) au cas de i = 1 ¥ (p) ne possede pasde racine positive, tandis qu’aw
a

30 ;
cas de = < 1 elle posséde exactement 1 racine positive.
a
Démonstration. Nous effectuerons la démonstration pour ¢ > 0. Au
cas de a = 0 la démonstration peut étre faite d’'une facon analogue, mais &
I’aide d'une discussion essentiellement plus simple.
Avec les substitutions déja amployées
alpR=ip
resp.
alpR==x

de plus, en introduisant les notations

o0 0
el R PR
a® R? a’hk
I’équation ¥ (p) = 0, ou ce qui revient au méme, les équations (20.a) resp.
(20.b) peuvent s’écrire sous les formes suivantes:

3
(31) TN
1—(B— A)p
resp.
[y 3
(32) T - L.
1-+(B— A)x

Les racines réelles de ¥ (p) sont fournies par les racines réelles et purement
imaginaires, et seulement par celles-ci del’équation (31). Donc I’assertion as
sera vérifiée si I’on montre que toutes les racines de (31) sont ou bien réelle-
ou bien purement imaginaires. (Les racines purement imaginaires sont four
nies par les racines réelles de 1’équation (32).)

Nous écrivons 1’équation (31) sous la forme

(31%) [1 —(B— 4) p@*]sin p— (u + 4 p*) cos u = 0.

Sur le plan de la variable complexe u, considérons le carré @, qui possede
comme sommets les points nz(l + 9), nw(l —2), —na(l + ), — na(l — 2)

6 Si pour une valeur u = u* tous les deux membres de I’équation (31) deviennent
infinis en méme temps, alors cette valeur p* fournit aussi une racine de la fonction ¥(p).
C’est, pourquoi nous considérons ces valeurs u* aussi comme racines de I'équation (31).
De telles valeurs u* ne peuvent exister quau cas ou B — 4 >0 et ou les racines de
Péquation 1 — (B— A4) p* = 0 sont en méme temps des racines de 1’équation cos u = 0.
Ces racines sont de multiplicité simple.



356 ADLER

(fig. 8). 11 résulte des asymptotiques valables pour u — + ¢ oo des fonctions
sin p et cos u, de plus de leurs expressions précises valables le long des droites
Re 4 = -+ n @, que pour un 7 suffisamment grand, sur la frontiére du carré
@, on a:

|(p + A p®) cos p| > |[1 — (B— A) p?] sin p|,

nri

cosu

= nr
L R W o R i

[—nm‘

Figure 8

et ainsi selon le théoreme de Rouché (voir p.e. [8]) le nombre des racines de
I’équation (31%*) qui se trouvent dans @, est égal au nombre des racines de
I’équation

(33) (u+ 4 pd)cos u=0

qui se trouvent dans @, (chaque racine prise autant de fois que sa multiplicité).
Pour un 7 suffisamment grand 1’équation (33) posséde 2n 4 3 racines
dans @,. Donc 1’équation (31*) et de cette maniére I’équation (31) posséde
aussi exactement 2n | 3 racines dans @,,.
Dans ce qui suit nous compterons les racines de I’équation (31) dans @,,.
Pour cela nous distinguerons les 9 cas suivants:

u)B>~;— a.1) B— 4 >0,
@ 2) B— 4 <0,
a.3) B — A.=10;
p’)B<—§ g.1) B— 4>0
8.2) B— A < 0,
5.3) B— 4 =0,
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7) B:—; y.1) B— 4 >0,

y.2) B— A4 <0,

Avant de passer & la discussion détaillée des différents cas et de déssiner
les figures, faisons observer avant tout les remarques suivantes:

1) En développant en série de Taylor tous les deux membres de 1'équa-
tion (31) autour du point p = 0, ’équation prend la forme suivante:

1
(31) ,u+§,u3+...:,u+B,u3+...

De la on peut voir que u = 0 est une racine de I’équation (31) de multiplicité
tout au moins égale a 3, tandis que

II) au casou B = ;l- , & = 0 est une racine de I’équation (31) de multipli-

cité tout au moins égale a 5.
\ 1 .
[II) Au cas o B > - la courbe représentant le second membre de
3

I’équation (31) en partant du point 1 = 0 vers la droite passe au-dessus de la
courbe tg u, tandis que

> ; 1
1V) au cas ou B < 3 elle passe au-dessous de la courbe tg p.

Sur cette base on peut dessiner les figures schématiques de I'équation (31)
conformément aux 9 cas distingués ci-dessus (voir fig. 9).

On peut relever les résultats suivants des figures respectives (étant donné
que les figures sont symétriques par rapport a l'origine, il suffit de dessiner
le demi-plan droit; nos constatations se rapportent au carré entier @,):

a. 1) Ou bien il y a de point d’intersection (p. d’int.) sur chaque branche
de la courbe tangente (le cas a. 1*), ou bien il n’y a pas de p. d'int. sur tout au
plus 2 branches (le cas a. 1**), mais alors il y a tout au moins 3 p. d’int. sur la
branche principale.

a.2) Il y a 3 p. d’int. sur la branche principale, il n’y a pas de p. d’int.
sur les branches qui passent par les points u = + n =z, et il existe des p. d’int.
sur toutes les autres branches.

a. 3) La situation est la méme qu’au cas a. 2.

p.1) Il y a des p. d’int. sur toutes les branches exepté tout au plus 2
branches.

p.2) Il'y a des p. d’int. sur toutes les branches exepté les branches pas-
sant par les points y = + n m.

p.3) La situation est la méme qu’au cas f. 2.
il 1) - b5 e T e Ll |
7;' 2) » " ) ” IR as ) ﬁ. 2
‘y' 3) 2 (1) iR} IR ') IE) ) ‘B. 2

En tenant compte de tous ces faits, et n’oubliant pasles remarques I)
és II), nous pouvons établir les faits suivants:



/» |
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1 <
Au cas de B = Y I'équation (31) posséde dans le carré @, tout au moins

2n + 3 racines réelles. Puisque le nombre de toutes les racines dans @, est
exactement 2n - 3, c’est pourquoi toutes les racines de 1’équation (31) sont
réelles, et ces racines fournissent toutes les racines de la fonction ¥(p).

1 2
Au cas de B < 5 I'équation (31) posséde dans le carré @, tout au moins

2n + 1 racines réelles. Il en résulte déja que toutes les racines de (31) sont
ou bien réelles ou bien purement imaginaires. En effet, s’il existait une racine

thx

Bl

82 /l("

/Y th x

thx

Figure 10
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complexe & + i y (¥ # 0, y 5 0 réelles), alors les nombresz — iy, — z + iy,
— x — 7 y seraient aussi des racines, et de cette maniere il existerait tout au
moins 27 + 5 racines dans @,, ce qui est impossible, parce que le nombre
exact des racines dans @, est 2n + 3. Comme la discussion de 1’équation (32)
nous le montrera, les deux racines encore manquantes sont en effet purement
imaginaires, donc elles fournissent une racine positive de la fonction ¥ (p).

A ’ \ 1 ’ 2 .
I1 nous reste encore a montrer qu’au cas ou B < = I’équation (32) pos-

sede pour un » suffisamment grand exactement 2 racines réelles différentes de
zéro sur (— nw, + nx).

En développant en série de Taylor tous les deux membres de 1’équation
(32) autour du point » = 0, I’équation prend la forme
(3'2) x-——i—z”—}—.._:zv-Bx"—{—_..

1
Ktant donné que B < 3, la courbe représentant le second membre de (32),

en partant du point » = 0 vers la droite passe au-dessus de la courbe th x.
Nous distinguons les 3 cas suivants:

B.1) B— 4 >0,
p.2) B— A4 <0,
g.3) B— 4A=0.

Conformémant a ces 3 cas, les figures schématiques de I'équation (32)
prennent les formes indiquées sur la fig. 10.

On peut en déduire que pour B <% I’équation (32) posséde toujours

tout au moins 2 racines réelles différentes de zéro dans l'intervalle (— nzx, 4 nn)
pour des 7 suffisamment grands; et en vérité elle posséde dans ce cas
exactement 2 racines réelles différentes de zéro, ce qui découle du nombre
précis des racines dans @),,.

Ainsi nous avons démontré toutes les trois assertions a), b) et ¢). C.
qu. £.d.

NOTATIONS

coordonnée paralléle a ’axe de 'appareil réfrigérant.
, Ty, 3 coordonnées delieu dansle systéme de coordonnées rattaché au granule.
point variable de l'espace (2, Z,, ;).
temps (t = 0 est 'instant d’entrée du granule).
longueur de 'appareil réfrigérant.
section transversale du tuyau constituant 1'appareil réfrigérant.
granule examiné, resp. domaine occupé par le granule dans le sys-
téme de coordonnées (z, Z,, ¥;).
surface du domaine C.
normale extérieure de la surface S.
volume d’un granule.

m QTR

-3

~

11 A Matematikai Kutato Intézet Kozleményei IV/3—4,
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\ ’

4, Cy vitesse de circulation de la matiére a réfrigérer resp. du médium
réfrigérant.

01, 0o  densité de la matiére a réfrigérer resp. du médium réfrigérant.

0., 0,  chaleur spécifique de la matiére a réfrigérer resp. du médium réfri-

gérant.

k conductibilité thermique de la matiére a réfrigérer.

h coefficient de transmission de chaleur entre la matiére a réfrigérer
et le médium réfrigérant.

N nombre des granules par unité de volume.

w=1—NV

F(x) température du médium réfrigérant.

F,, F, température d’entrée resp. de sortie du médium réfrigérant.
w(P,t) température du granule.

U température initiale du granule.
f@) = F(e, 1)
k
k
A = —
h
R rayon du granule.
_ G w0
¢, Nk
sl
4R*n
t! = i
€

(Regu le 1 Octobre 1959.)
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SZEMCSES ANYAGOK ELLENARAMU HUTESE
ADLER Gv.

Kivonat

Folyékony anyagnak folyadék altal torténd elleniramu hiitésénél csu-
pén a két kozeg kozott fennallo héatadasi folyamatot szokds tekintetbe venni.
Ez altalaban elegendd, és legtobbszor egyéb jelenségeket nem is lehet figye-
lemmel kisérni. Ezzel szemben abban az esetben, ha a hiitends anyag szemcsés
szerkezetl, akkor figyelemmel kell lenni az egyes szemcséken beliil végbemend
hévezetési folyamatra is. A dolgozat ezen utdbbi esettel foglalkozik.

Az 1. §-ban a probléma matematikai megfogalmazisit adjuk meg.
Az ellendramu htt6késziilék legyen az x tengely (0, /) szakasza mentén elhelye-
zett c¢s6, melynek x = 0 végén a hiitendd anyag szemcséi, * = [ végén pedig
a hiitéfolyadék dramlik be a cs6be. A csében a szemecsék, illetve a hiitéfolya-
dék egymadssal szemben dramlanak. A stacionirius eset tirgyaldsira szoritko-
zunk. A hiitéfolyadék F(xr) h6mérséklete csak az « koordinatatdl fiiggjon.
Tegyiik fel, hogy a szemcsék egybevigéak. Egy kivalasztott és a késSbbiek
soran figyelemmel kisért reprezentins C' szemcse hémérséklete a hozzarogzi-
tett (z,, @, ¥;) derékszogli koordindtarendszerben legyen w(P,t), ahol P az
(21, @y, T3) tér valtozd pontjat és ¢ a szemesének a csébe vald belépésének pilla-
natatol szamitott idét jelenti.

Bevezetve az f(t) = F(c, t) jelolést, feladatunk a hivezetés (1) egyenleté-
nek az (a) és (b) perem- és a (c,) (vagy ami lényegében ugyanaz, a (c,*)) és a
(cy) kezdeti feltételek melletti megoldasat jelenti.

Ez a feladat teljesen analdg a szerzd [1] dolgozatéban targyalt problémé-
val, és igy a szemecsés anyagok ellendramt hiitésének probléméja ezen [1]
dolgozatban targyalt Gjtipustt peremértékprobléméra vonatkozé példanak
tekinthetd.

1%
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A 2. §-ban a kovetkezd két maximum-elvet bizonyitjuk be.
1. Tétel. Ha

inf uy(P) > F,
PeC
akkor
min (P, t) = F, 0 <ty
PEC+S

2. Tétel. Ha
F| < sup uy(P),
PEC
akkor

f(&) < sup uy(P) 0 <t< )
PeC

A feladat megoldédsinak unicitisa e két maximum-elv barmelyikének
kozvetlen kovetkezménye.

A 3. §-ban konkrét esetre, gomb alakt szemcsék esetére vonatkozdan
végezziik el a szamitdsokat. A megoldast az

(&) = uo [1 + g(8)]

helyettesités utan a (25) alatti, j6l kezelheté végtelen sor allitja eld.

A 4. §-ban a hiit6berendezés hosszinak meghatarozésira szolgilé méd-
szer keriil ismertetésre.

Végiil a fiiggelékben a (20.a) és (20.b) alatti, n. karakterisztikus egyen-
letek gyokeinek a komplex szdmsikon vald eloszlasat vizsgiljuk meg.

0 XJIAKAEHHE 3EPHUCTBIX BEIHECTB BCTPEUHBIM IMOTOKOM
Gy. ADLER

Pe3iome

[Ipy OXJ@)KAEHHMH >KUAKOCTH BCTPEUHBIM TIOTOKOM JPYTOH YKHIKOCTH
NPUHUMAKT BO BHUMaHMe JIMIUB NIPOLECC TelIonepeaun MeXy ABYMsI Cpeamu.
Jroro 00BIYHO JOCTAaTOYHO, B OOJBLLIMHCTBE ClyyaeB HEBO3MOXKHO CJIEIUThb 3a
APYTUMH SIBJIEHMSIMM. HampoTus, B TOM cilyyae, KOT/Ja OXJIa)KIaeMoe BEIecTBO
VMEET 3ePHUCTOE CTPOEHHME, CJIeflyeT NPUHUMATh BO BHUMaHHE M MPOLECC Terio-
MPOBOJHOCTH, TMPOTEKAWIMIi B OTAeNLHBIX 3epHax. PaboTa 3aHumaeTcsi aTUM
cIIyyaem. '

B § 1 naércs maremarnyeckasi popmysnnpoBka npoosemsl. ITycTs oxiax-
jlalouas ycTaHoBKa ecTb TpyOa, pacmosioykeHHast Boojb orpeska (0,7) ocu z,
B KOHUE X = 0 KOTOPOH BXOJAT 3epHasi 0XJIAXKJAAeMOro BelecTBa, a B KOHLE
X = [ oxnaKpawumas MXUAKocTb. B TpyOe 3epHHUCTOE BelmecTBO M YKUIKOCTH
TEKYT BO BCTPEYHOM HamnpaBjieHMH. Mbl orpaHMuMBaeMCsi CTallMOHAPHBIM CJy-
yaem. Temneparypa F(X) oxnakpamouieil »HIKOCTH NYCTb 3aBUCHT JIMIIbL OT
Koop/MHaTel X. [Ipeanosnoyum, uTo 3épHa KOHIPYIHTHBI. PaccMoTpum HeKoTopoe
3epHo C. Ilyctb u(P, t) o003Hauaer ero Temneparypy B (UKCHPOBAHHOH K Hemy
NPsIMOYTOJIbHOM CHCTeMe KOOPAMHAT. (X, X,, X;). 37ech P o0o3nayaer n3meHs-
IOIIYIOCS TOUKY MPOCTPAHCTBA (X, Xy, X3), @ { — BpeMsl uU3MepsieMoe ¢ MOMEHTA
BXoJa 3epHa B TpyoOy.
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Beném obosnauenue f(f) = F(c, t). Hawa 3afaya 3akiioyaeTcss B pelleHHH
VpaBHEHUS TeNJ0npoBOAHOCTH (1) NpU rpaHUyHBIX ycs10BUsIX (a) ¥ (b) u Havab-
HBIX YCJI0BUSIX (C,) (MM, YTO B CYLIHOCTH OJIHO U TO e (c¥)) 1 (cy).

JTa 3ajaya COBEpLUEHHO aHasloruyHa npobjeme, M3y4yeHHOH aBTOPOM B
pabote [1]. INoaromy npo0yiema 0XJa)KAeHUST 3ePHUCTOr0 BeIlecTBa BCTPEYHbIM
NOTOKOM MOYKET pacCMaTpMBaTbCsl KaK NpuUMep IPAaHMYHOM 3ajayu, paccMmaTpu-
Baemoit B pabore [1 ].

B § 2 nokaspiBaeTcs Ba CieyOIIMX NPUHLUMIA MaKCUMyMa:

Teopema 1. Ecau

inf uy(P) = F,
PeC
1o
minu(P,f) =2 F. (0<t<t).
PEC+S
Teopema 2. Ecau
FI é sup uO(P)v
PeC

mo
(t) < sup uy(P) 0 = L<8).
PeC

EauHCTBEeHHOCTL peulleHus 3ajava sIBJISIeTCS HerocpejCTBEHHbIM CJIeJICTB-
em J1000T0 M3 3TUX JABYX INPUHLMIIOB MAaKCHMyMa.

B § 3 BhuMCIEeHHS NPOBOAATCA JUIsi KOHKDETHOTO Cjyyasi, ciydyasi 3e€peH
wapoboit ¢opmbl. Pelrenue nocie nocTaHoOBKH

) =g [1+ g(1)]

npejcTaBsieTcsi 0eCKOHeUHbIM paaoM  (25).
B § 4 onuceiBaeTcst MeTO/1 onpejiesIeHnst JUIMHbI 0XJIaXKAakolileif yCTaHOBKH.
Haxkounel B NPHJI0KEHNH M3y4yaeTCs pacrojioykeHue KopHed TaK HasbiBae-
MOro XapaKTepucTHueckoro ypaBHeHusi (20.a) u (20.b) Ha KOMIJIEKCHOi
NJIOCKOCTH.
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