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G E O R G E S A D L E R 

Introduction 

On appelle réfrigération de retour la méthode de réfrigération où le 
médium réfrigérant e t la matière à réfrigérer circulent dans des directions 
opposées. L 'apparei l le plus simple qui sert à la réfrigération de retour des 
liquides se compose de deux tuyaux concentriques. Le médium réfrigérant 
circule dans l 'espace cylindrique entre les deux tuyaux , tandis que la matière 
à réfrigérer circule dans le t uyau intérieur dans une direction opposée au 
mouvement du médium réfrigérant. Les calculs se rappor tant à cet appareil 
réfrigérant peuven t être t rouvés dans de nombreux manuels (voir p. e. [3]). 

Dans le cas où la matière à réfrigérer n 'es t pas un liquide, l 'appareil 
réfrigérant peu t être représenté par un seul tuyau, dans lequel le liquide réfri-
gérant et la matière à réfrigérer continuent à circuler dans des directions oppo-
sées, de telle façon que les granules de la matière à réfrigérer sont en contact 
immédiat avec le médium réfrigérant. 

Supposons que la capacité calorique de l 'apparei l servant à mouvoir la 
matière à réfrigérer dans le contre-courant est nulle, c'est-à-dire qu'elle est 
négligéable dans nos calculs. Supposons de plus que les diamètres des granules 
peuvent être considérés comme nuls en comparaison avec les aut res données 
de l 'appareil e t que la matière à réfrigérer se répar t i t uniformément dans le 
médium réfrigérant, c'est-à-dire que la quant i té de la partie de la matière 
à réfrigérer qui peu t être trouvée dans un certain volume du médium réfrigérant 
es t proportionnelle à la grandeur du volume en question. 

Si la matière à réfrigérer ava i t une conductibilité thermique infinie, alors 
la température s'égaliserait pendan t une durée nulle dans les granules respec-
tifs, e t ainsi la tempéra ture des granules serait une fonction de la seule coor-
donnée longitudinale parallèle à l 'axe du tuyau formant l 'appareil réfrigérant. 
Pour cette raison, les calculs relatifs au réfrigérant de retour servant à la réfri-
gération des liquides peuvent ê t re appliqués dans ce cas aussi, sans aucune 
modification. 

Par contre, dans le cas où la conductibilité thermique de la matière à 
réfrigérer est finie, nous devons tenir compte du processus de conduction de la 
chaleur se produisant dans les granules respectifs. Dans cet ouvrage nous 
voulons justement nous occuper de ce dernier cas des matières à réfrigérer de 
conductibilité thermique finie. 

1 Les calculs contenus dans cet ouvrage ont été effectués sur la commando de 
l ' Insti tut de Recherche de l ' Industrie du Froid, de la Viande et des Conserves. 
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Ce travai l se ra t t ache in t imement au travai l [1J de l 'auteur . C'est pour-
quoi les équations resp. conditions (1), (a), (b), (cq) ou bien (cx*) e t (c2) se rap-
p o r t a n t au réfr igérant de retour sont conformes à celles de mêmes numéros 
du t r ava i l [1]. Il en résulte que la méthode de solution sera la même que 
celle de l 'étude mentionnée [1]. Vu que dans ce t ravai l [1] nous avons démontré 
l 'existence de la solution du problème traité, et que cette démonstrat ion peut 
être appliquée au problème actuel, nous ne nous occuperons pas de problèmes 
d'existences se r appor t an t au cas général , mais nous effectuerons les calculs 
t r a i t a n t le cas le plus important du point de vue des applications. Donc le 
problème de la réfrigération de r e tou r des matières granuleuses de conductibi-
lité thermique finie peu t être considéré comme un exemple se r appor tan t au 
type nouveau des problèmes aux l imi tes t rai té dans le travail [1]. 

A l 'encontre de l'analogie des problèmes t ra i tés dans le t ravai l [1] et 
dans l 'ouvrage présent , vu la différence de signe dans les conditions (b) (dans 
le t r ava i l présent ß e s t négatif: ß — — 1), le principe du max imum figurant 
dans l 'ouvrage [1] ne peu t pas être appl iqué dans le cas du réfrigérant de retour. 
Ainsi, au lieu du principe du maximum du travail [1], nous démontrerons deux 
autres principes du maximum correspondant à la na tu re du problème présent. 

Dans le § 1 nous établirons les équations e t les conditions caractérisant 
le processus de réfrigération. Dans le § 2 nous démontrerons deux principes 
du m a x i m u m et l 'unici té de la solution du problème. Dans la par t ie 1 du § 3 
nous effectuerons les calculs pour un cas concret, celui des granules de forme 
spliérique. Les démonstrat ions des assertions moins essentielles qui se présen-
tent au cours des calculs seront effectuées dans la partie I I du paragraphe, 
pour ne pas troubler la marche du calcul. Dans le § 4 nous ferons connaître 
le mode de détermination de la longeur du réfrigérant. Dans ce paragraphe, 
nous nous baserons en grand par t ie sur un point de vue purement physique 
en fa i san t abstraction aux considérations mathématiques rigoureuses. Enfin 
dans l 'appendice nous examinerons la répartition des racines des équations 
(20.a) e t (20.b), appelées équations caractéristiques, dans le plan des nombres 
complexes. Nous effectuerons cet examen séparément (d'ailleurs cet examen 
aurai t lieu dans la pa r t i e II du § 3), parce qu'au cours de la solution des équa-
tions a u x dérivées partielles à l 'a ide de la t ransformation de Laplace se 
présentent souvent des équations caractéristiques de type semblable à celles 
ci-dessus (voir p. e. [4], [7] p. 153, [9]), mais dans les manuels généralement 
connus on ne t rouve pas la discussion des racines de ces équations. Nous som-
mes d 'avis , que notre méthode2 peu t être appliqué avec succès dans d 'autres 
cas aussi . 

Les notations employées sont indiquées à la f in de l 'article. 
Définitions: Soit E un sous-ensemble de la frontière du domaine 91. 

Supposons la fonction f(P) continue e t admet t an t une borne supérieure sur 
l 'ensemble 91 + (93 — E). Nous dirons alors que la fonction f(P) possède une 
discontinuité de t y p e A sur la por t ion E de la frontière. Si nous remplaçons 
dans ce t te définition la borne supérieure par la borne inférieure, nous dirons 
que la discontinuité e s t de type A. Dans le cas où une fonction possède simul-
t a n é m e n t une discontinuité de type A e t de type A sur la portion E. la discon-
t inui té sera dite de t y p e A. 

2 L'idée de l 'application du I liéorème de Rouché sous la forme f igurant dans la 
démonstrat ion est due à M. F R E U D . 
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Nous dirons que le point P 0 de la frontière S du domaine С possède la 
propriété B, si le domaine С contient l ' intérieur d'une sphère Г, dont P0 
est sur la frontière. Dans le cas où chaque point de la frontière S possède la 
propriété B, nous dirons que la frontière S possède la propriété B. 

On appelle surface de Liapounoff toute surface jouissant des trois 
propriétés suivantes (voir [5]): 

1) il existe un plan tangent , et par conséquent une normale à la surface 
en chacun de ses points, 

2) soit & l'angle des normales appar t enan t aux point M , et M2, alors 

ê < E (M, M2Y (0 < ô < 1), 

où E et ô sont des nombres fixés, 
3) il existe un nombre d > 0 qui possède la propriété suivante : une droite 

parallèle à la normale appar tenant à un point arbitraire M de la surface n ' a 
que tout au plus un seul point commun avec la partie de la surface qui se t rouve 
dans la sphère de centre M e t de rayon d. 

Nous appelons fonction calorique d 'uni té du domaine С la fonction 
E(ç\P, t) satisfaisant à l 'équation de la chaleur (1) (voir [ l ] , p . 118) pour t> 0 
dans le domaine G limité pa r la surface S, de plus 

1. au cas où a > 0, continue dans 

(C + S) x (t > 0), 

2. au cas où a = 0 , continue dans [ C x ( í ^ 0)] + [ N x ( Z > 0 ) ] , e t ayan t 
une discontinuité de type A sur la portion S x (t=0) de la surface de ce domaine 
e t qui satisfait à la condition initiale et à la condition aux limites suivantes: 

Ef£\P, 0) = 0 (P £ G) 

EV(P,t) + a d E ^ P ' t ) = 1 (t>0,P£S). 
dn 

Dans tou te l'étude, nous supposerons que les solutions de l 'équation de 
la chaleur possèdent des secondes dérivées continues selon les coordonnées 
de lieu ж, e t des premières dérivées continues selon le temps t sur l'ensemble, où 
elles satisfont à l 'équation de la chaleur, de plus que la frontière S des granules 
est une surface mesurable [6]. 

§ 1. Établissement du problème 

Le t u y a u constituant l 'appareil réfrigérant est installé le long de l ' inter-
valle (0, l) de l 'axe ж, et il es t thermiquement isolé de son milieu. Les granules 
de la matière à réfrigérer resp. le liquide réfrigérant circulent dans la direction 
des valeurs croissantes resp. décroissantes de la coordonnée x. Les granules 
sont superposables et leur diamètre est négligéable en comparaison de la lon-
gueur et du diamètre du tuyau . Pour simplifier nous supposerons les granules 
homogènes, restriction non essentielle en ce qui concerne la méthode de la 
solution. Nous nous limiterons au cas stationnaire, indépendant du temps, 
à savoir que la température du liquide réfrigérant resp. la répartition de la 
température dans les granules respectifs sont les fonctions de la seule coordon-
née x. Cela signifie que les granules se t rouven t continuellement dans les mêmes 

9 A Matematikai Kutató Intézet Közleményei IV/3—4. 
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circonstances thermiques extérieures e t intérieures dans une certaine section 
transversale du tuyau. 

Considérons un granule assujetti au système de coordonnées (xx, x2, x3). 
Désignons par С ce granule resp. le domaine qu'il occupe. Soit S la frontière 
du domaine C. Suivons avec attention ce granule à par t i r de l ' instant de son 
entrée dans le tuyau. Mesurons le temps à partir de cet instant. Soit u(P, t) 
la température du granule. Cette fonction и doit satisfaire à l 'équation de la 
chaleur 

d ) 
Д 2 И Д 2 И Д 2 U , 9 « 

-I 1 = a 2 — 
9 x\ dxl 9 x\ 9 1 

о i n , I 
- 1 -4 > о 

к 

dans le domaine C. 
Soit F(x) la température du liquide réfrigérant. A l ' instant t le granule С 

peut être trouvé au lieu x = cxt, et ainsi la température de son milieu au mo-
ment t sera 

f ( c l t) = m. 

En raison de ce fait nous prescrivons la condition aux limites suivante sur la 
surface S du granule: 

(a) u ( p , t ) + a q - ^ = m 
dn 

(t > 0,P£S) , a = A 0 
h 

Nous distinguerons deux cas selon que h est fini ou bien infini. Dans le 
premier cas a > 0, dans le second a = 0. 

En considérant que la fonction f(t) figurant dans la condition (a) est 
aussi inconnue, nous avons besoin d 'une équation de plus contenant la fonc-
tion f(t). Cette équation sera fournie par le bilan thermique du système réfri-
gérant. 

Considérons le segment (x, x -f- dx) du système. Les granules a r r iven t 
x 

à ce segment pendant la durée t = — mesurée à part i r de leur entrée dans le 

tuyau. Dans ce segment un granule perd la quantité de chaleur 

Î* d u p, 

dn 
dSdt 

pendant le temps dt, donc tous les granules qui se t rouvent dans le segment 
(x, x -f- dx) perdent ensemble la quantité de chaleur 

qy=r-k 

'du p, X 

9 N 
— dS dt N К dx 



r é f r i g é r a t i o n d f . r e t o u r d b s m a t i è r e s g r a n u l e u s e s 3 3 1 

pendant le temps dt. Le médium réfrigérant gagne dans ce segment (x, x -f- dx) 
la quant i té de chaleur 

Q2 = [F(x) — F{x + dx)] w К c2g2 a2 dt = 

- — w К C2Q2 a2 F'(x) dx dt 

pendant le même temps. L'équation cherchée est fournie pa r l 'équation 
Q j = Q2 exprimant la conservation de la chaleur, l 'équation nommée bilan 
thermique: 

dS dt NX dx — — w К c2 g2 a2 F'(x) dx dt. 

oc 
En effectuant les simplifications possibles et en introduisant la variable t = — 

c i 
au lieu de x, notre équation prend la forme: 

o » ( W ü „ _ r f m 
) d n 

ди(РМ) _ л| f,m I с, юв2а_2 > о 

I с, Nie 

Finalement le problème sera complètement déterminé par la tempéra-
ture initiale du médium réfrigérant e t par la répartition initiale de la tempéra-
ture des granules: 

(ci) F {l) = M ) = F, t, = L 
c i 

(C2) u(P, 0) = u0(P) (PiC). 

Dans ce qui suit nous aurons besoin de la connaissance de la valeur 
F(0) = F0. F0 peut être déterminé à partir de la mesure de la réfrigération 
à at teindre par le système réfrigérant. En effet, supposons que nous voulons 
dériver une quantité q de chaleur de chaque granule au cours de la réfrigération. 
Alors nous devons dériver en somme la quantité de chaleur 

qx — q К Cj N dt 

de la matière à réfrigérer pendant le temps dt. La quantité totale de chaleur 
gagnée par le médium réfrigérant pendant le temps dt est: 

q2 = w К c2g2 a2 (F0 — F,) dt. 

F0 peu t être calculé à part i r de la condition qx = q2: 

F0 = Fl + qh 

c2 tv g 2 a2 

De cette façon la condition (c4) peu t être remplacée par la condition 

(c i*) F( 0) = / (0 ) = F0. 
11* 
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Enfin nous résumons toutes les équations e t conditions du problème: 
L'équation de la chaleur: 

d * u , Q 2 u , Q 2 u 2 d U I 2 nX 
1) 1 1 = a2— a2 > 0 . 

9 x\ 9 x\ 9 x\ Э t 
La condition aux limites: 

(a) u(P,t) + a d u ( F J ) =f(t) (t>0,P£S),(a>0). 
9 n 

Le bilan thermique: 

(b) f dS = y f'(t) (t > 0), (y > 0 ) . 
J 9 n 

s 

Les conditions initiales : 

(Ci) Ht,) = Fj (t, > 0), 

ou se qui revient au même: 

(oi*) /(0) = f0, 

e t 

(c2) u(P, 0) = щ(Р) (P£C). 

Nous remarquons que la méthode mentionnée au commencement du 
§ 4 du travail [1] nous permet de ramener la solution du problème, dans le 
cas où u0(P) ф 0, à la solution d 'un problème où u0(P) — 0. Mais dans ce 
nouveau problème la condition (b) augmente d 'un membre, conformément au 
membre Q(t) f igurant dans la condition (b) de l 'ouvrage [1]. 

Dans ce qui précède nous n 'avons pas t enu compte des conditions de 
continuité et de dérivabilité des fonctions en question. Pour fixer les idées, 
nous faisons les restrictions suivantes: 

Condition F: la fonction u(P, t) admet des secondes dérivées continues 
selon les coordonnées de lieu x-t e t une première dérivée continue selon le temps 
t dans le domaine С x ( /> 0), elle satisfait ici à l 'équation (1) de la chaleur et 
rempli t les conditions (a) et (b) pour / > 0. (Ici nous avons implicitement 
supposé que la fonction u(P, t) est derivable même sur la surface S du domaine С 
pour t > 0.) 

Condition F a > 0 : au cas où a > 0, u(P, t) est continue dans le domaine 
(C + S) X (i ^ 0). 

Condition F a = 0 : au cas où a = 0, u(P, t) est continue dans le domaine 
{Cx(t > 0)} + {S x (t > 0)}, et possède une discontinuité de type A sur la 
port ion Sx (t — 0) de ce domaine. 

Condition G: la fonction f(t) admet une dérivée continue pour t > 0 
et est continue même au point t = 0. 
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§ 2. Principes du maximum; unicité de la solution 

Dans ce qui suit nous aurons besoin de trois lemmes. Les deux premiers 
d'entre eux sont identiques aux deux premiers lemmes f igurant dans le t r a -
vail [1] de l 'auteur, c'est pourquoi nous ne faisons pas connaître ici leurs 
démonstrations. 

Lemme 1. Soit 

D = Cx(0 < t ^ T), 

H = {Cx(t = 0)} + {Sx(0 ^ t ^ T)}, 
de plus 

E = Sx [(i = tx) + ... + (t = «,.)] (0 g,tx< ... < tj ^ T). 

Supposons que la fonction V(P, t) satisfasse à l 'équation de la chaleur 
(1) dans D, soit continue dans D -j- H — 27 e t possède une discontinuité de 
type A sur la portion 27 de la frontière de D. Soit M la limite supérieure des 
valeurs de la fonction prises sur H — 27 : 

M = sup V(P, t). 
(p , t ) th - s 

Alors, la fonction V(P, t) ne peut pas prendre une valeur supérieure à 
M dans D. 

Lemme 2. Supposons que le point P0 de la frontière S du domaine С possède 
la propriété В et que la fonction V(P, t) non identiquement constante satisfait sur 
Cx (0 < t rf T) à l'équation (1), est continue dans 

B = {Cx(0 <t< T)} + (P0, T) 

et prend le minimum de ses valeurs prises dans В au point (P0, T). Alors 

lim 

où l est une demie-droite partant de P0 qui forme un angle aigu avec la normale 
intérieure de la sphère Г appartenant à P0. (Quant à Г, voir la définition de la 
propriété B.) 

Le fai t , qu 'au cas a — 0 la fonction u(P, t) ne doit pas être continue (et 
en effet, elle ne l'est pas) sur la partie Sx (t — 0) delà frontière de l 'ensemble 
C x ( t > 0) (voir la condition F a = 0 ) causera quelque difficulté dans les démonstra-
tions des prinoipes du maximum, c'est pourquoi nous avons besoin du lemme 
suivant: 

Lemme 3 . Soit la surface S du domaine С une surface de Jordan composée 
des surfaces de Liapounoff en nombre fini, de plus supposons qu'existe la 
fonction calorique d'unité E^\P, t). Alors, au cas où a = 0, les inégalités 
suivantes sont valables : 

a) si 
inf u0(p) > F,, 

alors 

b\ > F, ; 
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b) si 

alors 

Ft ^ sup u0(P), 
pec 

F0 < sup u0(P). 
PTC 

Démonstration, a) Supposons que F0 < FSoit F0 < y Si F„ e t soit t* 
la valeur la plus petite (t* > 0), pour laquelle f(t*) = y (voir fig. 1). Soit 
alors u*(P, t) la solution de l'équation (1) dans Cx(Û < t ^ t*) qui satisfait 
à la condition initiale et à la condition aux limites suivantes: 

u*(P, 0) = inf u0(B) 
RIC 

u*{P, t) = y 

(PiC), 

(0 < t ^ t*, P(S), 

de plus qui possède une discontinuité de type A sur la part ie Sx(t = 0) de la 
frontière de l'ensemble C x ( 0 < t*). 

i n f u 0 6 

Alors ii découle du lemme 1, que 

(2) u*(P, t) ^ u(P, t) (0 A K t*,P (C). 

D'autre par t , vu que le minimum de u*(P, t) sur un ensemble arbitraire 
(C + S) X (0 < t g, t) (0 < t gi t*) est justement la valeur y prise sur la fron-
tière S, il s 'ensuit que 

(3) 
du*(P,t) 

9 n 
< 0 (0 < t*,P(S). 
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En utilisant l 'équation(l) e t le théorème de Gauss3, on obtient le rapport 
suivant: 

f /• 

[u(P, 0) - u(P, t*)] dC= — J j ' - dt dC = - i j 'J A u(P, t) dt dC = 

с о с о 

= - i f f A u(P, t) dC dt = — f f û dSdt. 
a2 J J a2 J J dn 

oc os 

En considérant l 'inégalité (2), en t ransformant de la manière ci-dessus 
l 'intégrale de volume qui se produit, à l 'aide du théorème de Gauss, en une 
intégrale de surface, enfin en faisant usage de l'inégalité (3), nous arrivons 
à l'inégalité suivante: 

\[u(P,0)-u(P,t*)]dC^ Ç[u*(P,0)-u*(P,t*)]dC=-- j ( du*^F'i)dSdt^t). 
J J a2 J J dn 

с с us 

Après avoir comparé notre résul tat à (4), nous obtenons 

<5) j j ^ M d S d t ^ 0 
9 n 

о s 

Intégrons tous les deux membres de l 'équation (b) selon t entre les bornes 
t = 0 et t = t*: 

(6) 

о s 

'9 u(P,t) 
9 

0 AS dt = y J f'(t) dt = y[f(t*) - /(0)] = y(p - F0) 

Or c'est impossible, parce que selon (5) le premier membre de cette équation 
est non-positif, cependant le second membre est une quant i té certainement 
positive d'après l 'hypothèse. 

b) Dans ce cas aussi nous pouvons procéder de la même manière qu 'au 
cas précédent a). Soient 

sup u0(P) A p < F0 
PtC 

e t t* la valeur la plus petite (t* > 0) pour laquelle /(/*) = p . En définissant la 
fonction auxiliaire u*(P, t) de la même façon qu'au cas a), e t en considérant 
que la valeur p est le maximum de u*(P. t) dans l ' intervalle 0 ^ t AL t*, nous 

3 Pour pouvoir appliquer le théorème de Gauss on a besoin des conditions supplé-
mentaires se rappor tant à la fonct ion u(P, t) pour t — 0. Mais on p e u t voir aisément que 
si l 'on écrit la limite t —» + 0 a u lieu de t = 0, l 'exactitude de nos transformations sera 
vérifiée. 
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pouvons aboutir à l'inégalité (6) avec cette différence que main tenant le premier 
membre resp. le second membre se présentent non-négatif resp. certainement 
négatif. C. qu. f. d. 

Après cela passons à l 'é tude des principes du maximum. 
Pour pouvoir nous exprimer plus facilement convenons de ce que c'est 

en effet une réfrigération (et non le chauffage) qui s 'effectue dans l 'appareil 
réfrigérant. Alors notre premier théorème exprime que la température des 
granules à réfrigérer ne p e u t pas être plus basse que la température d 'entrée 
Fi du médium réfrigérant à supposer que le minimum de la température des 
granules au moment initial ne soit pas inférieur à F,. Le deuxième théorème 
exprime que la température du médium réfrigérant ne p e u t pas surpasser le 
maximum de la température initiale des granules. 

Dans nos théorèmes nous supposons que la surface S possède la propriété 
B. Mais vu qu 'aux cas a — 0 nous aurons besoin du lemme 3, dans ces cas 
nous devrons encore supposer que la surface soit une surface de Jordan com-
posée des surfaces de Liapounoff en nombre fini. 

Théorème 1. Si 
inf u0(P) ^ F,,' 
PTC 

alors 

min u(P, t) > F, (0 < t < t,) 
pec+s 

Démonstration. Supposons qu'il existe un point (P0, t0) (0 < t0 g, t,). 
tel que 

u(P0, t0) = p < F,. 

1° Soit о > 0. Alors (en vertu de la continuité de u(P, t), voir la condition 
Fa>o) du théorème de T Y K H O N O F F (voir p. e. [10]) découle l'existence d ' u n 
point (Pv tß) (0 < tx ^ t0, P x £ S), pour lequel 

u(Pv <x) = p. 

De la continuité de u(P, t) résulte l 'existence d'un t*, le plus petit possible 
(0 < t* g. ix), pour lequel on peut encore trouver un po in t P* £ S tel que 

u(P*, t*) = p, 
mais 

u(P, t) > p, si, (P, t) £ {(C + S) x (0 ^ t < t*)}. 

voir fig. 2). Alors il s'ensuit du lemme 2 que 

(7) ° - « < ™ * - > < 0 . 
dn 

Il vient de la condition (a) en vertu de (7) que 

min u(P, t*) = p > f(t*). 
Pec+s 

4 Au cas de a > 0, en ve r tu de la condition de continuité se rapportant à u{P,t) 
(condition Fa>o) on peut écrire „min imum" au lieu de „ inf imum". 
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inf Ц 

f * /•** 

Figure 2 

Pour cela à fortiori 
«(P, t*) > /(/*) 

pour chaque point P de e t de cette manière il découle de (a) que 

3u(P, P) 

dn 
< 0 

(PÇtf) 

(p£8) 

pour chaque point P Y S. 
En faisant usage de cette inégalité on obtient de (b): 

É t a n t donné que 
/ ' ( /* ) < 0. 

f(t*) < F, e t /'(**) < 0, 

il doit exister un point t** > t*, le plus proche à droite de t*, où 

/ '(<**) = 0. 

Dans l 'intervalle t* < t < t** la courbe min u(P, t) ne peut pas couper 
Pec+s 

la courbe f(t). En effet, si elle la coupe, alors désignons par t' (t* < t'< t**) 
le point d'intersection le plus proche de t*. É tan t donné que la fonction f(t) 
est s tr ictement décroissante dans l ' intervalle t* < t < t', c'est pourquoi 

min u(P, t') < min u(P, t*) = min u(P, t), 
P e c + s P e c + s Pec+s 

0£t<,f 
et ainsi 

min u(P, t') = min u(P, t) = u(P', t') ( P ' £ S) . 
Pec+s pec+s 

Donc, en ver tu du lemme 2 

3 u(P', t') 

dn 
< 0 ; 
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d 'au t re part en vertu de (a) 

9 u(P', t') 

9 n 

Nous sommes ainsi arrivés à une contradiction. Pa r contre si les deux courbes 
ne se coupent pas dans l ' intervalle t* < t si t**, donc même pas au point 
t**, alors il résulte de (a): 

;1}',7',М'<„ (P £ S) 
9 n 

pour chaque point P £ S et de cette manière il découle de (b): 

/ ' ( /**) < 0, 

ce qui contredit le choix de t**. 
2° Soit a = 0. Envisageons maintenant la condition (a) réduite simple-

ment à la condition 

(8) u(P,t)=f(t) (Pi S). 

En se basant sur le lemme 3a) on a /(0) = F0 ^ E ( , e t de cette façon la 
fonction f(t) a t t e ind le minimum de ses valeurs prises dans l 'intervalle 0 SI t ^ t, 
à un point intérieur t* de cet intervalle (fig. 3). (il existe peut-être plusieurs 
points de cette espèce.) Il résulte de la définition de t* et du lemme 1 que 
la fonction u(P, t) atteind le minimum de ses valeurs prises dans 
(C + S) X (0 < t si t*) au moment t*, et ce qui est plus, en vertu de (8), 
simultanément sur toute la frontière de C. Pour cela il découle du lemme 
2 que 

9^*><0 (F i S) 
9 n 
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pour chaque point P Ç S, e t de cette manière, selon la condition (b) 

(9) f'(t*) < 0. 

D'autre par t du fait que t* est un point intérieur de l ' intervalle 0 ^ t ^L th 

e t ici f(t) a un minimum, il résulte f'(t*) = 0, ce qui contredi t (9). C. qu. f. d. 

Théorème 2. Si 
F, ^ sup «o(P),ä 

Р Б С 

alors 
f(t) ^ sup u0(P) (0 < t < t,). 

pec 

Figure 4 

Démonstration. Supposons qu'il existe une valeur t = t0, pour laquelle 

f(t0) = y > sup u0(P). 
PtC 

1° Soit a > 0. En t e n a n t compte de ce que f(t) n ' es t pas identiquement 
constante (en effet, f(tt) = F, < y), nous pouvons choisir les valeurs de y e t 
de t0 de manière telle que 

Ш < 0 

(fig. 4). Alors il résulte de la condition (b) qu'il existe un point P0 £ S tel que 

9 « ( / V о ) < 0 i 

a n 

et de cette manière 

max u(P, t0) > f(t0) = y. 
PEC + S 

6 Au cas de a > 0, en v e r t u de la condition Fa>o, on p e u t écrire „max imum" 
au lieu de „supremum". 
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Il s 'ensuit de la continuité de u(P, t) (condition F a > 0 ) en reproduisant 
la suite des idées suivie au commencement de la démonstration du théorème 1, 
qu'il existe un t* (0 < t* < t0), le plus pet i t pour lequel on peut trouver un 
point P* £ S tel que 

u(P*, t*) = y, 

mais 

u(P, t) < y, si (P, t) £{{C + S) X(0 g t < t*)} . 

Alors il découle du lemme 2 que 

3 u(P*,t*) 
(10) — ' > 0 . 

dn 

On obtient de la condition (a) d'après (10): 

max u(P, t*) = u(P*, t*) < f(t*), 
PtC + S 

e t de cette façon il s'ensuit de (a), conformément au résul ta t obtenu dans la 
démonstration du théorème 1, que 

> 0 S) 

dn 

pour chaque point P £ S. De là en vertu de (b) il résulte 

f'(t*) > 0. 
Étan t donné que f'(t0) < 0 et f'(t*) > 0, il faut qu' i l existe un poin t 

t** (t* < t** < £0), le plus proche de t*, pour lequel 

/'(<**) = 0. 

En reproduisant mot à mot la partie de la démonstration du théorème 
1 qui vient sur ce point, n ' en changeant que le terme minimum avec celui 
maximum et le signe < avec le signe > , nous aboutissons à l'inégalité 

/'(<**) > 0, 

ce qui contredit la définition de t**. 
2° Soit a = 0. Nous nous référons de nouveau au fa i t que la condition 

(a) au cas de a = 0 se réduit à la condition (8). Puisque selon le lemme 3b) 

/(0) = f0 è sup u0(p), 
pec 

la fonction f(t) prend le maximum de ses valeurs prises dans l 'intervalle 
0 g t g tt en un point t* intér ieur à cet intervalle. En su ivant complètement 
les raisonnements employés dans le point 2° de la démonstration du théorème 1, 
on obtient les résultats /'(£*) > 0 et f'(t*) = 0, qui se contredisent mutuelle-
ment. C. qu. f. d. 

Corollaire. L'unicité du système de solution {u(P, t), f(t)] résulte d'un 
quelconque des principes du maximum ci-dessus de la manière bien connue. 
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En effet , s'il existait deux systèmes de solution, notamment {uy, fy) 
e t {u2, f2} , allors le système {u1 — u2, f1 — /2} satisfairait aux conditions 
initiales homogènes, c'est pourquoi nous aurions en même temps, en v e r t u du 
théorème 1 resp. du théorème 2, 

ui — M2 ^ 0, u1 — u2 <1 0, 
resp. 

f i ~ ft > 0, Л — / , ^ 0, 
d'où l'on obtiendrait u1 — u2= 0, resp. f1 — /2 = 0, e t suivant la condition 
(a) f1 — /2 = 0, resp. Uy — u2 = 0. Ce dernier résultat Uy — u2 = 0 découle 
du théorème d'unicité bien connu (voir [9] pp. 83—85) selon lequel la condi-
tion aux limites (a) (où maintenant f(t) es t supposée connue) détermine sans 
équivoque avec la condition initiale (c2) la fonction u(P, t). Pour pouvoir se 
référer à ce théorème d'unicité on doit se servir des restrictions imposées sur 
la surface S dans le lemme 3. 

§ 3. La solution du problème au cas des granules 
de forme sphérique 

Partie I 

Nous nous occuperons du cas où les granules sont des sphères de rayon R. 
La température initiale u0(P) figurant dans la condition (c2) soit une constante 
indépendante du lieu: 

u0(P) = u0 ( = constante). 

Alors la fonction u(P, t), en ce qui concerne les coordonnées de lieu, ne dépend 
que de la seule coordonnée radiale r mesurée à partir du centre de la sphère: 

u(xv x2, x3, t) — u(r, t). 

Il s'ensuit que la condition (b) peut s'écrire sous la forme: 

ou plus simplement: 

4 - y m . 
3 r 

9 M ( Â ' l ) = ù / ' ( i ) M - a 
3 r \ СУ 4 # 2 л Nk 

Effectuons la transformation 

u(r, t) = u0 [1 + v(r, i)], 

fit) = u0[l + g(t)]. 
Alors les nouvelles fonctions v(r, t) e t g(t) doivent satisfaire aux équations 

resp. aux conditions suivantes: 

(11) Ë f + I Ë ? . ^ (i > 0, 0 r < R), 
Э r 2 r dr 31 

(12) v(R, t) +a 9 V{R'l) = g(t) (t > 0 ) , 
dr 
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(13) (t < 0 ) , 

(14) 0(0) = 00 = — - ő 

( 15) 

u 0 

V(r, 0) = ü (0 ^ r < R). 

Nous avons effectué cette transformation essentiellement pour obteni r 
une condition initiale homogène pour la fonction v(r, t). 

Nous établirons la solution du problème à l'aide du principe de Duhamel 
(voir [2]). Soit Е(аЦг, t) la fonction calorique d'unité du domaine 0 < r < R. 

En connaissance de cet te fonction nous voulons établir la solution de 
notre problème conformément au principe de Duhamel sous la forme 

É tan t donné que cette fonction satisfait à l'équation (11) e t aux conditions 
(12) et (15) dans des conditions suffisamment faibles concernant la fonct ion 
g(t) — conditions qui seront vérifiées —, not re problème se réduit à la dé te r -
mination de la fonction g(t) à part ir de la condition (13). La fonction g(t) sera 
calculée à l 'aide de la transformation de Laplace. 

Soit З ' l 'opérateur de la transformation de Laplace selon la variable t. 
Par la suite nous nous servirons de l ' identi té 

(16) V(r, t) = j' g'(T) E(a\r, t T) dt -f- g0 Eßr, t). 
о 

(17) J Ф(т) 4>(t - r ) dr] = 
о 

se rapportant à la transformée laplacienne de l'intégrale 
t 

[ Ф(т) W(t — r) dr 

0 

La transformée laplacienne de cette équation est: 

r Э в<«)(.й,2>) , Э e(a\R,p) Ar . . 
LP <P(P) - 0ol + 0 0 — à[p q>(p) - 0 o J . 

dr д r 
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d'où 

ôffo 

P о  
9 r 

La transformée laplacienne e(")(r, p) selon [7] est: 

R2 sh (a ]fp r) 
e<n>(r, p) = 

— a)sh(a ]/pR) ф aa]fpReh(a ]fpR)] 

Cette formule est valable pour a > 0 ainsi que pour a = 0. En dérivant selon r : 

9 da\R,p) _ a]/pRch(aYp R) — sh(a]fpB) 
dr ~ p[(R — a) sh ( a f p R) + a a fpReh (a f p Ä)] ' 

En remplaçant cette dérivée dans l'expression de <p(p): 

(R — a) sh (а]/рК)фаа \!p R oh (a ]fp R) 
( 1 8 ) y(p) = ôgQ 

[ô(R — a)pф 1] sh (a ]/p К)ф(адр- l)a\fpRch(a ]fpR)' 

Maintenant notre problème consistera à déterminer la t ransformée 
inverse g(t) de la fonction y(p), ce qui se fera à l'aide de la formule 

Cû+iœ 

(19) g(t) = - ( <p(p)e»<dp 
2л г J 

о}— I TO 

de Riemann—Meilin et du théorème des résidus. 
Dans la formule (19), со signifie un nombre tel que la fonction <p(p) est 

régulière dans le demi-plan Re p > со. L'existence d'un tel со sera démontrée 
dans la part ie I I (point 1°) du paragraphe. 

Les singularités de la fonction cp(p) ne peuvent avoir lieu qu'aux po in t s 
où le dénominateur s'annule. Les racines négatives resp. positives (dans le 
cas où il existe des racines positives) du dénominateur, après les substitutions 

— u 2 

aVpR == i и , p = , 
a2 R2 

resp. 
x 2 

a]/pR = x, p= — , 
a2 R2 

sont fournies par les racines réelles différentes de zéro des équations suivantes, 
nommées équations caractéristiques: 

i n ô 3 p H p 
a2R2 

(20.a) tgp = 
ô(R-a) ' 

a2 R2 
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resp. 

(20.b) thy. = 

a ó 
y yJ 

Y ô(r-a) 

à2 r2 

Nous démontrerons dans l'appendice que les racines réelles des équations 
(20.a) et (20.b) fournissent toutes les racines du dénominateur de la fonction 
<p(p), c'est-à-dire toutes les racines du dénominateur en question sont réelles; 
les racines des équations (20.a) resp. (20.b) peuvent être relevées sur les figures 
5.a resp. 5.b. On peut voir immédiatement sur ces figures que le dénominateur 

a = 0 

l 

л / З л у 4 л / 

V r 7 
a>0 

1 / У/ J J / J 2n / 3jt/ 4 л / 

1 ~~ L 

1 
Süss-

Figure 5a 

de cp(p) possède une infinité de racines négatives et un nombre fini de racines 
positives. (Il n'existe peut-être pas de racines positives.) Plus précisément: 
nous démontrerons dans l'appendice qu'au cas où 

^ 1 
a2 R 
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le dénominateur de <p(p) ne possède pas de racine positive, tandis qu 'au cas où 

a 2 r 

il a précisément 1 racine positive. Nous reviendrons sur l ' interprétat ion physi-
que de ce phénomène à la fin du § 4. 

(x -0 

a>0 

Figure 5b 

Considérons la portion du chemin d'intégration figurant dans l ' intégrale 
(19) qui se trouve entre les branches de la parabole 

( 2 1 . a ) 

resp . de la parabole 

( 2 1 . h ) if 

rf = -
4 то2 л2 

a2 R2 

m2 л2 

a2R2 

112 t i 1 m \ л2 I \m 4- — 

— I L U + L — 
a2 R2 V 1 a2 R2 

л* 

(m est un 
nombre entier) 

(m est un 
nombre entier) 

su ivan t que a > 0 ou bien a — 0. Ici £ resp. y signifient la partie réelle resp. 
imaginaire de la variable p : p — £ -f г y. Désignons cette portion pa r Lv 
e t par L2 la port ion de la parabole se t rouvant dans le demi-plan R e p jg со. 
Comme on le verra dans la part ie I I (point 2°), pour des m, suffisamment grands 
l a fonction <p(p) ne possède pas de singularité sur la courbe L2. e t ainsi, selon 
le théorème des résidus: 

(22) — f <p(p)eptdp= £ Res [(p{p) ept] , 
2 Л1 J I , r L, 

LI + L , 

1 0 A Matematikai Ku ta tó Intézet Közleményei IV/3—i. 
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où 2 ' se rapporte a u x singularités de <p(p) se t rouvan t à l ' intérieur de la courbe 

fermée Ly + L2. Nous montrerons dans la par t ie I I (point 2°), qu 'au cas où 
m -a oo, l ' intégrale prise sur L2 t end vers zéro: 

lim I <p(p) ept dp = 0 , 
m - . o= J 

e t ainsi 

a>+ía> 

(23) g(t) = l j (p(p) ept dp = — lim Г <p(p) ept dp = 2 Pes [g>(p) e" (], 
2л i J 2л i m-со J 

Ш—l'a, L , 

où E se rapporte à toutes les singularités de la fonction cp(p). 
Vu que la fonction à intégrer dans l ' intégrale (19) prend des valeurs 

conjuguées aux lieux conjugués, la valeur de l'intégrale est purement imagi-
naire, c'est-à-dire la fonction g(t) est réelle; cela est par ailleurs naturel selon 
la nature du problème. 

Soient Ф(р) resp. 4'(p) le numérateur resp. le dénominateur de 9o(p): 

Ф(р) = ô g0[(R - a) sh (a ]rpR) + a a ]fpR ch (a ][pR)], 

W(p) = [<3(7f — a) p + 1] sh (a fpR) + (aôp—l)a ][pR ch (a fpR). 
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É t a n t donné que le point p = 0 est un point de ramification e t une racine 
de Ф{р) ainsi que de 4*(p), c'est pourquoi nous calculons le résidu de la fonction 
f(p) ept au point p = 0 h l'aide du développement en série des fonctions Ф(р), 
<P(p) e t epl: 

Ф(Р)  
a yßr 

— r + p 

',,{l>) — p \dR 
a jIp И I 

a 2 R3  

6 

_ a2 R-

3 

a a 2 R2  

3 
+ p4... ) + 

+P2 (P R* 
" H 

a 
a2 R2 +P2 

— - - + d " H a2 R2 +P2 

30 6 3 

я6 R6 „ R a 
cPR* — - + 0 cPR* 

840 120 30 

+ 

+ P 4 ( . . . ) + . . . , 

ept = 1 + pt 
Il en résulte que 

pour 
a 2 R 
3d ф 1 

Iles [ç>(p) epl I 
p = о 

i/o 
1 

t andis que 

1 
dit ' 
3ô 

pour 

Res [(p(p)ep,\ 
p = 0 

= 9a 
1 i)R(R 

cPR _ 

3d ~ 

7 a) + 1 7 5 a2 

+ 9 a t . 
I(R + 5 a)2 ô(R+5a) 

Le fait que chacun des membres des équat ions caractéristiques (20.a) 
e t (20.b) est une fonction impaire, ainsi, dans la détermination des résidus, 
out re la racine p = 0, il est suffisant de nous l imiter aux racines positives des 
équations caractéristiques. Nous désignons les racines positives de l 'équation 
(20.a) par pv (v = 1 ,2 ,3 , . . . ), et pa r к la racine positive (si elle existe) de l 'équa-
t ion (20.b). (Comme nous l 'avons dé jà mentionné, l 'équation (20.b) a tou t au 
plus 1 racine positive.) 

Soient pv (v - 1 ,2 ,3 , . . . ) resp. p_x les valeurs de la variable p correspon-
d a n t à p = pv resp. à x. Comme nous le verrons dans l 'appendice (et en par t ie 
on peu t le voir sur les figures 5.a e t 5.1) aussi), tou tes les racines positives des 
équations caractéristiques ont une multiplicité simple. Par conséquent 

ф(р* Res\w{p) ep ' l =- ep„f 
Ф'(рг 

(v = — i , 1 , 2 , 3 , . . . ; 

et pour cette raison l'expression (23) peut s'écrire de la façon suivante : 

(24) f j ( t ) = ;/0(4u> 
' /"(/л.) 

1 0 * 
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où E* signifie que le terme correspondant à v = 0 ne figure pas dans la somme, 
e t 

pour 

on a 

4 0 ) 

a4t 

3(5 

1 

ф 1 

1 — 
a2R 

3(5 

pour a2R 

3(5 
= 1 

on a 

,l(o) = Ю Д ( В + 7 а ) + 1 7 5 а 2
 = 5 

0 7(й + 5а) 2 0 (5(i?-f- 5 a) 

La dérivée du dénominateur xP(p) est : 

T'{p) ô(R - a ) + E(aôp — 1) a2R2  

2 

- f - ( 5 Я + a ô 
9 

En effectuant les substitutions 

Vv~ ~ 

sb (a YpR) + 

a YpR ch (a YpR). 

pï 
a2 R-

( r== 1 , 2 , 3 , 

e t 

p-1 = 
a2R2 

dans (24), on obt ient : 

(25) 

ou 

a = 

9(t) = g0A0 + g0A_xe
a'R' + 0 o Z 4 e a'R' 

(B — a)tgpv + apv 

R — a 
a2r2 a 

2 ô 

h \ 
tgpv+ I ; + « | p 

(v = 1, 2, 3, . . . ) , 

et 

a_x 

pí 

(R — a) t h x -f- a x 

R — a 
a2 R2 a 

2d 2 
t h « + 
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En y subst i tuant la valeur de t g /t,, de (20.a), resp. la valeur de t h y. de (20.b): 

2 
A., = 

a2R 

ö I R a2R2 

2 « 2 < 5 4 
Pv Pv 

a2 R3 

( r = 1 ,2 ,3 , . . . ) , 

resp. 

а-г „ a2r ( 
3 — - — + 

à 
+ a 

r 
.R — a 

a2 R2 
2 a 2 0 4 x у* 

a2R3 

Considérant — comme on peut le voir de l 'équat ion (20.a) ou b ien sur la figure 
5.a — que pour a > 0 resp. a = О on a 

~ (2 v + 1) • 

resp. 
fiv~v:r, 

e 'est-à-dire dans tous les deux cas 

= 0 
Pv 

11 

V ) 

on voit aisément que les coefficient Av tendent for tement vers zéro, et ainsi 
la série (25) converge bien. La vitesse de convergence est augmentée par les 
fac teurs exponentiels. 

E n remplaçant la forme (25) de la fonction g(t) dans l 'expression (16) de 
v(r, t), nous obtenons la répart i t ion de la t empéra tu re dans les granules. Sur 
ce po in t nous avons encore à démontrer que la série (25) de g(t) peut ê t re 
remplacée dans l 'expression (16) e t que la dérivat ion selon r d a n s l 'expression 
(16) de la fonction v(r, t) après le signe d'intégrale es t légitime. 

La série dans (25) est absolument et uniformément convergente dans 

l ' interval le 0 < t < oo, car au cas a > 0 A„ = О , tandis qu ' au cas a = 0 

A„ 

ff(t) 

о 
1 

. La série obtenue p a r la dérivation terme à t e rme de la série de 

1. au cas a > 0 est absolument et uniformément convergente dans 

l ' interval le 0 ^ t < oo, car ses coefficients sont d 'ordre О —1 , tandis que 
v2) 

2. au cas a = 0 pour n ' impor te quel e > 0 elle est de nouveau absolu-
men t e t uniformément convergente dans (e, -j- oo), car ses coefficients sont 
d 'ordre 0(1), e t g'(t) = 0 íflL] d a n s le voisinage du point t = 0, comme nous 

H 
le démontrerons dans la partie I I (point 3°). 

Pour cette raison la série de l a fonction g(t) peut être en e f fe t remplacée 
dans l'expression (16). 
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Comme il peut être vérifié à pa r t i r de la forme explicite de Et") (r, t), 
l i 

dans le voisinage du point 
r)Et")(R, t) 

dans le cas où a = 0, ' est d 'ordre О 9 r f 
t = 0, e t naturellement est bornée même dans le voisinage du po in t 
pour a > 0; la dérivation selon r dans l'expression (16) de v(r, t) peut 
être effectuée après le signe d'intégrale. 

Partie ÏI 

1° Il existe une valeur réelle w telle que le dénominateur de la fonction 
<p(p) ne s'annule pas dans le demi-plan Re p + со. 

Démonstration. Considérant la relation entre p e t p, notre assertion 
sera vérifiée si nous montrons l'existence d 'une valeur réelle Q telle que l'équa-
tion (20.a) ne possède pas de racines dans le demi-plan Im p .< Q. 

É t a n t donné que pour // —v | — г оо (— оо < | < -f- оо) 

I tg p I -»- 1 

uniformément en tandis qu'au cas a > 0 la valeur absolue du second membre 
de l 'équation (20.a) t end vers со, resp. au cas a = 0 elle tend vers 0 pour 
p—p oo, par conséquent la valeur cherchée Q existe. 

2° Pour un m suffisament grand le dénominateur de cp(p) ne possède 
pas de singularité sur la courbe L.2 et 

(26) lim j <p(p) ept dp = 0 . 
71-* -со 1 

Démonstration. Pour raison de brièveté nous nous limitons au cas 
0. La cas a > 0 peut être traité de la même façon. 

4 

Г " 

JL 
4 

-(m+i)jt 

(m+ jr)m 

л 
4 

(m + 4r)n 

Figure 7 

Employons la substitution 

a \lpR — z, p z2 

a2R2 

dans l 'intégrale (26). Alors le chemin L2 devient le chemin L'2 donné sur la 

figure 7, ou e = О (— j . L e résultat de la substitution est donc: 
то! 



r é f r i g é r a t i o n d e r f . t o o r d e s m a t i è r e s g r a n u l e u s e s 351 

J = j <p(p) ept dp % Г 
a2R 

sh z , a'R' 

L, 

dz = 
г2 + 1 

a2R 
sh z — z ch z 

J (1 + a2 z2) — z c th ; 
е а | г ! / ( l z ) 

l: 
où av a2 et a3 sont des constantes. 

Effectuons la substitution 

m + 
11 

л i 

On obtient: 

J = ax 

Я + m Л1 

1 + a. 

( т + у ) я f 

Я + m-\ тег 
2 

m - j -

dL 
t h Я 

Vu que I th X j ^ 1, la fraction dans la fonction à intégrer est d'ordre О 

ainsi elle ne peu t pas posséder de singularité sur le segment 

1 

m 

m + - те — e < Я ig 
2 

m те + e 

pour un m suffisamment grand. Nous obtenons l 'estimation suivante pour J : 

J = 0 
1 

R 
m J 

Д ' + К т И ' I dl = 

( т + у ) я + 

o J а ;Гд«_( т +1уя»1 f 
e 1 1 2 j dA. 

- (m+2" W-e 

Ici l'intégrale es t d'ordre 0(1), par conséquent 

1) 
.7 = 0 

mi 

3° Au cas où a = 0, l'ordre de grandeur de la série dérivée de la série 

t» _ !>ь . 
W ) = 2 Av e a'R' 

est 0 — dans le voisinage du point t — 0: 
\ \ t) 

y>'(t) ------ 2 a've a'R" =•-- о 
v=l 

1 

f t 
(t ~ 0) 
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Démonstration . Comme au cas a — 0 

Av = ol± 

( v 

on obtient pour les coefficients de la série dérivée: 

A'v = 0(1). 
Ainsi pour des constantes convenablement choisies av «2. a3 et M (M est un 
nombre entier positif), l 'inégalité suivante est valable: 

y ' ( 0 < a, + a2 2 е"'рг' < a, + a, I ea>4dv = 
v=M J 

= a, + a , 4 = ( e~a>v2 dv = 0 ' 1 
1 2 1 / U f i l 

§ 4. Détermination de la longueur de l'appareil réfrigérant 

En remplaçant l'expression (25) de la fonction g(t) dans f(t), puis en 
remplaçant cette dernière dans l 'équation F(c, t) = f(t), de plus, en considérant 
la relation x = c,t, on obtient la température F(x) du liquide réfr igérant: 

x' X a id, X 
Л<«> + A<J>t + A_, e"'*' d + 2 A„e~ ** T, 

v=l 
(27) F(x)=--u0+(F0-u0) 

La longueur l de l'appareil peut être déterminée à partir dè la condition 

(28) F(l) = F,. 

Si --— < 1, et si nous ne tenons pas compte de la somme qui contient 
a2R 

seulement des fonctions exponentielles de puissance négative, alors l 'équat ion 
(28) peut se met t re sous la forme suivante: 

Xs l 
«„ + (F0 - M0) 14«> + A_, 4 = F,, 

d'où 

l — 

«o — j j 
a2R2c, u0 —F0 

A<,°> 
3d 

a2R 
< 1 

Le cas — = 1, é tant pratiquement sans intérêt, nous ne le t ra i tons pas. 
a2R 

3 ô 
Si > 1, et si nous n'envisageons que le premier terme de la somme 

a2r 
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dans l'expression de la fonction F(x), alors l 'équation (28) fourni t le résul ta t 
suivant: 

= A . | M > 1 1 . 
a2R 

l 
ц\ u0 F, _ 0) 

u0-F0
 0 

Enfin nous voudrons rendre clair la signification physique de la quant i té 
3 ö 

, et montrer pourquoi le fa i t que cette quantité est supérieure ou b ien 
a2R 
inférieure à 1 joue un rôle dans l'existence de la racine x. 

Soit U[ la température moyenne des granules dans la section x — l, 
c'est-à-dire la température moyenne de sortie. Alors les granules t ransmet tent 
au liquide réfrigérant la quant i té de chaleur 

ксх A ——- gx ах(и0 — щ) 
ó 

par unité de temps. Le liquide réfrigérant p rend pendant le même temps la 
quant i té de chaleur 

К c2 w g2 a2 (F0 — F,) 

des granules. É t a n t donné qu'i l n'existe pas de transmission de chaleur vers 
l 'extérieur, ces deux quantités sont égales: 

4 R3n 
Kcx N qx g+uQ — u,) = Kc2 w o2 o2(f0 — f , ) . 

3 

Cette équation, après avoir a r rangé et utilisé les définitions de Ô et de a : 

1 c2 WQ2O2  

' 4 ъ 2 л cx nk 

a 2 = , 
к 

peu t se mettre sous la forme 

3 ô u 0 — U[ 
( 2 9 ) 

a2R F0 - F, 

Examinons ce qui se passe si l—У СО pour des valeurs u0 et F0 fixées. 
Si à ce passage à la limite щ e t Ft ont des limites, alors ces l imites sont égales, 
car sur un chemin infiniment long les granules prennent la température du 
liquide réfrigérant: 
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Alors l 'équation (29) peut ê t re écrite de cet te manière: 

/29*) 3 

a2R F0 — T „ 

Au cas d'une réfrigération on a u0 > F0 > Tc'est pourquoi 

a2 R 

Donc, si pour l oo щ et F, possèdent des limites finies, alors 

(30) > ! ; 
a-r 

il est évident que l 'assertion inverse est également vra ie : au cas où (30) se 
réalise, и„ = F „ = T„ existe , et sa valeur peut être déterminée à pa r t i r 
de l'expression (27) de F(x) (maintenant le membre contenant к ne se présente 
pas): 

F(oo) = u0 +(F0 - u0) AM = v0 + (F0 - u0) a i f í . 

30 

Ce résultat coïncide parfai tement avec le résultat (29*) obtenu par un calcul 
élémentaire. 

Par contre, au cas 

—— < 1 
a2R 

es limites de ut et Ft n 'exis tent pas: ut e t F, deviennent infinis. Dans ce cas 
a condition (29*) donne le résultat 

f o - t , -

et si T„ existait, cela donnerait 

«o Á F 0 , 

ее qui est naturellement impossible dans le cas d'une réfrigération. 

Appendice 

Discussion des racines des équations caractéristiques 

Nous allons démontrer le théorème suivant se rapportant au dénomina-
teur 

t f ( p ) = [ô(R — a) p + 1] sh (afpR) + (a bp — 1) a f p R ch(afp R) 

de la fonction cp(p). 
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Théorème. 
a) toutes les racines de la fonction 4J(p) sont réelles, 
b) les racines différentes de zéro possèdent une multiplicité simple, 

c) au cas de ^— > 1 V (p) ne possède pas de racine positive, tandis qu'au 
a2R 

cas de — <1 elle possède exactement 1 racine positive. 
a2R 

Démonstration. Nous effectuerons la démonstration pour a > 0. Au 
cas de a = 0 la démonstration peut être fa i te d 'une façon analogue, mais à 
l 'aide d'une discussion essentiellement plus simple. 

Avec les substitutions déjà amployées 

a j Í p R = i p 
resp. 

a \fpr = x 

de plus, en introduisant les notations 

a2 R2 a2R 

l 'équation 1P(p) = Ü, ou ce qui revient au même, les équations (20.a) resp. 
(20.b) peuvent s'écrire sous les formes suivantes: 

P + A u3 

31) tgp = ' ' — . 
1 - ( B - A ) p 2 

resp. 

(32) t h * = . 
1 +{B— A)x2 

Les racines réelles de xJJ(p) sont fournies p a r les racines réelles et purement 
imaginaires, e t seulement par celles-ci de l 'équat ion (31).6 Donc l'assertion as 
sera vérifiée si l 'on montre que toutes les racines de (31) sont ou bien réelle-
ou bien purement imaginaires. (Les racines purement imaginaires sont four-
nies par les racines réelles de l 'équation (32).) 

Nous écrivons l 'équation (31) sous la forme 

(31*) [1 — (B — A) p2] sin p — (p - f A p3) cos p = 0. 

Sur le plan de la variable complexe p, considérons le carré Qn qui possède 
comme sommets les points пл(1 + г), пл( 1 —г), —пл( 1 + г), —пл( 1 — г) 

e Si pour une valeur p = ц* tous les doux membres de l 'équat ion (31) deviennent 
infinis en même temps, alors cette valeur p* fourni t aussi une racine de la fonction T i p ) . 
C'est pourquoi nous considérons ces valeurs p* auss i comme racines de l 'équation (31). 
De telles valeurs p* ne peuvent exister qu'au cas où В — A > 0 e t où les racines de 
l 'équation 1 — (В— A) p2 — 0 sont en même temps des racines de l 'équation cos p = 0. 
Ces racines sont de multiplicité simple. 
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(fig. 8). 11 résul te des asymptot iques valables pour y —y ф i oo des fonctions 
sin y et cos y, de plus de leurs expressions précises valables le long des droites 
R e /« = + n л, que pour u n n suff isamment grand, SUT- la frontière du carré 
Qn on a: 

I (y + A y3) cos y I > I [1 — ( В — A) y2) sin y\, 

-пл 

nni 
Е 

пл 

-ПЛ1 

Figure S 

e t ainsi selon le théorème de Rouché (voir p . e. [8]) le nombre des rac ines de 
l 'équation (31*) qui se t r o u v e n t dans Qn es t égal au nombre des racines de 
l 'équation 

(33) (y A y3) cos y = 0 

qui se t rouven t dans Qn (chaque racine prise au tan t de fois que sa multiplicité). 
Pour u n n suff isamment grand l ' équa t ion (33) possède 2n -f 3 racines 

dans Qn. Donc l 'équation (31*) et de ce t t e manière l ' équat ion (31) possède 
aussi exac tement 2n -f- 3 racines dans Qn. 

Dans ce qui suit nous compterons les racines de l ' équat ion (31) d a n s Qn . 
Pour cela nous distinguerons les 9 cas su ivan t s : 

a) В > 1 a. 1) В — A > 0, 
3 

a. 2) В — A < 0, 
a. 3) В — A — 0, 

ß) В < 1 ß.l) В - А> 0, 

ß. 2) В — А < 0, 
ß.3) В — А = 0, 
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у) в =— y. 1) в - a > 0, 
3 

y. 2) В - A < 0, 
y. 3) В — A — 0. 

Avant de passer à la discussion détaillée des différents cas et de dessiner 
les figures, faisons observer avant tou t les remarques suivantes: 

I) En développant en série de Taylor tous les deux membres de l 'équa-
tion (31) autour du point p = 0, l 'équation prend la forme suivante: 

(31) p + ~p*+ ... = p + Bp3+ . . . . 
3 

De là on peut voir que p = 0 est une racine de l 'équation (31) de multiplicité 
tout au moins égale à 3, tandis que 

II) au cas où В = , p = 0 est une racine de l 'équation (31) de multipli-

cité tou t au moins égale à 5. 

I II) Au cas où В > la courbe représentant le second membre de 

l 'équation (31) en p a r t a n t du point p = 0 vers la droite passe au-dessus de la 
courbe tg p, tandis que 

IV) au cas où В < — elle passe au-dessous de la courbe tg p. 

Sur cette base on peu t dessiner les figures schématiques de l 'équation (31) 
conformément aux 9 cas distingués ci-dessus (voir fig. 9). 

On peut relever les résultats suivants des figures respectives (étant donné 
que les figures sont symétriques par rappor t à l 'origine, il suffit de dessiner 
le demi-plan droit; nos constatations se rapportent au carré entier Qn): 

a. 1) Ou bien il y a de point d'intersection (p. d ' int . ) sur chaque branche 
de la courbe tangente (le cas a. 1*), ou bien il n 'y a pas de p. d'int. sur t o u t au 
plus 2 branches (le cas a. 1**), mais alors il y a tout au moins 3 p. d ' in t . sur la 
branche principale. 

a. 2) Il y a 3 p. d ' in t . sur la branche principale, il n 'y a pas de p . d'int. 
sur les branches qui passent par les points p = + n л, e t il existe des p . d ' int . 
sur toutes les autres branches. 

a. 3) La situation est la même qu 'au cas a. 2. 
ß. 1) Il y a des p. d ' int . sur toutes les branches exepté tout au plus 2 

branches. 
ß. 2) 11 y a des p. d ' in t . sur toutes les branches exep té les branches pas-

sant par les points p — + n л. 

ß. 3) La situation est la même qu'au cas ß. 2. 
у• 1) >> ». ,, ,, ß• L 
У- 2) ,, ,, ,, ,, ,, ,, ,, ß. 2. 
У- 3) „ „ „ „ „ „ „ ß.2. 

E n tenant compte de tous ces faits, et n 'oubliant pas les remarques I) 
és II), nous pouvons établ i r les faits suivants: 
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er. Г * ) 

Figure О 



RÉFRIGÉRATION DÉ RETOUR DES MATIÈRES GRANULEUSES 

ß . h 

ß-2> ß . 3 ) 
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Au cas de В ft — l 'équat ion (31) possède dans le carré Q„ tout au moins 
3 

2n + 3 racines réelles. Puisque le nombre de toutes les racines dans qn es t 
exactement 2n + 3, c'est pourquoi toutes les racines de l 'équation (31) sont 
réelles, et ces racines fournissent toutes les racines de la fonction lF(p). 

Au cas de в < — l 'équat ion (31) possède dans le carré qn tout au moins 
3 

2n -f- 1 racines réelles. Il en résulte déjà que toutes les racines de (31) sont 
ou bien réelles ou bien puremen t imaginaires. En effet, s'il existait une racine 

Figure 10 
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complexe x + iy(x=f=0,y=f=d réelles), alors les nombres x — i y, — x + i y, 
— x — г y seraient aussi des racines, e t de cette manière il existerait tou t au 
moins 2n + 5 racines dans Qn, ce qui est impossible, parce que le nombre 
exact des racines dans Qn est 2n -f- 3. Comme la discussion de l 'équation (32) 
nous le montrera, les deux racines encore manquantes sont en effet purement 
imaginaires, donc elles fournissent une racine positive de la fonction Ч'(р). 

Il nous reste encore à montrer qu 'au cas où В < — l'équation (32) pos-
3 

sède pour un n suffisamment grand exactement 2 racines réelles différentes de 
zéro sur (—пл, -f- nn). 

En développant en série de Taylor tous les deux membres de l 'équation 
(32) autour du point x = 0, l 'équation prend la forme 

(32) x - 1 x*+ . . . = x-Bx3+ . . . 

É t a n t donné que В < ---, la courbe représentant le second membre de (32), 
3 

en pa r t an t du point x — 0 vers la droite passe au-dessus de la courbe th x. 
Nous distinguons les 3 cas suivants: 

ß. 1) В — A > 0, 

ß. 2) В - A < 0, 

ß. 3) В — А = 0. 

Conformémant à ces 3 cas, les figures schématiques de l 'équation (32) 
prennent les formes indiquées sur la fig. 10. 

On peut en déduire que pour В < — l 'équation (32) possède toujours 
3 

tout au moins 2 racines réelles différentes de zéro dans l'intervalle (— пл, + пл) 
pour des n suffisamment grands; e t en vérité elle possède dans ce cas 
exactement 2 racines réelles différentes de zéro, ce qui découle du nombre 
précis des racines dans Qn. 

Ainsi nous avons démontré toutes les trois assertions a), b) e t с). C. 
qu. f. d. 

N O T A T I O N S 

x coordonnée parallèle à l 'axe de l'appareil réfrigérant. 
aq, x2, x3 coordonnées de lieu dansle système de coordonnées rat tachéaugranule . 
P point variable de l'espace (aq, 
t temps (t — 0 est l ' instant d'entrée du granule). 
/ longueur de l 'appareil réfrigérant. 
К section transversale du t u y a u constituant l 'appareil réfrigérant. 
С granule examiné, resp. domaine occupé pa r le granule dans le sys-

tème de coordonnées (aq, x2, x3). 
S surface du domaine C. 
n normale extérieure de la surface S. 
V volume d 'un granule. 

1 1 a Matematikai Kutat,', Intézet Közleményei I V/3—4. 
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Су, c2 vitesse de circulation de la matière à réfrigérer resp. du médium 
réfrigérant. 

Qy, q2 densité de la matière à réfrigérer resp. du médium réfrigérant. 
CTJ, a2 chaleur spécifique de la matière à réfrigérer resp. du médium réfri-

gérant. 
к conductibilité thermique de la matière à réfrigérer. 
h coefficient de transmission de chaleur entre la matière à réfrigérer 

et le médium réfrigérant. 
N nombre des granules p a r unité de volume. 
w = 1 — NV 
F(x) tempéra ture du médium réfrigérant. 
F,, F0 tempéra ture d'entrée resp. de sortie du médium réfrigérant . 
u(P, t) température du granule. 
u 0 température initiale du granule. 

m = f(cy t) 

к 

к 
a = — 

h 

R rayon du granule. 

y ~ Cy N к 

4 R2TI 
, , - A 

c i 

(Reçu le 1 Octobre 1959.) 
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SZEMCSÉS ANYAGOK ELLENÁRAMÚ HŰTÉSE 

A D L E R GY. 

Kivonat 

Folyékony anyagnak folyadék által tör ténő ellenáramú hűtésénél csu-
p á n a két közeg közöt t fennálló hőátadási fo lyamatot szokás tek in te tbe venni. 
Ez á l ta lában elegendő, és legtöbbször egyéb jelenségeket nem is lehet figye-
lemmel kísérni. Ezzel szemben a b b a n az esetben, ha a hűtendő anyag szemcsés 
szerkezetű, akkor figyelemmel kell lenni az egyes szemcséken belül végbemenő 
hővezetési folyamatra is. A dolgozat ezen utóbbi esettel foglalkozik. 

Az 1. §-ban a probléma matemat ika i megfogalmazását ad juk meg. 
Az el lenáramú hűtőkészülék legyen az x tengely (0, l) szakasza mentén elhelye-
zet t cső, melynek x = 0 végén a hű tendő anyag szemcséi, x — l végén pedig 
a hűtőfolyadék áramlik be a csőbe. A csőben a szemcsék, illetve a hűtőfolya-
dék egymással szemben áramlanak. A stacionárius eset tá rgyalására szorítko-
zunk. A hűtőfolyadék F(x) hőmérséklete csak az я koordinátától függjön. 
Tegyük fel, hogy a szemcsék egybevágóak. Egy kiválasztott és a későbbiek 
során figyelemmel kísért reprezentáns С szemcse hőmérséklete a hozzárögzí-
t e t t (xv x2, x3) derékszögű koordinátarendszerben legyen u(P, t), ahol P az 
(xlf x2, x3) tér változó pont já t és t a szemcsének a csőbe való belépésének pilla-
na tá tó l számított időt jelenti. 

Bevezetve az f(t) = F(c, t) jelölést, fe ladatunk a hővezetés (1) egyenleté-
nek az (a) és (b) perem- és a (cx) (vagy ami lényegében ugyanaz, a (Cj*)) és a 
(e2) kezdeti feltételek melletti megoldását jelenti. 

Ez a feladat tel jesen analóg a szerző [1] dolgozatában t á rgya l t problémá-
val, és így a szemcsés anyagok ellenáramú hűtésének problémája ezen [1] 
dolgozatban t á rgya l t új t ípusú peremértékproblémára vonatkozó példának 
tek in the tő . 

1 1 * 
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A 2. §-ban a következő két maximum-elvet bizonyítjuk be. 

1. Tétel. Ha 
int u0(P) > F„ 

akkor 
min u(P, t) ^ F, 

pec+s 
(0 < t,). 

2. Tétel. Ha 
F, < sup u0(P). 

ptc 
akkor 

f(t) ^ sup u0(P) 
PtC 

(0 < t ^ t f ) . 

A feladat megoldásának unicitása e két maximum-elv bármelyikének 
közvetlen következménye. 

A 3. §-ban konkrét esetre, gömb alakú szemcsék esetére vonatkozóan 
végezzük el a számításokat. A megoldást az 

helyettesítés után a (25) alatti, jól kezelhető végtelen sor állítja elő. 
A 4. §-ban a hűtőberendezés hosszának meghatározására szolgáló mód-

szer kerül ismertetésre. 
Végül a függelékben a (20.a) és (20.b) alatti, ún. karakterisztikus egyen-

letek gyökeinek a komplex számsíkon való eloszlását vizsgáljuk meg. 

ОХЛАЖДЕНИЕ ЗЕРНИСТЫХ ВЕЩЕСТВ ВСТРЕЧНЫМ ПОТОКОМ 
G Y . A D L E R 

При охлаждении жидкости встречным потоком другой жидкости 
принимают во внимание лишь процесс теплопередачи между двумя средами. 
Этого обычно достаточно, в большинстве случаев невозможно следить за 
другими явлениями. Напротив, в том случае, когда охлаждаемое вещество 
имеет зернистое строение, следует принимать во внимание и процесс тепло-
проводности, протекающий в отдельных зернах. Работа занимается этим 
случаем. 

В § 1 даётся математическая формулировка проблемы. Пусть охлаж-
дающая установка есть труба, расположенная вдоль отрезка (О, I) оси х, 
в конце x = 0 которой входят зерная охлаждаемого вещества, а в конце 
x = I охлаждающая жидкость. В трубе зернистое вещество и жидкость 
текут во встречном направлении. Мы ограничиваемся стационарным слу-
чаем. Температура F(x) охлаждающей жидкости пусть зависит лишь от 
координаты x. Предположим, что зёрна конгруэнтны. Рассмотрим некоторое 
зерно С. Пусть и(Р, t) обозначает его температуру в фиксированной к нему 
прямоугольной системе координат. (х1( х2, х3). Здесь Р обозначает изменя-
ющуюся точку пространства (х1; х2, х3), a t — время измеряемое с момента 
входа зерна в трубу. 

m = те0 [1 + g(t)] 

Резюме 
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Введём обозначение f(t) = F(c, t). Наша задача заключается в решении 
уравнения теплопроводности (1) при граничных условиях (а) и (Ь) и началь-
ных условиях (Cj) (или, что в сущности одно и то же (ej)) и (с2). 

Эта задача совершенно аналогична проблеме, изученной автором в 
работе [1]. Поэтому проблема охлаждения зернистого вещества встречным 
потоком может рассматриваться как пример граничной задачи, рассматри-
ваемой в работе [1 ]. 

В § 2 доказывается два следующих принципа максимума: 
Теорема 1. Если 

inf и0(Р) > bj, 
Pec 

то 
min u(P,t)^F,. (О <t<t,). 

PtC+S 

Теорема 2. Если 
F, < sup u0(P), 

Pec 

mo 
f(1) < sup u0(P) (Q<t<t,). 

pec 
Единственность решения задача является непосредственным следств-

ием любого из этих двух принципов максимума. 
В § 3 вычисления проводятся для конкретного случая, случая зерен 

шаробой формы. Решение после постановки 

/(О = "о [l + g(0] 
представляется бесконечным рядом (25). 

В § 4 описывается метод определения длины охлаждающей установки. 
Наконец в приложении изучается расположение корней так называе-

мого характеристического уравнения (20. а) и (20. Ь) на комплексной 
плоскости. 
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