UNA APPLICAZIONE DEL CALCOLO DEGLI OPERATORI DI MIKUSINSKI
PER LA RISOLUZIONE D’UNA EQUAZIONE ALLE DERIVATE PARZIALI

G. ADLER e G. FREUD

In questo articolo vorremmo indicare, in relazione ad un problema con-
creto, certi vantaggi del calcolo degli operatori di Mikusinski rispetto a quelli
della trasformazione di Laplace. — Nel caso che vogliamo considerare la tras-
formazione di Laplace non & applicabile perché una delle espressioni che si
presentano nel corso del calcolo non & la trasformata di Laplace di nessuna
tunzione. Se si prescinde da questo fatto, considerato che le operazioni effet-
tuate su questa espressione che non é una trasformata laplaciana, danno luogo
soltanto a funzioni che sono trasformate laplaciane, anche con l'uso della
trasformazione di Laplace riusciremmo ad ottenere un risultato giusto. Ma la
giustezza di questro risultato puo essere solamente verificato con 'aiuto del
calcolo degli operatori di Mikusinski [3].

Il problema consiste nel cercare la soluzione dell’'equazione

2
i B2 182 87 1, .
0 a2 z ot x?

con la condizione iniziale e condizione al contorno seguenti:
(2) Z(z, 0) = 0 @ > 1),
(3) (1, 1) = g(t) t > 0),
dove g¢(f) & una funzione con una derivata continua per intervalli.
Prima trattiamo il caso speciale
g =1 ¢ > 0),

e la soluzione corrispondente sara indicata con z2(z, ?).
Si puo verificare che la funzione

¢ una soluzione particolare dell’equazione (1). Per questo cerchiamo la solu-
zione del nostro problema nella forma

4) {o} ={} = l*e 4‘}:_{f}* 16 ‘“l

1au_l{ } significa un operatore. Se f(¢) & una funzione, allora {f} indica la operatore
corrispondente secondo Mikusinski [3]. L’asterisco * ¢ il segno della moltiplicazione di
operatori.

367



368 ADLER—FREUD

Se sappiamo che l'operatore {f} in (4) corrisponde ad una funzione f(¢),
allora I'espressione (4) identica col prodotto di convoluzione

1
x?

(5) ::1 f(r)e -Mdr,
0

e cosi potremmo applicare la trasformazione di Laplace. Ma poiché I’operatore
{f} , come vedremo, non corrisponde a nessuna funzione, la trasformazione
di Laplace non & applicabile. Malgrado questo I'operatore {z} stesso corris-
pondera ad una funzione.

Per poter costruire la soluzione dell’equazione (1) nella forma (4), dob-
biamo verificare che

1° I'operatore (4) possiede una seconda derivata continua secondo il

parametro z,

2° 'equazione (1) & soddisfatta da (4).

Considerato che la funzione z, soddisfa all’equazione (1), la dimostra-
zione di 2° si riduce alla dimostrazione del fatto che la condizione (2) & veri-
ficato dal (4).

L’asserzione 1° € una conseguenza immediata della definizione della
derivata continua secondo un parametro; infatti, sotto (4) l'operatore {z}
¢ prodotto in forma d’un prodotto di operatori d’un operatore & d'una funzione
di operatori che possiede una seconda derivata continua.

L’asserzione 2° non € una conseguenza a priori della forma (4), per
questo deve essere dimostrata a posteriori. La dimostrazione sara effettuata
alla fine dell’articolo.

Sostituiamo (4) nella condizione (3):

‘7 1
ive S=1l}.
Quindi
=5y
le"‘“}

(Da qui si puo vedere che I'operatore {f} infatti non é una funzione; la divi-
sione significa la divisione di operatori e non la divisione dei valori di funzione.)
Sostituendo questa forma di {f} in (4), otteniamo la soluzione del nostro prob-
lema nella forma di operatore

1 |
{2}':;7'{} *le 41',
[

i
eg 4t

o riordinato:




UNA APPLICAZIONE DEL CALCOLO DEGLI OPERATORI DI MIKUSINSK]

Poiche
1
=
S

/:e. :—'} asie K, (zVs),

Vs
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dove K, ¢ la funzione modificata di Bessel ([2] p. 29), allora {z} pud essere

seritta nella forma

x -
ol .
RN Y 717
velyys ¢ K@

Vs

Se verifichiamo che nella precedente espressione di {z}
1 K@ Vs)

x K (s)

(6) F) =

esiste come una trasformata di Laplace, allora risulta ([3] p. 322)

corrisponde ad una funzione z(¢) che puo essere scritta nella forma
[ 1 K( Vs ]
s K, [/ ;

dove & significa la trasformazione di Laplace.

Essendo
T
Kl(y) 1N ‘/@ e~V

largy| <

(7) 2(t) =

uniformamente per

lv[’d

([4] p. 202), Vassintotica della funzione F(s) e

F(s) ~ i ,l‘ e—Vix—1)

xr 8

che { z |

(z > 1)

Da qui si puo facilmente verificare che si realizza per un valore qualunque
o = 0 che F(s)— 0 nel semi-piano Re $ = o in senso due-dimensionale se

s — oo, di piu, che 'integrale

| 1FE +im)|dn

(&=0)

é convergente. Cosi si puo applicare il teorema 3 che si trova al p. 263 del
[1], in virtu di cui F(s) e infatti la trasformata di Laplace d’una funzione.

Cosi risulta che la produzione sotto (7) di z & possibile.
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L’inversione della trasformazione di Laplace sara eseguita con 1’aiuto

della formola di Riemann—DMellin. Secondo questo
(8) e 8 J 1K@V g
27 s Kl(VS)

O—iw

dove ¢ & un valore reale tale che I'integrando non possiede singolarita nel semi-

piano Re s = o (fig. 1).

e

®©

Figura 1 Figura 2

Poiché la funzione K,(s) non ha ne radice ne singolaritd nel dominio
— @ < arg § < @, per questo la sola singolarita dell'integrando si trova nel
punto s = 0, e cosi il cammino d’integrazione puo essere deformato nella forma

data in fig. 2. Siano R, ed R, gli archi

By |8 =R, gé args< @,
3
By |s| =R, n<args< o

Si puod dimostrare che

lim J cd Kfl(aL@ estds=0
rRe= ) s Ky(ls)

R;

e cosl il cammino d’'integrazione in fig. 2 puo essere deformato di nuovo ad
un circolo col centro nell’origine ed al margine superiore ed inferiore dell’asse

reale negativo (fig. 3).

Applicando la sostituzione s=p? si ottiene per la funzione z la forma

seguente:
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dove L ¢ il nuovo cammino d’integrazione nel piano della variable p (fig. 4).
Sia 8 il raggio della semi-circonferenza (col centro nell’origine), allora questo
ultimo integrale puo essere scritto piu dettagliatamente cosi:

—é
wée S —{-Jtl !fl(mr)e"”df-i-J l K(xzr) ’”dr].
6e'¢ r K(ir) r Kl(w)

b

Tt "

52

W ®
W PERSAD

e

)- -
/

Faigura 3 Figura 4

Poiché & puo essere arbitrariamente piccolo e come vedremo il limite del
secondo membro dell’equazione esiste per & — 0, possiamo formare il limite
per 6 — O:

+

o i L [llm 1(1/'6@.!4’) ea:eﬁlpt T;d(P +
ni[s-0) K,(0e®)

Nla

2
2

-5
g 1 K (xir) 1 K (mir), ]
1 Bl e ol il e—"tdr =T hant s
+al—r-f)l (J r Kiir) o ( K, (ir) T‘]

Giacche nel caso y — 0

" 1
K,(y) ~—,
Y

il primo limite puo essere calcolato immediatamente:

lim le(xée ") d"”’zd(p—n—z.
6-0 1(0ei?) @

n
2
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I due integrali del secondo limite, sostituendo (— ) in luogo di r nel primo
integrale, possono essere scritti come un singolo integrale:

-5 4o +te

+ -]

—w  + +

Ey(zir) _ Ki(= @in)|
Kyir)  K(—ir)

—r'tdy,

Formato il limite per 6 — 0 e considerata la relazione
K\(—2) = — K@) + iz I ()

([2] p- 29), z puo essere scritto nella forma seguente:

+ o
R
z  we g r |l K@En — K (ir) +im I,(¢r)
Utilizzando le relazioni
Ky(iy) == [— J20) + i Ny@)].

LGy) = iJ4(y)
([2]) pp. 26, 28), z ottiene finalmente la forma definitiva:

e _J‘ I Ny( (r) Jy(xr) — N(xr) l(r) ——

Ji(r) + Ni(r)

(Si puo verificare immediatamente che questa funzione soddisfa all’equa-
zione (1) perché anche le funzioni

J(@r)e 7, N (xr)e "

soddisfanno a quella. Inoltre si vede colla sostituzione # = 1, quando il numera-
tore dell’integrando sara identicamente zero, che la funzione soddisfa anche
alla condizione (3). )

Finalmente abbiamo ancora a dimostrare che la soluzione ottenuta veri-
fica la condizione (2). Lo dimostreremo in base alla forma (8) della funzione z.

In virth dell’assintotica della funzione F(s), I’integrale sotto (8) & uni-
formamente convergente in ¢ (0 < ¢ < u) per £ > 1 e per un u qualunque
positivo; cosi la transizione alla limite ¢ — 0 puo essere effettuata dietro il
segno dell’integrale:

1 A
2(z,0) = —— J F(s)ds.

27w

o—iw

Servendoci dell’'uniformita dell’assintotica di F(s) per z > 1. inoltre della
disuguaglianza relativa a s = o + 7 7:

Rels > }w% 1+ YTz (6 > 0,
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si ottiene per ¢ — + oo:

ot e |aT|z
|
|z(x,0)1<c——‘ | L g=¥re- ')'\d8]<c tJ§ ,—1_—_‘ .
Vx | Vr \V“z‘f"fzx
G—iw® i
L Lty o B ey
=C— € =t —— dr:O,
Va Vo2 + 2

dove ¢ & una costante. Dunque la condizione (2) é soddisfatta da =
2(2,0) =0,

Avendo costruita la soluzione per il caso speciale g(f) = 1, la soluzione
del problema generale ¢ fornita dal principio di Duhamel:

Z(z, t) = g(0) 2(x, t) + g” * 2(z,t).

La soluzione puo essere costruita anche nel caso quando ¢ & un operatore
che non corrisponde necessariamente ad una funzione. In questo caso la solu-
zione puo essere scritta nella forma

Z(x, b)) =8 =g %2
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A MIKUSINSKI-FELE OPERATORSZAMITAS ALKALMAZASA EGY
PARCIALIS DIFFERENCIALEGYENLET MEGOLDASARA

ADLER Gvy. é6s FREUD G.
Kivonat
A szerz6k az
02Z 1 87 37
o + i

1
. B O S ol
0 x2 x o0x ot x2

(1)
parcialis differencidlegyenlet

(2) Z(2,:0) =10 (@!> 1)
és

(3) Z(1, t) = g(t) (L > 0)
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kezdeti-, illetve peremfeltételeket kielégité megoldasat (ahol g(f) szakaszon-
ként folytonosan differencidlhaté figgvény) allitjak elé a Mikusinski-féle
operatorszamitis segitségével. Elszor a g(f) = 1 esethez tartozé z(z, t) meg-
oldast

t
2@, t) = ~xl~ J f(r)e ¥-ndz
0

alakban hatéirozzdk meg. Ez a feladat egy, az f(f) ismeretlenre vonatkozé
konvolucié-tipust integrilegyenletre vezet, melynek a fiiggvények korében
nincs megoldésa. Ezzel szemben ez az integralegyenlet a Mikusinski-féle
operatorok korében megoldhatd, és az igy nyert f operatort z(z, ¢) fenti kifeje-
zésébe helyettesitve z(z, t) mar fiiggvénynek adddik.
Az 4ltaldnos probléma megoldasa z(z,t) segitségével a kovetkezSképp

irhat6 fel:
t
5
ot

0

Zi(z; by =

g(r) 2(z, t — ) dT.

@)

Abban az esetben, midén g olyan operator, amely nem fiiggvénynek
felel meg, a megoldds a kovetkezd alakban irhaté fel :

Z(x,t) =8% g* z.

NMPUMEHEHME OMEPALIMOHHOIO0 WCUYUCJIEHUS OT MIKUSINSKI
K PELIEHUK OJHOr0 YPABHEHUSI B YACTHBIX IMTPOM3BOHBIX

Gy. ADLER u G. FREUD
Pe3iome
ABTOpBI TpEACTABJSAIOT pelleHne AupdepeHurabHOro ypaBHeHUs]
02Z 1idZ: 0% 1
(1) A S L S e o o T e ;
ox? z 0% at z?

YAOBJIIETBOPsiOLIee HAYaJIbHOMY YCJI0BHIO

(2) Z(x,0) =0 (x>l
M IPAHUYHOMY YCIIOBUIO
&) Z(1, 1) = gt (t > 0)

(rae g(f) — KycouHo HenpepbiBHO — AupdepeHunpyemast GyHKIUs) ¢ TOMOIBIO
onepaluoHHOro ucuyucieHust oT Mikusinski. CHayana OHM ONpejessioT penieHue
2(x, f), oTHOcseecst K cayvaw g(f) = 1, B Buue
t
. XZ

2(x, 1) :% f(r)e t-Ddx.

0



UNA APPLICAZIONE DEL CALCOLO DEGLI OPERATORI DI MIKUSINSKI 375

Ora 3ajjaua NPUBOJUT K UHTErPAJIbHOMY YPABHEHHUIO TUIIA CBEPTKU OTHOCHUTELHO
Heu3BeCTHOro f(f), HeumeroleMy pelleHHs1 B Kpyre pyHKUuit. Ho aT0 uHTerpasin-
HOe paspeliumo B Kpyre oneparopos ot ‘Mikusifisk:. IToacraBus 3to peenue f
B NpMBEJEHHOE BBIE BhIpAXKeHue [ 2(X, f), mojaydaem ITociejHee yyKe B BUJe
(yHKUMU.

Pewenue obueit npo6seMel ¢ moMouiplo (X, f) MOKeT ObITh 3amucaHo B
CJIelyIolleM BHJIE :

t

Z(x,t):%fg(t)z(x,t—t)dt.

B Tom ciyyae, Korja g omepatop, He COOTBeTCTBYIOWME (YHKIMM, pe-
LIEHHEe MOYKeT ObITb 3aHUCAHO B BHJIE

Z(x,t) =8% g= 2.
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