PROBLEMES DE LA PROPAGATION DE LA CHALEUR AVEC DES
CONDITIONS AUX LIMITES COMPOSEES

par

Pir KOSIK, MeEraNiE SALLAY et Maepa ZIMANYI

Plagons une barre p de longueur / homogéne conductrice de la chaleur
le long de ’axe positif # du systéme de coordonnées, de telle fagon, que I'extré-
mité x = 0 de la barre soit en contract thermique avec un corps § réduit a
un point dans lequel la chaleur @(¢) cal/sec se produit en fonction du temps ¢.
Alors en désignant par V(z, ¢) la distribution de la chaleur de p et par U(¢)
la température de 3, V(z, t) doit satisfaire & 1’équation

2
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avec les conditions aux limites et initiales suivantes (voir [2]):

(2) AU’(@#) + B[U(®) — V(0, 9] = Q(¢),
(4) U()=U, V(= 0) =f),

de plus, au cas oul < 0, & I'extrémité x = 7 de la barre doivent étre satisfaites
les conditions

(a) Vi, ) = g(t)
ou
(b) V() = h),

ou Q(t), f(x), g(t) et h(t) sont des fonctions données continues. Dans le cas ou
l= o nous supposons que pour un certain y et pour £ = 0

(c) lim e~ V(x,t) =0

X— o

uniformément en ¢.
Nous pouvons résoudre le probléme de la maniére suivante:
Nous déterminons la fonction V(z, t) sous la forme

Ve, t) = V*@,t) + V1),
ou:
A) V*(z, t) est la solution de ’équation (1) et satisfait aux conditions
4) et (a) ou (b), de plus V*(0, ) = 0. Alors, en définissant les fonctions U*(t)
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et @*(t) de la maniére suivante:
U*(t) = V*0, t),
Q*(t) = AV¥ (0, 1),

et les en substituant dans les expressions (2) et (3), les conditions (2) et (3)
sont identiquement satisfaites. I
B) V(z, t) est la solution de 'équation (1) pour laquelle V (z, 0) = 0, de

plus au cas (a) V,(, t) = 0 au cas (b) V(, t) = 0 sont vérifiées et qui satisfait
aux conditions aux limites

(2) AU'(t) + BIU(t) — V(0,8)] = Q(t)
(3) V(0,t) = —C[U@#) — V(0,1)],
ou

Q(t) = Q(t) — Q*(t)
Uty = U(t) — U*(t).

Dans le cas o/ = o nous devons exiger que toutes les deux fonctions V*(z, ¢)
et V(x, t) vérifient la condition (c).

G. FrREUD dans son travail [2] a démontré que pour toutes les fonctions
Q(t) continues quelconques la solution du probléme B) existe et que nous pou-
vons obtenir cette solution a 1’aide de la transformation de Laplace, en appro-
chant la fonction @(¢) par des polynomes exponentiels de forme

@ult) = X age ™ (y, > 0).
k=1

En effet cherchons la fonction V(z, ¢) sous la forme

t
Via,t) = J Fz,t — 1) W(t)dr,
0

1 - 22 792(21 x)?
cas (a) F(x,t):——le e 7 ],

Vi

cas (b) Fx, f) = VIZ G

i a*x? iy a(2l—x)?
\ T4t 4t
€ >

azx?
1

cas (c) Pz, t) = Weﬁ o 5

W (t) étant choisie arbitrairement la fonction V(z, ) satisfait & 1’équation
(1) et aux conditions aux limites et initiales pour = /et ¢ = 0. Les conditions
(2) et (3) fournissent un systéme d’équations intégrodifférentielles de type
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convolutoire pour la détermination des fonctions U (¢) et W (), qui est resoluble
a lalde de la transformatlon de Laplace au cas ou U(0) = U,, Q(t)

U0) =0, Qit)=1et U(0) = 0, Q(t) = e~ (concernant la discussion dét&il-
lée voir [3]).
Au cas ou Q(t) 2‘ a, e, U(0) = Uy, nous obtenons la solution par

superposition des solutlons précédentes.
Considérant que Q = Q(t) — Q*(t), la continuité de la fonction Q(¢)
est certainement assurée si f(x) admet une seconde dérivée continue et f/(0) = 0.
Dans notre ouvrage nous démontrerons que le probléme est aussi réso-
luble pour f’(0) = a = 0, ¢’est & dire pour une Q(t) ayant une certaine irregula-
rité au point ¢ = 0, en apphquant la méthode ci-dessus. Avant tout nous dé-
montrerons que dans le cas ou f'(0) = a =+ 0, @(f) a une singularit de formé

ipour t = 0, d’abrord nous déterminerons la solution.
t

Théoréme. Soit V*(z, t) la solution del’équation dela chaleur sur0 < x < 1
pour laquelle V*(x,0) = f(x), V¥(0,t) =0, de plus au cas ou I oo qui
satisfait aux conditions (a) ou (b), ou bien au cas ol = oo & la condition (c)
et soit f'(0) = a=0.

Assertion. Dans ce cas on peut écrire V¥(0,t) sous la forme V¥(0,t) =

), ot % est une constante et y(t) est une fonction continue pour t = 0.

?
Vt
Démonstration. I. Cas d’un intervalle fini.
Soit 7(z, ¢) la solution de 1’équation (1) sur lintervalle — 7 < z <,
qui vérifie les conditions r(z, 0) =1 — |z | et 7(— I, t) =r(l, t) = 0. En résol-
vant le probleme a 'aide de la méthode de Fourier nous obtenons

@ ¢ 3, (2k+1)2n2
rixv. t)y = 2 i cos el e (ab
= (2Fk + 1)% 2 oq
Il en résulte
© (2k+1)2a? .
2 ~ == 2 17T
L R - Mo - L W O—t].
{0:%) azlg a2l °\| |a2l2
En appliquant la formule
1 2
Jo(z|7) = g = 0
2 | mr ‘
nous obtenons
2 i . a?l?
r(0,8) = — — 3,|0| —t| = t —
{0, ) a2l 2| |a2l2 ) a V‘ ‘

Etant donné que la fonction #,(0 | 7) est analytique pour les valeurs
Im T > 0 (voir [5] p. 476) la fonction r,(O t) se produit sous la forme 7,0, t) =

— A( ), ou A(t) est analytique. Vu, que le développement infini de la fonction

Ve



380 KOSIK—SALLAY —ZIMANYI

B4(z|7) est B4z|7) =1—2qcos22+ ..., ou g =e™ nous pouvons
% + R(t), ou R(t) est conti-
nue pour ¢ = 0.

Considérons maintenant la fonction z(z,t) = V*(z,t) + ar(x,t) sur

Iintervalle 0 < 2 < . La fonction z(z, t) est une solution de 1’équation (1)
et vérifie les conditions suivantes:

2@, 0) =f(x) +a(l —[z|)

écrire la fonction r,(0, ¢) sous la forme 7,(0, t) =

2.(0,/0) =0,
au cas (a)
: 2,0, 1) = g(t) + G(b),
ou
© o 1vkel _ @kt
A(t) =4a =l e (al?
2k+1

k=0
et G(t) est continue (voir [4] p. 645), au cas (b)

2(, 1) = h().

La fonction z(z, t) satisfaisant a la condition z,(0, 0) = 0, il découle que z,(0, ?)
est continue pour £ > 0. Il en résulte, que V¥(0,t) = 2/(0,t) — ar,(0,t) =

= ——O{/—; + (), ou la fonction y(t) =2,(0, t) —a R(t) est continue pour ¢= 0.

II. Cas d’un intervalle infini.

La marche de la démonstration est analogue a la démonstration appli-
quée dans le cas de 'intervalle fini. Nous devons seulement considérer au lieu
de la fonction r(z, ) la fonction s(z,¢) pour laquelle s(z, 0) = e *(x = 0),
8,(0,8) = 0 (t > 0) et qui satisfait & ’équation (1) sur 0 < < 0.

La solution est

(2t+a*x)*—a'x? 2 2 (2t—ax)*—a'x? 2¢ — a2
s(z, t) =l{e Aa't 1 —<D|~t+a——x +e At [1 —Q[—t a—x, :
g | ! 2alt

2aW

ou
s X
D(x) = — J e~ ¥dy.
T
0
De la
t i
5,(0,8) = — e o !-eﬁ”[l — P (Vi” :
alnt a2 a
: . _ 0 .
Il est facile de voir que la fonctlon—2 el [1 — @ [—|| est continue pour ¢ = 0.
a a
Alors la fonction s,(0, ¢) s’écrit sous la forme — Vl: + 8(t), ou S(t) est

alnt
continue.
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D’aprés le théoréme il est évident qu’on peut écrire la fonction Q(t) =
= Q(t) — @*(?) sous la forme

Qt) = H(t) + —
V
ou H(t) est continue. Vu, que V(z,t) vérifie les conditions homogénes nous

obtenons la solution en superposant & la solution appartenant a Q,(t) = H(t)

la solution appartenant a Q,(t) = o

La solution du probléme étant connue pour U(0) = 0 et H(t) continue
et pour U(0) = U, et Q(t) = 0, il est suffisant de calculer la fonction V(z, ¢)
pour U(0) =0 et Q(t) = W :

Le systéme des fonctions U(t) et V (z, ) est univoquement déterminé par
les conditions données d’aprés un corollaire direct du principe de monotonité
démontré dans [2]. La démonstration publiée est sans doute appliquable dans
le cas ou Q(t) = ct* (@ > — 1).

En déterminant les fonctions U(t), et V(z, t) & I'aide de la méthode pré-
cédante nous obtenons:

cas (a)
Ut) = - 11/t—4 N 7, E(p, Jt) e—vit
7 =0
f 1 atx _a¥2l— x)‘
(x, t) = { . € e + 7 = W(t) d T,
V¢ —=
0
ou
1
W) = 4 [pk— 2%k B Vo) |e v,
2P
cas (b)
U(t) = 4 4 ri B(g, V1) e~ ot
Pr>
] ! 1 oatE  a@l— x)']
VV(.’L‘, t) = [\—_::;A; € - — € W= W(T)dt
9 Vt —T
0
ou

e-‘l): {

W(t) = 2 [pk L E(g;, W)'

= Va
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de plus
C

rk — /31 = Al _ —— 27

oy Pk + 0 Pk + A3 Py AC + Ba?l

2

g, = By 9k + Ps a, = — A2a?l

o, Pk + a Pk 1 a3
8 = - Pa a, = A[— AC?1— AC + 2 Ba?l]

@) Pt dy Pk 1
Py = BC fs = — BCa a; = — B(AC + Ba?l)
fy = ACa B, = AC? E(x) = ‘ eV dy

0

Les valeurs g, sont les racines des équations suivantes:
au cas (a)

tgalp = A20<pﬁ ;

(A 9*— B)

au cas (b) Tl
tgal¢=a—(~ z_fO(p(p)

i gBi;E + 2, epit Brf(— py |6) — 2y, ePit Brf(— p, Vt)

t 5ot
~ a’x®

Vix, t) = ‘ A_l,, e -9 Wr)ydr,
) T
0
ol
2 C : = : =
W) =-—— ——— [ePt Brf(— p, |t) — ePt Erf(— p, |/t)]
V= p, — po
de plus
o OBy
| =
P1(P2 — Py)
PO
g =
Pz(pz — )

Erf(x) = j'me”y’ dy .
x
Ici p, et p, sont les racines supposées différentes de 1'équation Aap® +
+ ACp + Ba = 0.

Considérant que
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I. 1a fonction V(z, t) admet une seconde dérivée continue pour ¢ > 0
et satisfait & ’équation (1), de plus aux conditions prescrites pour ¢ = 0 et
z=1;

II. W (t) est continue et lim ai V (,t) existe pour ¢ > 0 (voir [1]);
x-0 ox

III. U(t) est continue et dérivable et U’(¢) prend la forme c(;;lSt + K(t)

(ou K(t) est continue),

les fonctions obtenues sont les solutions du probléme.

Enfin nous exprimons nos vifs remerciements a M.G. FREUD pour l'aide
précieuse apporté dans notre ouvrage.

(Recu le 9 octobre 1959.)
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HOVEZETESI PROBLEMAK OSSZETETT HATARFELTETELEK ESETEN
KOSIK P., SALLAY M. és ZIMANYI M.

Kivonat

A szerzék az (1) egyenlet megoldasaval foglalkoznak, a (2), (3) és (4),
valamint az (a), (b) vagy (c) feltételek fennallasa mellett. Freud G. [2] dolgo-
zataban megadja a feladat megoldasat az f/(0) = 0 feltétel mellett. A szerzdk
jelen dolgozatukban megadjik a megoldast ezen korliatozo feltevés nélkiil.

INMPOBJIEMbI TEIJIONMPOBOAHOCTH B CJIVUAE CJIOXKHbBIX
FPAHUYHBIX YCJIOBUA

P. KOSIK, M. SALLAY u M. ZIMANYI
Pe3iome

ABTOpBI 3aHUMAIOTCSl pelleHMemM ypaBHeHust (1) B ciyyae BbINOJHEHHUS
yenosuit (2), (3) u (4), a Taroke (a), (b) wm (¢). G. FREUD B pabore [2] pewnt
sajauy npu ycnosuu f'(0) = 0. ABTOpbI B HacTosiuieit padote jaioT peiueHue 0e3
9TOTO OI'PAHUUYMBAIOLIETO YCIIOBUSI.
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