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C O N D I T I O N S A U X L I M I T E S C O M P O S É E S 

par 

P Á L K O S I K , M E L A N I E S A L L A Y et M A G D A Z I M Á N Y I 

Plaçons une barre q de longueur l homogène conductrice de la chaleur 
le long de l 'axe positif x du système de coordonnées, de telle façon, que l 'extré-
mité x = 0 de la barre soit en contract thermique avec un corps ß rédui t à 
un point dans lequel la chaleur Q(t) cal/sec se produit en fonction du t emps t. 
Alors en désignant par V(x, t) la distribution de la chaleur de g e t pa r U(t) 
la température de ß, V(x, t) doit satisfaire à l 'équation 

... d2V 8V 
( 1 ) — - = a  

dx2 dt 

avec les conditions aux limites et initiales suivantes (voir [2]): 

(2) AU'(t) + В [U(t) - F(0, t)] = Q(t), 

(3) Fx(0, t) = — С [U(t) - F(0, t)], 

(4) U(0) = U0, V(x,0)=f(x), 
de plus, au cas où l < oo, à l 'extrémité x = l de la barre doivent être satisfaites 
les conditions 

(a) Vx(l, t) = g(t) 

ou 

(b) V(l, t) = h(t), 

où Q(t), f(x), g(t) et h(t) sont des fonctions données continues. Dans le cas où 
l = oo nous supposons que pour un certain y e t pour t ^ 0 

(c) lim e~rx' V(x, t) = 0 
X->A> 

uniformément en t. 
Nous pouvons résoudre le problème de la manière suivante: 
Nous déterminons la fonction V(x, t) sous la forme 

V{x, t) = V*(x, t) + V(x, t), 
où: 

A) V*(x, t) est la solution de l 'équation (1) e t satisfait aux conditions 
(4) et (a) ou (b), de plus F*(0, t) = 0. Alors, en définissant les fonctions U*(t) 
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et Q*(t) de la manière suivante: 

U*(t) = F*(0, t), 

Q*(t) = AVf(0, t), 

et les en subst i tuant dans les expressions (2) et (3), les conditions (2) e t (3) 
sont identiquement satisfaites. 

В) V(x, t) est la solution de l 'équation (1) pour laquelle V(x, о) = 0, de 
plus au cas (a) Vx(l, f ) = 0 au cas (b) V(l, t) = 0 sont vérifiées et qui satisfait 
aux conditions aux limites 

(2) AU'(t) + B[U(t) - 7(0, t)] = Q(t), 

(3) Vx(0,t) = -C[Û(t)- 7(0, f)], 

où 
Q(t) = Q(t) - Q*(t), 

U(t) = U(t) - U*(t). 

Dans le cas où l = со nous devons exiger que toutes les deux fonctions V*(x, t) 
et V(x, t) vérifient la condition (c). 

G. F R E U D dans son t ravai l [2] a démontré que pour toutes les fonctions 
Q(t) continues quelconques la solution du problème B) existe et que nous pou-
vons obtenir cette solution à l'aide de la transformation de Laplace, en appro-
chant la fonction Q(t) par des polynomes exponentiels de forme 

Qn(t) = У ake~™ (yk > 0). 

En e f fe t cherchons la fonction V(x, t) sous la forme 

t 
V(x, t) = )' F(x, t - T ) W(t) dr, 

о 
où 

_ <J!£! _ a'(2/-x)' 

cas (a) F{x, t) = e 4t + e 4t , 
Itt 

a¥ a'(2l-x)' 

cas (b) F(x, i) = -]= e 41 — e 4t , 

» V 
41 

a'(2l- x)1 

+ e 4( 

q'x» 
4f 

а\21-х)г  

41 

_ « ¥ 

cas (c) F(x, t) = ^ e 41 . 

W (t) é t a n t choisie arbitrairement la fonction V(x, t) satisfait à l 'équation 
(1) et aux conditions aux limites et initiales pour x = l et t = 0. Les conditions 
(2) et (3) fournissent un système d'équations intégrodifférentielles de type 
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convolutoire pour la détermination des fonctions U(t) et W(t), qui est résoluble 
à l 'aide de la transformation de Laplace au cas où Í7(0) = U0, Q(t) = 0; 
U(0) = 0, Q(t) = 1 et 17(0) = 0,~Q(t) = e~yt (concernant la discussion détail-
lée voir [3]). » 

Au cas où Q(t) = 2 ak e~vit, U (0) = U0, nous obtenons la solution pa r 
k= i 

superposition des solutions précédentes. 
Considérant que Q(t) = Q{t) — Q*(t), la continuité de la fonction Q(t) 

est certainement assurée si f(x) admet une seconde dérivée continue et /'(0) = 0. 
Dans notre ouvrage nous démontrerons que le problème est aussi réso-

luble pour /'(0) = a ф 0, c'est à dire pour une Q(t) ayant une certaine irrégula-
rité au point t = 0, en appl iquant la méthode ci-dessus. Avant tou t nous dé-
montrerons que dans le cas où /'(0) — a ф 0, Q(t) a une singularit de formé 

— pour t = 0, d 'abrord nous déterminerons la solution. 
w 

Théorème. Soit V*(x, t) la solution de l'équation de la chaleur sur O Á I ^ Í 

pour laquelle V*(x, 0) = f(x), F*(0, t) — 0, de plus au cas où l ф oo qui 
satisfait aux conditions (a) ou (b), ou bien au cas où l = oo à la condition (c) 
et soit /'(О) = a ф 0. 

Assertion. Dans ce cas on peut écrire Ff (0 , t) sous la forme Ff(0, t) = 
y. 

— + yi(t), où y est une constante et \p{t) est une fonction continue pour t g 0. 

Démonstration. I. Cas d 'un intervalle fini. 
Soit r(x, t) la solution de l 'équation (1) sur l ' intervalle — l <L x l, 

qui vérifie les conditions r(x, 0) = l — | x \ e t r(— l,t) — r(l, t) = 0. En résol-
van t le problème à l'aide de la méthode de Fourier nous obtenons 

r(x, t) = V 

Il en résulte 

9 ( 0 , i ) = 

8 l 

2к + 1)2л2 

(2к + 1)лх 
cos — e 

21 
(2a/)» 

аЧ 
( 2 a / ) ' ~ ' = - 2 - § a21 2 

t i л 
0 1 

( аЧ2 

En appliquant la formule 

ад т) 

nous obtenons 

9 ( 0 , 0 = -

iz» 

f z it 
í z 1 
1 T T 

a2l 
0 

i л \ 
0 — M a2l2 ) a ^ t 

0 i 
. a 2 1 2 

rt 

É t a n t donné que la fonction #4(0 | r) est analytique pour les valeurs 
Im T > 0 (voir [5] p. 476) la fonction rt(0, t) se produit sous la forme 9(0, t) — 
y 

— A(t), où -4(0 est analytique. Vu, que le développement infini de la fonction 

1 2 * 
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#4 (z I т) es t #4(z I r) — 1 — 2 q cos 2 z + . . . , où q — еЫх nous pouvons 
X 

écrire la fonction rt(0, t) sous la forme r,(0, t) = — + R(t), où R(t) est conti-
I(t 

nue pour t > 0. 
Considérons ma in tenan t la fonction z(x, t) = V*(x, t) -f- a r(x, t) sur 

l 'intervalle 0 x ^ l. L a fonction z(x, t) est une solution de l 'équation (1) 
et vérifie les conditions suivantes: 

z(x, 0) = f(x) + a [l — I x |) 

z x (0 , 0) = 0, 

zx(l, t) = g(t) + G(t), 
au cas (a) 

où 
" t— i A+ 1 - i+ t ' ) ' - " ' t 

G(t) = 4 a V -—— e <2a'>! 

oft+1 
k=0 

et G(t) est continue (voir [4] p. 645), au cas (b) 

z(l, t) = h(t). 

La fonction z(x, t) sat isfaisant à la condition 2X(0, 0) = 0, il découle que 2,(0, t) 
est continue pour t ^ 0. Il en résulte, que Ff(0, /) = 2,(0, t) — a rt(0, /) = 

(X X 
= +y(t), où la fonction ip(t) — Zt(0,t) — aR(t) es t continue pour 

\t 
II. Cas d'un interval le infini. 
La marche de la démonstration est analogue à la démonstration appli-

quée dans le cas de l ' intervalle fini. Nous devons seulement considérer au lieu 
de la fonction r(x, t) la fonction s(x, t) pour laquelle s(x, 0) = e~x(x > 0). 
«x(0, t) = 0 (t > 0) et qui satisfait à l 'équation (1) sur 0 ^ x < oo. 

s{x. 

La solution est 

, / (2< + g'x)'-q'x' p 

[ l - Ф 
2t + a2 x 

2 a f t 
+ e 

(2 (-а 'х) ' -а 'х ' 
4öü 1 -Ф 121 — a?x\ 

2 a f t 1 r 

OU 

De là 

л 

Ф(х) = — j e-»>dy. 

st(0, t) = ! - -F \ M i 
\7it a2 L 

Ф Ц a I 

1 —Г 
Il est facile de voir que la fonction — ea* I I — Ф 

a 2 
[l -Ф m-
L aj 

es t continue pour t > 0. 

Alors la fonction s,(0, t) s'écrit sous la forme —г + S(t), où S(t) est 
a У-T t 

continue. 
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D'après le théorème il est évident qu'on peut écrire la fonction Q(t) — 
= Q(t) — Q*(t) sous la forme 

Q(t) = H(t) + - , 

où H(t) est continue. Vu, que V(x, t) vérifie les conditions homogènes nous 
obtenons la solution en superposant à la solution appar tenant à Qx(t) — H(t) 

la solution appar tenant à Q ß ) = 
f t 

La solution du problème é tan t connue pour £7(0) = 0 e t H(t) continue 
e t pour £7(0) = U0 e t Q(t) = 0, il est suffisant de calculer la fonction V(x, t) 

pour £7(0) = 0 e t Q(t) = — . 

Le système des fonctions U(t) e t V(x, t) est univoquement déterminé pa r 
les conditions données d'après un corollaire direct du principe de monotonité 
démontré dans [2]. La démonstration publiée est sans doute appliquable dans 
le cas où ~Q(t) — et" (a > — 1). 

En déterminant les fonctions U(t), et Y(x, t) à l'aide de la méthode pré-
cédante nous obtenons: 
cas (a) 

U(t) = p f t - 4 V rk E(<pk f t ) , 
I /л n > 0 

l 
V(x,t) = I 1

 ; « 4" « +e 
q*(2(—x)' 

W(T) d T , 

OU 

cas (b) 

Л 
2 

w(t) = F 1 + 2 
fk> о 

2 sk pk- kE{cpkf) 
\л 

fit 

U(t) = 4 ^ rk E(<pk f t ) e *'*', 
n>o 

V(x, t) 
J 

a'x' a'(2l-xy 

e
 4<'~1> _ e 4<«-») w(r)dt. 

o u 

W[t) 
•< j > 0 L 

2 s k e ( n f t ) 
)/л 
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de plus 

' 7c —̂ l 
«1 <Pl + <*2 <Pk + «3 Vk AC + Ba~ 1 

ßM + ßz 
«1 <Pk + a2<Pk + «3 

pk = — ra 1 ' ° ux — — A2 a21 

sk = ^ «2 = A[— AC2l-AC + lBa2l] 
«1 fk + «2 <Pk + «3 

ßx = BC ßs= — ВСа a3 = — B(AC + Ba2l) 

ß2 = ACa ßx = П С 2 E(x) = f e" ' dy 
о 

Les valeurs 9 9 s o n t les racines des équations suivantes: 
au cas (a) 

t e alip = —— '' 
a ( A < p 2 - ß ) 

au cas (b) 

tgal<p= 7—— • 
AC cp 

cas (c) (l = 00) 

W(t) = C i j T + 2 ep'' Erf(— P l j/i) - 2 y2 eP-'Erf(- p,_ f t ) , 
ba 

, a2x' 

V(x, t) = I — e~ 0 W(t) d r , 
]/i — T 

0 
ou 

de plus 

W(t) = - f - — Pl f ) _ eP'-'Erfi- p,ft)] 
f px — p2 

= apx+C 

PiiPz — Pi) 
ap9 4- С 

7 2 = — — 

Erf(x) = \ e » ' d y . 
X 

Ici / / j et p2 sont les racines supposées différentes de l 'équation Aap2 + 
+ A C p + S a = 0. 

Considérant que 
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I. la fonction V(x, t) admet u n e seconde dérivée continue pour t > 0 
e t satisfait à l 'équation (1), de plus a u x conditions prescrites pour t = 0 e t 
x = l; 

g  
II . W(t) est continue e t lim — V(x, t) existe pour t > 0 (voir [I]) ; 

x-0 dx 
const 

I I I . U(t) est continue et dér ivable et U'(t) p rend la forme —f- K(t) 

(où K(t) est continue), 
les fonctions obtenues sont les solutions du problème. 
Enf in nous exprimons nos vifs remerciements à M . G . F R E U D pour l'aide 

précieuse apporté dans notre ouvrage. 

(Reçu le 9 octobre 1959.) 
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HŐVEZETÉSI PROBLÉMÁK ÖSSZETETT HATÁRFELTÉTELEK ESETÉN 

KOSIK P., SALLAY M. és ZIMÁNYI M. 

K i v o n a t 

A szerzők az (1) egyenlet megoldásával foglalkoznak, a (2), (3) és (4), 
va lamin t az (a), (b) vagy (e) feltételek fennállása mellett. Freud G. [2] dolgo-
za tában megadja a fe ladat megoldását az /'(0) = 0 feltétel mel le t t . A szerzők 
jelen dolgozatukban megadják a megoldást ezen korlátozó feltevés nélkül. 

ПРОБЛЕМЫ ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ В СЛУЧАЕ СЛОЖНЫХ 
ГРАНИЧНЫХ УСЛОВИЙ 

P. KOSIK, М. SALLAY и М. ZIMÁNYI 

Резюме 

Авторы занимаются решением уравнения (1) в случае выполнения 
условий (2), (3) и (4), а также (а), (Ь) или (с). G. F R E U D в работе [2] решил 
задачу при условии / '(0) = 0. Авторы в настоящей работе дают решение без 
этого ограничивающего условия. 
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