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§ 1. Introduction 

Cette t ro is ième partie d u présent o u v r a g e expose une généralisation des 
r é su l t a t s ob tenus p a r M. P. T Ú R Á N [ 1 ] et p a r l ' au teur [2], [3] . Les deux t h é o -
rèmes que nous al lons démont re r cont iennent , comme leurs cas part icul iers , 
les proposit ions développées d a n s les t r a v a u x cités, sauf celui dû à M. T Ú R Á N 

concernan t la sommabil i té Abel des séries envisagées. P a p p e l o n s b r i èvement 
les problèmes en question e t les résultats d é j à établis. 

Soient fx(z) e t f2(z) d eux fonctions régulières dans le cercle | z \ < I 
liées pa r la relat ion 

z - í o 
( 1 1 ) Ш = / i 

1 - Î o Z . 

où Co =reia es t un point f i x e (0 < r < 1, 0 ^ a < 2л-). L a relation (1.1) 
f a i t correspondre à la série de Taylor 

со 

< 1 2 ) /1(2) = > 4 
»• = 0 

la série de Tay lo r 

( L 3 ) Ш = 2 Ч Ь о ) 2 " . 
v=o 

Désignons de p lus pa r 2! et z2 deux points homologues dans la t r ans fo rmat ion 
homographique 

= X ^ » - . 
1 1 У 

1 - C o 2 2 

Si I zx I < 1, on a aussi \ z 2 | < I, et selon l 'hypothèse formulée sur fx(z) 
e t /2(2) 

( 1 5 ) / i (4 ) = Ш ъ ) -

( 1 . 6 ) Z k a v z \ = y b v ( C 0 ) z l . 
i>=0 i>=0 

Par contre , si | zx \ = 1, e t par suite | z2 | = 1, on ne p e u t rien a f f i r m e r 
su r les expressions (1.5) et (1.6) sans faire des hypothèses supplémenta i res su r 

9 7 

( 1 . 4 ) 

7 A M a t e m a t i k a i K u t a t ó Intézet Köz leménye i Y. A/l—2. 



98 A L P Á R 

/,(z). Supposons donc que /,(z) est définie en ce point 2,(1 z1\ = 1) et que la 
série (1.2) y est convergente, ce qui revient à dire que lim av = 0. La relation 

(1.5) ne cesse pas de subsister et l'on est porté à croire que la série (1.3) est 
également convergente au point correspondant z2 et que l'égalité (1.6) reste 
valable. Cette impression est encore confirmée par les fa i t s suivants: a) Dans 
la plupart des cas où /,(z) est une des fonctions élémentaires habituellement 
considérées, la convergence de la série (1.2) au point z, (| z, [ = 1) ent ra îne 
en effet celle de la série (1.3) au point z2, e t les deux séries ont la même somme. 

со 
b) Si lim av = 0, la convergence de la série У avzv sur la frontière de son cercle 

V - » j>=0 

de convergence est une propriété locale et l 'on at tendrait que cette convergence 
soit conservée après une transformation analytique de la variable z, comme dans 
notre cas où l'on substitue z par une fonction régulière dans le cercle fermé 
| z | ^ 1 [cf. (1.1)]. 

Or, une étude approfondie ne vérifie pas cette présomption. En effet, 

en posant z, = 1, et selon (L4) z2 = L z L £ ? ; c e qUi n 'a f fecte pas la généralité 
l + ^o 

de ces recherches, M. P. T Ú R Á N a démontré [1] que pour chaque C0 donné 
on peut t rouver des fonctions /,(z) régulières dans le cercle | z | < 1 telles 
que, malgré la convergence de la série 

(1.7) 

la série 

(1.8) 

soit divergente. M. T Ú R Á N a encore prouvé que si la série ( 1 . 2 ) est sommable 
Abel au poin t z = 1, la série (1.3) possède cette même propriété au point 

z = L i Â » p 0 u r toutes les fonctions /,(z) régulières dans le cercle | z | < 1. 
1 + Co 

Ces deux théorèmes de M. T Ú R Á N de caractères opposés amènen t à 
poser la question naturelle : quelle conclusion pourrait-on tirer dans le même 
problème en utilisant un procédé de sommation plus puissant que la som-
mation des séries au sens élémentaire, mais moins puissant que celui cl'Abel? 
Le procédé de sommation (C,k), avec 0 < к < possède cette propriété 
et est en même temps le plus couramment utilisé. C'est cet te circonstance qui 
suggère l'idée de comparer les séries (1.7) et (1.8) du poin t de vue de leur 
sommabilité (C,k). Ainsi, en généralisant le théorème de M. TÚRÁN, nous 
avons démontré [2] que pour chaque к entier positif e t Ç0 donnés on peut 
trouver des fonctions /,(z) régulières dans le cercle | z | < 1 telles que, malgré 
la sommabilité (C,k) de la série (1.7), la série (1.8) ne soit pas sommable 
(С, к). т 

Nous avons démontré ensuite [3] un théorème de sens inverse, notam-
ment si к est un entier non négatif, la sommabilité (C, k) de la série (1.7) 
assure toujours la sommabilité (С, к + 1) de la série (1.8). Ce dernier résul ta t 
permet de prévoir d'une manière heuristique le théorème de M. T Ú R Á N con-
cernant la sommabilité Abel des séries en question, à savoir le procédé de som-

v=0 

УК(С о) 
v=0 

1 + C o 

1 + t o . 
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mation d 'Abel peut souvent être considéré comme le cas limite d u procédé 
de sommat ion (C,k) q u a n d k—> mais «alors on ne f a i t pas de d is t inc t ion 
entre к e t к -f 1». 

Au cours des recherches que nous venons d 'esquisser nous avons supposé 
que l 'o rdre к de la sommat ion est u n en t i e r non négat i f , bien que ce t te condi-
tion ne s ' impose pas d'elle même ; e t il semble comme une suite logique de 
ce qui précède d ' é t endre nos inves t igat ions aux cas où к n 'est pas u n entier , 
mais réel e t non négat if . On se d e m a n d e également si l 'ordre к -f- 1 de la som-
mabil i té de la série (1.8) est le plus p e t i t possible, ou bien s'il existe u n nombre 
ô, 0 < b < 1, tel que la sommabil i té (С, к) de la série (1.7) entra îne la somma-
bilité (С, к + b) de la série (1.8). M. M. RIESZ, en général isant le théorème 
de FEJÉR, avai t é tabl i [4] que les séries de Four ier sont déjà sommables 
(C, ô), si pe t i t que soit le nombre posit if Ô. En é v o q u a n t ce résu l ta t de M. 
RIESZ, nous nous a t t end ions à t r o u v e r un phénomène analogue dans le pro-
blème qu i nous occupe. Plus préc isément nous avons cru que pour u n к 0 
quelconque, la sommabi l i té (С, к) de la série (1.7) impl ique toujours la somma-
bilité (С, к -f- ô) de la série (1.8) p o u r chaque ô > 0. Or, nous allons d é m o n t r e r 
d 'une p a r t que lorsque Ja série (1.7) est sommable (C,k) , la série (1.8) est 

ce r t a inemen t sommable (С, к -)- ó) si ô ï î - ; d ' au t r e p a r t que l 'on p e u t t rou-

ver des fonctions /x(z) régulières d a n s le cercle | z | < 1 telles que, malgré la 
sommabil i té (C, k) de la série (1.7), la série (1.8) ne soit pas sommable (С, к -f- à) 

• x 1  
SI 0 < — . 

2 
A v a n t d 'énoncer ces résul ta ts sous forme de théorèmes précis , nous 

y a jou te rons quelques remarques. Désignons comme dans les pa r t i e s I et I I 
([2], [3]) pa r aW la те-ième moyenne (C, k) de la série (1.7) et p a r ß^ß celle 
de la série (1.8). oS)f> e t ß^ß sont auss i définies pour к non entiers posi t i fs ou 
négatifs ([5], pp. 95—96) et en par t icu l ie r pour к ^ 0. Les relations que nous 
avons établies en t re les оф et les av respect ivement entre les ß f f 0 e t les 

M C о) 
( 1 + Co ([2], (2.6), (2.8)) ne son t pas non p lus altérées si к ^ 0 n 'es t 
U + Coi 

pas un ent ier . La fo rmule ([2], (2.16)) qui expr ime ß^f* à l 'aide des а ф 

(v + к 

к 
n + к 

( 1 - 9 ) / ? < * > = j p L A ^ t c o ) a < * > 
v = 0 

reste également valable, les coeff icients binomiaux é t a n t aussi déf in is pour 
les к 0; enf in (Ç0) donné p a r la formule ([2], (2.15)) : 

а л о , m . ) = Л ü ± í e . ' ( L ± á r f ( ! + % Г ' < 1 + & » ) * - • «г» 
2 n i ( 1 - | C , | S ) * U + í „ l J í o + Í „ 

H - í 

ne p e r d pas son sens si q est u n e cons tante et r < q < y (r = | £0 | ) pour 

des к ^ 0 quelconques. Cependant la démonst ra t ion que nous avons dévelop-

7 * 
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pée dans la pa r t i e I ([2]) ne s 'applique plus, car nous y avons fa i t usage des 
dérivées d 'ordre к entier. Afin d 'arriver à no t re but, nous devons choisir 
main tenant une voie différente. 

Ces remarques faites, nous pouvons énoncer les théorèmes suivants: 

Théorème 1. Soient к 0, Ô ^ — deux nombres donnés, С0ф 0 un 

point fixe dans le cercle | z\ < 1, et fx(z) une fonction régulière dans le même 
cercle, dont la série de Taylor est sommable (С, к) au point z = 1, c'est-à-dire 
l im aàf> existe. Alors la série déterminée par la relation 
П . œ 

( î . i i ) и * = m = 
1 — Co z r = o 

est sommable (С, к A- à) au point z — , donc lim ß'Jf+i) existe aussi, et 
1 + C o 

(1.12) lim я « = lim . 
П-+-<х> П œ 

À vrai dire il suffirait de démontrer le théorème 1 pour b = —, lequel 

serai t déjà une conséquence du théorème d'inclusion pour ô > h Mais des 

raisons diverses nous ont amenées à garder dans l'énoncé du théorème 1 la 

nota t ion ô ^ — . Tout d 'abord la démonstrat ion du théorème 1 pour b > 
2 2 

s 'effectue à l 'a ide d 'une méthode analogue à celle que nous avons appliquée 
dans la partie I I ([3], § 4, où к est un entier non négatif et b = 1), tandis que 
pour ô = — la démonstrat ion du théorème 1 exige des considérations nouvelles 

2 

et plus délicates. En outre la démonstrat ion du théorème 1 pour ô > -

nous fournira cer tains lemmes nécessaires pour mener à bien la démonstration 

dans le cas de ô = —. Au cours de la démonstrat ion, nous supposerons de 
2 

plus que ô ^ 1, ce qui simplifie nos raisonnements, mais n ' in t rodui t aucune 
restriction vu le théorème d'inclusion. 

On obtient un cas part iculier important du théorème 1 pour к = 0: 

Corollaire. La convergence de la série (1.7) implique toujours la sommabilité 

^ de la série (1.8) et 

lim a<°> = lim ß W . 
Л—- со л - , œ 

Au cas où à < — nous obtenons un résul ta t de sens inverse. 
2 

Théorème 2. Soient к > 0, ô <— deux nombres donnés, Ç0=f= 0 un 
2 

point fixe dans le cercle |z| < 1. Alors on peut trouver des fonctions f ß z ) 
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régulières dans le cercle-unité, dont la série de Taylor est sommable (С, к) au 
point 3=1, autrement dit lim öS*) existe, mais la série déterminée par la relation 

П— a 

(1.11) n'est pas sommable (C,k-\-b) au point z = , donc lim 
1 + Со 

n'existe pas. 

La démonstrat ion se simplifie en supposant 6 > 0 mais en raison du 
théorème d'inclusion ce n ' e s t qu'une restrict ion apparen te . 

Pour к = 0 le théorème 2 représente une amélioration du théorème 
de M. TUKÁN. E n effet, le théorème 2 expr ime que ce n ' e s t pas seulement la 
convergence de la série (1.8) qui n'est pas assurée par la convergence de la série 
(1.7), mais celle-ci n'implique même pas la sommabilité (С, & + de la première 

. . . . 1 
serie si о < — . 

2 
L'idée de la démonstrat ion est d 'é tab l i r entre les aJO et les ß (n+ a ) une 

relation de la forme 

( и з ) ß(nk+0)=2r№\C„)<> 
v = 0 

où les y ^ l (£0) sont indépendants du choix particulier de Д(з) et ne dépendent 
que de Co. n et v. La relation (1.13) défini t un procédé de sommation 
linéaire, et son examen est l 'obje t essentiel de nos investigations. Il sera établ i 

que ce procédé n'est pas régulier pour <5 < —, tandis que pour Ô - les 
2 2 

conditions do la régularité de Tocplitz—Schur sont réalisées: 

I. lim у^п/ЧСо) = 0 Pour chaque v fixé; 
П-+ x 

i L h m 2 v V H C o ) = i ; 
Л—œ v = 0 

III. il existe une constante К{к<д> > 0 telle que l'inégalité 

( 1 - 1 4 ) 2 \ У ( п Л С о ) \ < * ( M ) 

f - 0 

est vérifiée indépendamment de n. 
On ver ra que les condit ions I et I I sont remplies p o u r tous les ô 0. 

C'est l 'examen de la condition III, donc l 'évaluation de la série (1.14), qui 

offre les diff icultés principales. Pour ô > — l'existence de la constante K d t ) 

sera démontrée en suivant une voie analogue à celle de la par t ie II ([3], § 4). 

Mais cette méthode devient inefficace p o u r ô = — ou Ô < —. On é tudiera 
2 2 

dans ces cas la condition I I I en utilisant u n a u t r e procédé. Notamment l 'expres-
sion asymptot ique de (C0) sera représentée par une intégrale de la fo rme 
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г(к+д) 

9nv = 

к\ 

2 ni n + k + ô 

к +ô 
û (1 + COv 

( 1 ( « , + £ „ ) 

1 + Со(О 

"> + Со 
d со 

où с\к+6) est une cons tante et le con tour d ' in tégra t ion Lnv une courbe 
fermée e n t o u r a n t le pôle со = — C0- Nous devons dé te rmine r la va leur de 
gnv pour un n assez grand, m a i s f ixé et p o u r chaque v. L a structure de ce t t e 
intégrale suggère l'idée de recourir à la mé thode du col. Toutefois l ' emploi 
direct de ce t te méthode se h e u r t e actuel lement à cer ta ins obstacles que nous 
voudrions b r ièvement décrire. 

Les oeuvres t r a i t an t des expressions asympto t iques des in tégra les 
dépendant de deux ou plus ieurs paramètres n 'embrassent pas des problèmes 
t r è s variés. Elles se r a p p o r t e n t essentiellement aux recherches des fonc t ions 
de Bessel, lorsque l 'argument e t l 'ordre de ces fonctions t e n d e n t s imul tanément 
vers l ' infini ([6], pp. 225—270). Le procédé consiste à t en i r constant le q u o t i e n t 
de ces deux paramètres ( tout e n discutant les trois cas où ce rapport est supé-
rieur, égal ou inférieur à 1) e t à obtenir par là un col et un con tour d ' in tégra t ion 
invariable dans chaque cas donné . Le p rob lème à deux paramètres se r é d u i t 
a insi à un problème à un pa ramèt re . 

M M . W . F U L K S [ 7 ] e t D . L. T H O M S E N J r . [ 8 ] o n t élaboré ce r ta ines 
généralisations de la méthode de Laplace p o u r déterminer les valeurs a s y m p t o -
t iques d ' intégrales réelles d é p e n d a n t de d e u x resp. de t ro i s paramètres. M. 
F U L K S considère les intégrales de la forme 

JhM = j f(t)e-h*m+xvWdt 

où b est une constante, 
les intégrales d u type 

h, к —y oo sont des paramètres . M. T H O M S E N env isage 

J h , k , a = J 7 ( * ) e -
<5 

h4>(t) + k4>(t)dt 

qui diffèrent des précédentes p a r le fai t que a—y 0 est auss i un pa r amè t r e . 
Les hypothèses communes qu ' i l s adoptent t ous les deux son t les su ivantes : 
le rappor t hjk n 'es t pas cons tan t , mais h k; 0(t), f (<), f(t) sont indépendan-
tes des pa ramèt res et ainsi, e n supposant de plus que Ф(0) = 0 , Ф'(0) = 0 , 
Ф"(0) > 0, W(0) = 0, les valeurs asymptot iques des Jh.k et JhJiA s o n t 
tou jours fournies par les contr ibut ions des intégrales prises dans le voisinage 
de l'origine. 

Il convient de signaler encore l 'ouvrage intéressant de M . A . B É K É S S Y [ 9 ] 
qui étudie, à l 'a ide delà m é t h o d e de Laplace , le compor tement a symto t ique 
de l ' intégrale suivante : 

Pn(k \J) 
1 

j — 2) (n - 1)! 
и n-1 e -e~j"( 1 -e-u)k-j du 

où j, k, n —y oo sont des pa r amè t r e s (pn(k\ j) signifie une probabi l i té condit ion-
nelle). Pour pouvoi r appliquer la méthode de Laplace, l ' a u t e u r distingue q u a t r e 
éventuali tés possibles dont chacune s 'exprime par une re la t ion entre les p a r a -



SUR LA SOMMABCLITÉ DES S É R I E S DE TAYLOR, Ш . 103 

mètres, et en conséquence il remplace la fonct ion à intégrer par une expression 
nouvelle où les paramètres ne figurent pas seulement comme exposants. C'est 
ainsi que la valeur asymptot ique de pn(k\j) est donnée par une intégrale 
prise dans le voisinage d ' un point qui var ie avec les paramèt res et de même 
l 'intervalle de l ' intégration change aussi bien sa place que sa longueur. 

Cependant dans les cas énumérés il s'agissait t ou jour s de la valeur 
asymptot ique d'intégrales considérées en elles-mêmes sans tenir compte de 
leurs relations avec d 'autres expressions analogues. C'est pourquoi une rela-
tion entre les paramètres une fois adoptée, qui introduit certaines complica-
tions dans les calculs, le col e t la voie d ' intégrat ion ou bien sont restés invar ia -
bles, ou bien leur changement avec les paramètres n'a pas eu une impor tance 
particulière, malgré la discussion inévitable de certaines possiblités. Par contre 
nous envisageons une somme dont chaque terme est représenté par une inté-
grale et la détermination de la valeur asymptot ique de chacune de ces inté-
grales s 'effectue au moyen des cols et d ' u n contour d ' intégrat ion qui va r ien t 
d 'une intégrale à l 'autre. Cette circonstance est la conséquence de la s t ruc tu re 
particulière de la fonction à intégrer qui f igure dans l 'expression de gnv. On 
sait que les cols doivent ê t re cherchés parmi les racines de l ' équat ion 

f 1 + < , 0 w 

(O Г 
b, mais cette équation n ' a pas de racines finies. Cet obstacle 

V 
s'élimine en introduisant le paramètre A = , et en envisageant par la suite 

la fonction •У — au lieu de 
^ o 1 

1 + C0co)" L'équat ion t n > 1 ' - V " 

ь о со 
a déjà deux racines finies, mais qui dépendent de A e t par suite les cols 
et les contours d ' intégration varient avec A. Dans notre cas, le contour d ' in tégra-
tion doit passer par tous les deux cols correspondants e t de cette f açon on 
obtient I gnv |, pour chaque v, comme la somme de deux expressions a sympto-

oo 
t iques qui est suff isamment pet i te pour que v | gnv ! soit uniformément bornée 

en m si b = — ; et cette somme est assez grande pour que "У | gnv | dépasse 
2 i>=o 

toute limite avec n si Ö < —. Pour cer ta ines valeurs de A les deux cols se 
2 

rapprochent arbi t ra i rement l 'un de l 'autre , tandis que pour d'autres valeurs 
de A un des cols au moins se trouve d a n s le voisinage du point eu = 1 e t la 
fonction à intégrer ne reste pas bornée. Nous avons à discuter à plusieurs 
reprises séparément les cas où Ç0 est réel e t ceux où Co e s t complexe. Enf in 
puisque nous examinons la somme des valeurs asymptotiques, il ne suff i t 
pas de déterminer la part ie principale du développement asymtot ique de chaque 
intégrale, mais il faut aussi évaluer la somme des restes. 

La régularité du procédé de sommation (1.13) et la formule (1.12) seront 

ainsi vérifiées pour b ^ — e t le théorème 1 sera démontré. 
2 

On t rouvera de cette manière pour b < — que la condition I I I de la 

régularité n 'es t pas réalisée pour le procédé de sommation (1.13). Par conséquent 
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il existe des sui tes convergentes qui se t r ans forment en suites divergentes p a r 
la matrice (C0)]- Soit {a*} une de ces suites convergentes et {ß*} sa t rans-
formée divergente. Alors la fonction 

» v _ L h 
/Î(Z) = (1 

(1.15) 
J > = 0 к 

a tzy 

= 2 ( - 1 ) " 
e = o 

/ * + 1 со V + k\ 

[ p Г о . к j 
i* zv — yci*zv 

v=o 

es t régulière p o u r | z | < 1, où ( 1 — z ) k + x es t définie p a r sa déterminat ion 
principale. Or, la formule (1.15) n'est au t re que la relation classique en t re les 
av e t les a\k). Posons donc a* = oSk\ a* — av, alors /J (z) est la fonc t ion 
fx(z) qui vérif ie les conditions du théorème 2 et ß* = ßnC+ö^- Ce qui com-
plète la démonstrat ion du théorème 2. 

* 

Nous t e n o n s part iculièrement à expr imer nos remerciements les p lus 
vifs à M. J . C Z I P S Z E R pour ses précieuses remarques qu'il a apportées en l i sant 
le manuscrit de ce présent ouvrage. 

§ 2. Le procédé de sommation 

On démont re dans la théor ie du procédé de sommation de Cesàro que 
ß(k+e) s 'exprime par les ß<*> (m = 0 , 1, 2, . . . , n) ([5] p. 101): 

Ä k + a ) = 

( 2 . 1 ) 

1 

n + к + ô 

к+ ô ! 

1 i , 

k+ô 

y 

m = 0 

n — m -f- ô — 1 
ô - 1 

m + к 
к 

lm + Ó — 1 .re — m + к I 6 - 1 1 к 
ßflm • 

E n tenant compte de la fo rmule (1.9) 

(2 .2) ßrt-m — 
1 

V 

V M 

V + k\ 

к ) 

ß(
n
k+d) = У 

m = 0 m 
y 

v=0 

n — m + k 
к 

Ainsi il découle des relations (2.1) et (2.2) 

Im -f- (3 — 1 
[n -j- к + ô 

k + d 

m 4 - 6 — 1 

m v + к 

» • к - ù f . 

k + ô 

où PnLm,v(Ç0) est donné par l 'expression (1.10), 

„ 0 0 ( M a W 

'v + le 

к 
Кп-т,г\^о> r — 

(2.3) 

2 2 
r = 0 m = 0 

P(nk>mM < = 2 о) < 
v=0 
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et p a r sui te 

(2.4) 

1 ( ! + £ , ) * + '  

2ni ( 1 — | £ o | 2 ) f c 

v+k 

к , 

n+k+b 

k+ô 

ï W o ) = 

f ( 1 + C 0 « / 

o| =o 
(O+i •=>0 

w v y 
m=0 

m+Ô-

m 

l + C o 1 + Ç 0 < y -

1 + f o ĉ  + Co) 
do). 

La formule (2.3) représente le procède de sommat ion cherché. Nous pouvons 
constater dans l 'expression (2.4) que (Co) n e dépend p a s du choix p a r t i -
culier de fx(z). La relation (2.4) sera remplacée plus t a rd p a r des expressions 
asympto t iques . 

§ 3. Les deux premières conditions de la régularité 

La démonst ra t ion du théorème 1 s 'e f fectue en vér i f ian t que les é léments 
de la mat r ice [y%ô) (C0)] donnés par la re la t ion (2.4) remplissent les t ro i s 
conditions de la régularité de Toepl i tz—Schur . En ce qu i concerne les con-
ditions I e t II nous avons dé jà observé d a n s le § 1 qu'el les sont réalisées 

non seulement pour b Xt ^ , mais même pour b ^ 0. Nous a d m e t t r o n s donc d a n s 
2 

ce § que к > 0, Ь ^ 0. 
La vérif icat ion des condit ions I et II se hase sur des choix par t icul iers 

de fx(z), ce qui est permis, pu isque d 'après (2.4) les (C0)
 s o n t les m ê m e s 

quelle que soit fx(z) régulière dans le cercle \z \ < 1 . 

I. l i m y ' n Z * ( C 0 ) = 0 pour chaque v fixé. 
n-* CD 

Démonstration. Soit 

(3.1) Ш 
,u = 0 

une fonct ion régulière dans le cercle-unité telle que a / ) 
a / ) = 1. Selon cet te hypothèse e t la relation (1.15), on a 

0 si Я =f= v, e t 

\k+1 (3.2) fx(z) = (1-2)"+' 2 <4fc) = T zv( 1 -
я=о к к 

On lira de (3.2) que a = 0 si p < v e t 

(3.3) / i ( l ) = У % = l im od/) = n . 
/1 = 0 Я-. a> 

D ' a u t r e p a r t en ver tu de la déf in i t ion (1.1) de f2(z) on peu t écr i re 

i + Co - ( 1 + C > f + 1 

3.4) 

Ш) 

= ( 1 + C 0 ) f c + 1 

v + к rt / 
- о 

v 

к 1 Со 2 1 - C 0 2 

( 2 - С о ) " v 4 - к 
i l 

к X 
1 -h Со I 

4 + 1 
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et par suite 

(3.5) h = УК(Со) 
//=0 

1 + i » r = o . 
i + g 

1 + Со 

U + C0 

Or, le + b Si 0, on tire donc de la relation (3.5) que 

(3.6) lim ß(n+öl = 0 . 

Exprimons maintenant au moyen de la formule (2.3), en tenant compte 
du choix particulier des o.\k) 

(3.7) = V ( C 0 ) a « = ( C o ) ; 

e t ainsi de (3.6) et (3.7) 

(3.8) l i m y < k / > ( C 0 ) = 0 . 

V étant arbitraire, la relation (3.8) est valable pour tous les v ^ 0 entiers. La 
condition I est donc réalisée. 

II . lim ( f „ ) = l . 

Démonstration. Soit maintenant /,(z) = 1. Alors 

«W = 1 (v = 0 ,1 ,2 , . . . ) ; /,(2) = 1 , ß(k+i) = 1 (n = 0,1, 2, . . . ) 

e t par l 'expression (2.3) 

(3.9) 
v=o i>=o 

Par conséquent la condition 11 est réalisée. 

§ 4. Expression asyniptotique de ~/пк!д> (Co) 

L'expression (2.4) de y(„i,d) (C0) n 'est pas appropriée aux calculs. Pour 
cette raison nous cherchons à la remplacer par une formule asyniptotique 
plus adéquate. Soit à nouveau r < | со \ — g < 1 et 

1 + Со 1 + C0m = 1 
1 + Со « + Со y' 

donc max \ y \ = y0 < 1. On écrira ainsi 
H = 9 

n 

m = 0 

(4.1) 

m + ô — l 1 1 со 
У 

m + ô — l 

m y ri —m уП m=0 ô - 1 
У 

1 

y n ( l - y f 
У 

m = n + \ 

m + ô — l 

ô - l 

— y 
m—n+1 

m+ Ó- 1 

ô - l 

A„ - B„. 
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d'où en ver tu de (2.4) 

Iv+k 

c<fc> \ к 
2 ni n+k+ô 

k+ô 

f А л Л ю _ Г B n d w 
J w + C o J c o + C о 

H = e M = e 

(4.2) 

où 

(4.3) 

Nous allons vérifier que 

(4.4) 

w + C o 

= ffnv 9nv 

( 1 - I Co | a ) f c 

l i m 2 1 ff'nv I = О • 

gnv peu t done ê t re considéré comme l 'expression asymptot ique de y^f* ( C 0 ) 
dans l 'évaluation de la série (1.14). 

D'après les formules (4.1) e t (4.2): 

(4.5) \ д ' „ Ш с 

V + k\ 

к n V + l ím + ô — 1 

ô - l П , m - ( n + l ) 

k + ô 

Or, les relations suivantes sont valables pour les grandes valeurs de n, en 
supposant de plus que m ^ 7 i + l e t 0 < ô 1: 

(4.6) 
(n + k + ô 

1 k+ô 

Il s 'ensuit par (4.5) que 

(4.7) Ш = 0 ( п - к - > ) 1 г + к 

Par conséquent 

(4.8) 

= 0(nk+ä) , 
(m + ô — 1 

ô - 1 
= 0(т0"1) - 0(тел-1). 

ev+i 0 ( » ä - ' ) 2 У о " ( п + 1 ) = O i n - " - 1 ) 
m = n + 1 

lim g'nv = 0 , 

v + k 

к 
nX + l 

et en ver tu de (4.2) et (4.8) 

(4.9) l im y^>(ío) = Imi gnv. 
П—*ю П—* от 

Mais l 'expression (4.7) permet d 'en tirer de plus que 

(4.10) 
v=0 ( 1 — e r + 
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et il en découle déjà (4.4). Il résulte de (4.2) et (4.10) que 

(4.11) l im J V I о) I = lim ^ Ы • 
Л - » V = Q v = 0 

11 suffira donc d 'examiner le membre droi t de l'égalité (4.11). 
Pour terminer ce §, écrivons encore gnv dans sa forme explicite: 

Лк+д) 
(4.12) gnv ; 

2 л г 

V + к 

к (1 + £0со)к+в~*со* (1 +C0« 

ou 

n + k + ô 

k + ô 

Лк+д) _ 

С (l + c 
J ( 1 œf w + Со 

diо , 

( l + C o ) f t + á + 1 L + f t o 

( 1 - | С 0 | 2 ) к + й l + C o 

L'expression (4.12) peut p rendre aussi la forme 

V + là 

. к I (4.13) 9 n v = ~ ; 
2лг 

Г (1 к M I „ X 

n + k + ô 

k + ô 

( 1 - eu) 
1 + C 0 1 + C o w 

1 + C 0 0} + Co 

n +1 
dio , 

avec 

" ( 1 H W " 

Nous aurons besoin de tou tes les deux expressions de gnv 

§ 5. Cas de Ô > 
1 

Nous avons déjà remarqué que pour ô > la démonstrat ion du théo-

rème 1 peut se faire d 'une manière analogue à celle donnée dans la pa r t i e 

I l ([3], § 4). Pour cette f in il nous faut démontrer le lemme suivant: 

Lemme 1. Soient n un entier positif et 0 ^ ô <L 1 un nombre donné_ 
Alors 

(5.1) . 7 
г sin2 nt 

J sin2 0? 
dt 

Ofn20-1) si ô > 

O(logn) si ô = 

0 ( 1 ) si ô< 
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тс 2 
Démonstration. Pour Ü ̂  í ^ , on a sin Í ä — t et par suite 

2 я : 

2 
(5.2) 

J ^ 
' я 2ó r 

2 J 
sin2 и/ , 

dt = 
f2t> 

2ô 
I , 

au t rement dit .7 = 0(7). Il est évident que pour д ф — 

(5.3) 

2 

7 ^ m 2 j p - ^ d t + Г ^ = 0 ( n 2 ^ ! ) + 0 ( 1 ) . 

Ce qui revient à dire que 7 = 0(n2d-1) pour b > -— , et 7 = 0(1) pour b < --. 
2 2 

Si ó = - la relation (5.3) doit être remplacée par la suivante 

7 ^ 0(1) -f- logw. 

Les relations (5.1) sont ainsi démontrées. 

Démonstration du théorème 1 pour b > .11 f a u t encore prouver que 

la condition III de la régularité est réalisée, c 'est-à-dire que la constante 
/f(M) qui figure dans l'inégalité (1.14) existe, mais cette dernière relation 
doit ê t re remplacée par 

(5.4) > ' Ы <7 f (M) . 
r = 0 

Décomposons en deux parties la série qui intervient dans (5.4): 
00 v „ _ l oo 

( 5 - 5 ) У I s U = у ! g j + > ' \Vnv\ > 
J>=0 V = 0 V =Vo 

où 

(5.6) v0=X0n 

et 70 est une quanti té positive qui sera fixée avec n pa r la suite. On démontrera 
l 'existence de deux constantes Ä\k , i ) et K(

2
k-Ó) indépendantes de n pour 

lesquelles les inégalités 

(5.7) S, = V°2 \gj < K[k'à), S2 = 2 \9nv\ < * iM> 
v = 0 v=v, 

sont vérifiées quel que soit v. 
On discutera d ' abord la seconde inégalité (5.7) qui est réalisée pour chaque 

b > 0 in tervenant . C'est seulement après que nous pourrons limiter Sv 
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1° Évaluation de S2. E n t enan t compte de l 'expression (4.12) de gm. 
e t du fait que 

max |1 + "C„ H = 1 + TQ, max f i — со\~д
 = (1 — q)~ô , 

| o ) |=e H ~ e 

max 
H - e 

on а 

So 
n + k + ô 

k + ô 

v0 + к 

1 + C o « j = l — r g  

« + С о в — r 

t + 

( 1 — о)" \Q — r 

> 1 , 

4 A + i ) l ( 1 + r e V 4 " 5 " 1 ( i - ? - e ) n + 1 * [ v + k ' 

v=v, 

(5.8) 0(1) 
qV, I 1 _ r Q n+1 

П + к + 0\ (1 -Q)' [ Q-r 

k + ô 

V — v0 +к 

к 
nV-V, — 

0(1) 

к + k  

к 1 

_ n\k+ô+i ( i - e ) 

1 — r Q 

Q — Г i n + k + ô 

1 к + ô , 

où l 'on a pris en considération la relation (5.6) e t l'inégalité évidente 

lv+k' 

(5.9) 
n + k + ô 

k + ô 

< 
V — v0 + к 

к 
(v > v0,k > 0). 

Si ?.0 est choisi de telle façon qu' i l puisse être enfermé dans un intervalle de 
longueur finie et dont les extrémités sont indépendantes de n, il vient 

"о + к 
к 

(5.10) 

Il suffirait donc de prendre 

n + k + ô f 1 

k + ô 
0(n-6). 

(5.11) * o = l + 

о — r log -
l — r g 

i o g g 
2 , 

comme nous l 'avons fait dans la part ie II ([3], (4.13)) ([ж] désigne la part ie 
ent ière de ж), pour que l ' inégalité 

(5.12) , i — r e 
e ° — - — - + i 

о — r 
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soit vérifiée, e t l 'existence de K^ 'P serait ainsi prouvée. Mais ayant en vue 
des considérations ultérieures nous cherchons à trouver pour A0 une valeur 
inférieure à celle fournie p a r la formule (5.11). Pour cette raison on choisit 
g d 'une manière particulière et l'on pose pour n suff isamment elevé g = 1 — n~e, 
avec 

(5.13) e = 

k + ô+1 

Ainsi, de la formule (5.10) on tire 

v0 + k 

(5.14) 
к 

- =0(1). 

D'au t re pa r t si la relation (5.12) est vérifiée on peu t écrire 

1 — r о log-
g — r 

(5.15) „ -
- l o g o 

Posons g = 1 — h, où 0 < h < 1 — r. Alors — log g < h et 

1 — r g 
1 + r 

log 

(5.16) 

— log 11 -

Q — r 

log g 

1+r 

, , " 1 1 — ( — r ) m
 7 m , 

< : h h ^ 1 !— h " < 
1 - Г —2 m (1 -r)m 

< — + 1 + f h i l - log 
1 — r (1 - r)2 I 

1 — 
h 

1 — r 

- l o g 

(5.17) 

1 — 

h 

1 — r) 
h 

1 -

A n > 

croît avec h; si h= n e < — (1 — r), on a 

< log 2. En p renan t 

1 - r 
1 + Г (1 + l o g 2 ) = + Яп-% 

( 1 - r ) 2 1 — r 

les inégalités (5.12) et (5.15) seront satisfaites. Soit donc A0 le plus pe t i t des 

nombres de la forme — vérifiant la relation (5.17) (n é t an t supposé fixé), 

à savoir 

(5.18) A0 = — n r +Hn~ 
n 1 — r 

et ainsi selon (5.6) 

(5.19) VQ = \n 1 - r- + Hn~ 
1 — r 

+ l 
n 

+ 1 . 
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Considérant les relations (5.8), (5.12) e t (5.14) on peut constater que 

(5.20) St = 0{ 1) 

et la seconde inégalité (5.7) est vérifiée. 

2° Évaluation de Sx. La fonction (1 + cov (1 — co)~ô é t a n t 
régulière dans le cercle | со | = g < 1, l 'expression (4.13) de gnv peut ê t re 
remplacée p a r la suivante: 

(5.21) 

9 m' 

v + k 

к 

2л i n + k + ô 
k + ô 

- ( 1 + C 0 « Ж * - 1 с о " 1 + Со 1 + C o « n + 1 

(1 - c o ) 1 + C0 « + C0 

- 1 

L'intégrale (5.21) garde évidemment son sens même pour g = 1, c'est-à-dire 
pour со = в14", en conséquence 

(5.22) \gnv\ = \Cd 

v + k 

l к 
n + k + ô 

k + ô 

i л def 
cov hôn(co) dco — |C 

2 л i J 

V + к 

к 

\m\ = i 

n + k + ô 

k + Ô 

m 

ou 

(5.23) h&n(co) : (1 + £ > ) 
к + й - 1 

( 1 — w ) 6 

1 + Cp 1 + Cq ft> 

1 + C 0 W + C 0 

л + 1 

On remarque que les gôp définis par la relation (5.22) sont les coefficients de 
Fourier de hàn(co). 

r . - l 
L'inégalité de Cauchy appliquée à la somme , de plus vu que 

v = o 

V° ^ pour V < v0, on obt ient 
(v + k 

к к 

У IsU Г è "о У I ó ü 2 ^ l^ôl2 ^o n 
l v = 0 v=0 

(5.24) 

E n vertu de l'inégalité de Bessel 

2 

к 

n + k+ô 
k + ô 

v=o 

(5.25) 
47Z 

v=o 2 л J 
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Introduisons ensuite la notat ion employée dans la par t ie II ([3], (4.22)): 

1 1 + ^ - ci9 , 
1 + C0 e , < p + SO 

donc 

pitp — I — Co e1"' 1 1 (1 — r2)d0 

eie —C0 1 — e"' 1 + C0 e'<9-e») - 1 

On en conclut que 

| e i ( n + I ) ( 0 - 0 . ) _ l [ 2 
oiO f- 12Й H 

e» - C0|2 

( 1 _ L r ) 2 ( f t + d - l ) 
hön(eA I2 < - — — le" Sol 

(5.26) 

| e i ( 8 - e „ ) _ _ 1 |28 

- 0 „ 

sin2(ra + 1) 2 
ó i " о e » - g » T i -

l l + С о Г 
s i n 2<ï _ 

De plus 1 — C0 I ^ 1 — et ainsi en ver tu de la relation (5.26) 

60 + 2л 

2л 

(5.27) — Г | A ä n ( 0 | 2 d g , = 0(1) 
2 л I 

s i n 2 ( n + 1 ) — 0 ( 1 

2 
d f l , 

s i n 2(5 " 0 

ou en posant в — 0О = 2t, on tire de (5.27) 

2л 

(5.28) Á - J M ^ ) № = 0(1) J 

о о 

Par conséquent, d 'après le lemme 1 

• sin2(w + 1) t 

sin2* t 
dt. 

(5.29) 

2 л 

1 r 

2л 

О Д 2 4 ' 1 ) s i ô > 

0(log n) si á = 

0(1) si ô < 

8 A M a t e m a t i k a i K u t a t ó I n t é z e t Közleményei V. А/1—2. 
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Par ailleurs selon la formule (5.10) 

(5.30) 

Ainsi il découle de (5.29) e t de (5.30) 

> 0 + Te 2 те+ Л - M 1 

Te k + ô ) 
= 0 ( 7 ! l-2<5\ 

(5.31) 
n 

2 л 

" о + Y 
к ) 

2л 

71 + Л - - M | 2 

л - H 

0(1) 

0(log n) si 

si (5 > — 
2 

0(те1-гй) si ô < 

La formule (5.31) de même que les inégalités (5.24) e t (5.25) fournissent 

la preuve que S1 =0 (1) si Ô > —, et la première inégalité (5.7) est aussi 
2 

vérifiée. Le théorème 1 est ainsi démontré pour d > —. 
2 

En même temps la relat ion (5.31) met en évidence que cette méthode est 

inefficace pour évaluer S, si ô = — ou Ö < —. Cependant le lemme 1, aussi 
2 2 

bien que l 'expression (5.31) éveillent l'idée que le comportement de la somme 

partielle Sl var ie avec b et que pour b = — ou b < — elle a une allure diffé-
2 2 

rente de celle que nous venons de constater dans le cas de b > —. Cette 
2 

présomption a été vérifiée pour b < —, mais non pour ô = —. 
2 2 

On supposera d'ailleurs dans ce qui suit que 0 < fe —. 

§ 6. Lemmes complémentaires 

L'intégrale qui in tervient dans l 'expression (4.12) de gnv appart ient au 
t y p e dont la valeur asymptot ique peut ê t re déterminée pour chaque v p a r 
la méthode du col, n é tant supposé fixé et suff isamment élevé. Cette méthode 
est assez puissante pour dominer le problème en question quelles que soient 
les valeurs de b, de n et de v, mais on rencontre de sérieuses difficultés q u a n t 
a u choix du contour d ' intégrat ion adéquat , lequel joue un rôle particulier 
dans l 'application de la méthode. La forme e t l 'emplacement de ce contour 

dépend no t ammen t de la quan t i t é — et les espèces très variées de courbes 

, v 
d'intégration qu' i l faudrait considérer quand varie exigeraient une discussion 

géométrique t rès longue et détaillée. Pour éviter cette complication nous 
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renoncerons à l 'homogénéité de l 'exposé et n 'aurons recours à la méthode 
du col que pour des v satisfaisant à la double inégalité : 

( 6 . 1 ) = + + S l + 1 . ^ 

1 + r log n n n 1 — r log n n 

où vn e t v'n sont des nombres fixés avec n tels que, /1х est le nombre le plus 
v 1 + r 1 

grand de la forme — e t inférieur à , tandis que A] est le plus 
n 1 — r log n 

1 — r 1 
pet i t des nombres de la même forme e t supérieur à 1 — . On a donc 

1 + r log n 

n 

(6.2) 

n 

1 + r n ^ 1 — r n 

1 — r log n 1 -)- r log n 

1 — r n Л , I 1 — r n 
+ 1 - \n 1- — 

log n\ ( 1 + r log n 1 + r 

Des relations (6.1) et (6.2) on déduit deux valeurs particulières de r 

1 — r , n 

( 0 ^ ® „ < 1 ) , 

( 0 < 

(6.3) J [ 1 + r n 
v1 = / j n = I n  

L 1 — r log и 
1; v'1 = +1n = n H 

1 + r log n 
+ 2. 

On démontrera p a r la méthode du col que У \gnv\ dépasse toute 
V = V[ 

limite si 0 < ô < , e t qu'elle est bornée si Ó = -, mais on vérif iera d'abord 
2 2 

j> ; - i 2 
que les sommes У \gnJ et У \gni\ sont bornées pour b = — . 

v=0 v=r,+l 2 

Nous venons de voir que S2 = О (1) [cf. (5.7) e t (5.20)] p o u r tous les 
6 > 0. Notre second lemme exprime un résultat analogue. 

Lemme 2. Soit ô = —. Alors il existe un entier positif »'Ó = n < v0 

tel que 

(6.4) 2 ; Ы = 0 ( i ) , 
v=0 

v 1 — r 
où /.f, est le plus grand des nombres de la forme — inférieur ou égal à . 

Démonstration. On évaluera gnv au moyen de son expression (4.12) en 
modif iant convenablement la voie d' intégration j m \ = g. E n raison de 
la symétrie nous admettons une fois pour toute que 0 ^ a ^ л (où C0 = reia). 
Sous cette réserve, d ' après le théorème de Cauehy, le contour d ' in tégrat ion 
peut ê t re composé de l 'arc a' du cercle c' de cent re со = 0 e t de rayon 

R 11 < R < —I, de l 'arc a" du cercle c" de centre со = 1 et de rayon и - 1 
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e t de deux segments de droites s' e t s" parallèles à l ' axe réel (Fig. 1). Le nou-
v e a u contour ne con t ien t pas le pô le со = 1, mais il entoure le pôle со — — Ç0 
de la fonction à in tégrer . La va leur de R sera précisée sous peu . L'expression 
de gnV se décompose ainsi en q u a t r e intégrales q u ' o n désignera p a r 

(6.5) gnv= J + J + J + J . 
a' a" s" s" 

Figure 1 

Il est aisé de voir que p o u r v ^ v'0 on a 

(6.6) < с Ь т ) , 

K + k 

(1 + rR) 
k+-J v+l 

R 

2 

l + r R \ n 

R + r 
= IW 

-*• nv 

e t 

( в . ? ) 2 7 " " ) = 0 ( 1 ) 

v'b + k 
к 

v = 0 ' « + * + I N ( i ? - 1 ) 3 ' 2 ' * + r 

k + 
2 

Posons ac tue l lement R = 1 + n 3 . Nous o b t e n o n s 
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(6.8) 
ív'o + к 

к 

( n + lc + 

2 

1 \ 
0(1). 

(Л - I ) 3 ' 2 

Choisissons Aq de f açon que la condi t ion 

(6.9) 
. 1 4 - rR i " 

\ =0(1) 
R + r 

soit vér if iée. Cela se réalise, avec la valeur adop tée pour R, si Aq 

vu que 

(6.10) Rl+r
 = i + A(R - l)3 + . . . = 1 + 0(n~x) 

R 

, 1 - r 
s , 

1 +r 

( A > 0) 

d'où résul te (6.9). X'0 es t de la forme , il peut donc ê t r e le plus g r a n d nombre 
n 

1 — r 
de ce t te forme infér ieur ou égal à , à savoir 

1 + r 

(6.11) n 
1 - r  

1 +r 
e t Vq == Àg n = n 

1 + r 

Avec v'0 a insi défini on obt ient 

( 6 . 1 2 ) 2 W = 0(i) 
v=o 

à p a r t i r des relations (6.7) (6.8) e t (6.9). 
Considérons en second lieu l ' in tégra le prise sur c " défini p a r l 'expres-

sion со = 1 -f- те-1 eia (0 ^ a ^ 2n). Alors pour des n su f f i samment grands 
on a 

11 + Со 0 J- , 
m a x ; — = 1 

1 — r 2 

0 < " £ 2 л I ft) + Со 

(6.13) 

Pa r conséquent pour v v̂  

1 + 2 r cos a + r2  

1 + r 

n~X + 0(w_1) 

^ 1 + n-1 + o(nrx) . 
1 — r 

i l ^ n - 1 ^ * - 1 ' » ) ^ + n - l ) " ' + fc+ 2 
n 

(6.14) 

1 — n~x  

=-- 0(n~x) = /<?„> 

1 + 0(те-1) 
1 — r 
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e t 

(6.15) 

t ions 

> / $ = 0 ( 1 ) . 
V = 0 

Il reste à évaluer les intégrales prises sur les segments s' e t s". Les fonc-

V f 1 n + 1 x - , k - -7Г 

«> + Co 
( 1 + C 0 w ) 

p r e n n e n t sensiblement les mêmes valeurs a u x points d'abscisses égales de 
s' e t s" . Par contre (1—eu)'/2 a d m e t des va leurs différentes en ces points. 
E n a d o p t a n t la dé te rmina t ion pr incipale de (1—co)'A- quand coÇs", on aura 

î 

e'" (I —ca)1'2 le long de s'. Ainsi, puisque R = 1 + n 3 , il v ien t 

i
 1+" 

j ) 
A + -

+ 
(6 .16 ) 1 + n—1 

( 1 + C o a>) 2 c o v 1 + C o со 

(o>-l)4*(co + Ç0) U + Co 
dco\ 

1 — n~l — r 

1 + rco\n dco 

i + n -
ß) + r j (со — l)1 

_ /(3) x nv 

et 

l + n 

(6.17) 2 / S = o ( » 2 ) Г -
V=0 J (CD — 1 

COÜ + 1 — 1 / 1 - f rCD 

(CD — 1 ) 2 1 CD - f Г 
dco. 

L a relation (6.9) reste valable pour chaque R de l ' in terval le (1 + 

l + r e 3 ) . Par suite, d 'après le choix (6.11) de on a pour l + n ^ g L c o f i l + n 3 

(6 .18) (a> 1) 
1 + ГСП 

= 0 (1 ) , 
CD - j - Г 

e t l 'expression (6.17) peut s 'écrire sous la fo rme 

(6.19) v' 1 1+" * 1 1 1 
!/<?) = 0(n~ï) Г = 0(n~ *) I(d> - v J ) = 
r=0 J (со — 1) 2 

l + n—1 

0 ( 1 ) . 

E n ver tu des relations (6.5), (6.12), (6.15) e t (6.19) la fo rmule (6.4) es t 
vér i f iée e t le l emme 2 est démont ré . 

Nous soulignons que le l emme 2 est va lable même si 0 < Ô < —. La 

démonst ra t ion subi t dans ce cas une légère modificat ion en remplaçant la 
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1 — r - -

définition de AÁ par celle de = ,— : H' n 3 , où H' est une constante 
1 - j - r 

indépendante de v et de n, analogue à H de la formule (5.17) et l 'on raisonne 
de la même manière que dans le § 5. La relation (6.9) reste vérifiée, mais il 
n 'existe pas d'expression analogue à (6.10). 

Lemme 3. Soient ô = —, iq et v[ les entiers définis par les expressions 
2 

(6.3). Alors 

(6.20) 

vi — 1 

s* = ^2 W 
v=0 

0(1), s5= 2 \ffnv\ = 0(i). 
v = v , + l 

Démonstration. Désignons par v' e t v" deux entiers positifs remplissant 
n 

les conditions suivantes : v' < v" < v0 e t v" — v' = О 
log n 

. Un raisonne-

ment semblable à celui que nous a fourni la formule (5.24) conduit à la relation 

( 6 . 2 1 ) f 2 \9nv\ 
1 = V' 

< 0 
log n) v=0 

d 'où selon les expressions (5.25) et (5.29) on a 

( 6 . 2 2 ) У Ы = • 

Les entiers v0, v'0, tq, sont définis de manière [cf. (5.19), (6.11), (6.3)] 
qu'on ait 

vo - vi = 0 

log n 
(6.23) 

Par conséquent d'après (G.22) 

(6.24) 2 \ gnv\ = 0(l 
V = Vi 

Л = 0 
n 

log n 

Vo 
>' \gnv\ =0(1). 

En tenan t compte de plus que S2 = V | gnv j =0 (1) pour tous les ô > 0 
v = v 0 

[cf. (5.20)] et que S3 = 2 \Vnv \ =0(1) pour ô = — [cf. (6.4)], le lemme 
v = o 2 

3 est démontré. 

Lemme 4. Les | gnv | sont uniformément bornés en n et v. 

Démonstration. Pour ô > — le lemme est démontré par le théorème 1. 
2 

Pour ô = ~ les relations (5.20) et (6.22) constituent la vérification du lemme. 

Il reste le cas où ô < —. Si v ^ v0, la formule (5.20) est valable et pour ces 
2 

v le lemme est prouvé. Soient ensuite v111 et vlv deux entiers positifs tels que 
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vni < piv ^ po e t piv _ „ni _ 0(n20) et l'on obt ient facilement la formule 
analogue à (6.22): 

vlV 
(6.25) J£\9nv\=0( 1 ) . 

T>III 

§ 7. Détermination des cols 

Les recherches que nous avons encore à fa i re se réduisent dès main tenan t 
v ' 1 1 

à l 'étude de la somme > ' j gnv \, quand b = — et ő < —, pour un n fixe e t 
v=vi 2 2 

assez grand. Nous cherchons à trouver une expression asymptotique de gnv 
pour chaque v vér i f iant l 'inégalité v[ ^ v + j>,. L'intégrale qui figure d a n s 
l'expression (4.12) de gnv est du type 
(7 .1) Jn = J h(co) [F(co)]nda> = J h{co) e"fG) dco, 

L L 

don t la valeur asymptotique p e u t être déterminée par la méthode du col 
([10], pp. 77—93). Les fonctions F(a>), f (со) e t h (со) sont supposées régulières 
dans un domaine D du plan complexe со, où la courbe L est aussi t racée . 
D 'après le théorème de Cauchy L peut être modifiée en D e t précisément 
c 'est le choix d 'une voie d' intégration convenable qui constitue l'élément essen-
tiel de cette méthode. 

La méthode du col consiste à trouver une courbe d' intégration L passan t 
pa r un point particulier co,£D appelé col et jouissant des propriétés suivantes : 
I F(co) I resp. Re/ (со) prend son maximum absolu sur L en со,, la contribution 
de l'intégrale prise sur un arc inf iniment peti t de L au voisinage de со, fou rn i t 
la valeur asymptot ique de l ' intégrale (7.1), t andis que l ' intégrale prise sur 
le reste de L t e n d vers zéro quand n—y I l arr ive (et c'est notre cas) que 
L doit passer simultanément pa r plusieurs cols, soient co+D ( j =1,2, . .., p). 
La méthode du col reste applicable même dans ces cas, si L peu t être par tagée 
en arcs Aj dont chacun ne contient qu'un seul col correspondant coj et со j 
a les mêmes propriétés sur A j que со, sur L dans le cas d 'un col unique. L a 
valeur asymptotiqe de Jn s 'exprime alors par la somme des intégrales prises 
sur les arcs inf iniments petits des Aj dans les voisinages des cols coy. 

Les cols se t rouvent parmi les racines de l'équation f'(co) = 0 (dans le 
cas que nous t ra i tons les équations f'(co) — 0 e t f" (со) = 0 n 'on t pas de racines 
communes). Soit со, un col, donc une de ces racines remplissant les conditions 
mentionnées ci-dessus; alors coyD et f (со) est développable en série de Taylor 
a u t o u r de co1 : 

f(œ) = /(со,) + 1 /"(со,) (со - со,)2 + . . . . 

Considérons ensuite la droite Z, (appelée aussi l 'axe du col со,) définie comme 
le lieu des points со pour lesquels / " (со,) (со — со,)2 :g. 0. Z, forme l'angle r , 
avec l'axe réel. L a courbe L, si elle existe, f a i t avec Z, un angle inférieur en. 

7Z 
valeur absolue à — . S i cela est possible il est avantageux de choisir L tangente1  

4 
à Z, ([10], pp. 87—88). Supposons que L existe, qu'elle satisfasse à toutes les 
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conditions énumérées, même à la dernière, en outre qu'elle ne passe que pa r 
le seul eol w1 et enfin que f (со) et h (со) soient indépendantes de n. Alors la 
valeur asymptotique de l ' intégrale (7.1) est donnée par la formule 

(7.2) Jn = h(OJx) e"/(°>i) + l> 2 л 
n \f"(oh) 

{ 1 + 0 ( 7 1 - 1 ) } 

([10], p. 88 (5.7.2)). 
Cependant des circonstances particulières peuvent se présenter qui exigent 

de faire passer L simultanément par plusieurs cols coj. Désignons par t, l ' axe 
du col coj faisant l'angle r;- avec l 'axe réel, alors la relation (7.2) se substi tue 
par la suivante 

(7.3) J n = A ( t u , ) e " / < < ° í > + " í I 
2 л 

[ 1 + 0 ( n - i ) } . 
\n\t"(coj) 

Il fau t souligner que les formules (7.2) et (7.3) doivent ê t re éventuellement 
modifiées si l 'une des quantités h (wj), f (coj) ou | f" (coß | dépend elle-même 
de n. Nous aurons l'occasion de tenir compte de cette remarque. 

Dans le cas concret c'est l 'intégrale 

(7.4) lu 
(1 + C0(o)k-

- a r l l + Ç * 
(l-co)e(co + Ç0) \co + ÇJ 

dco 

qui nous intéresse, car pour les v que nous considérons maintenant : nj á К i j 
[cf. (6.3)], nous pouvons écrire 

(7.5) I 9nv I 
; r(fc+<>) I 
I b n 

2л 

v + к 

к 
n + k + ô 

k + ô 

I Jnv I = dnv n-' \jnv\ = 0(n~ô) I Jn 

où les dnv sont des nombres positifs ayant des bornes supérieures et inférieures 
indépendantes de n et de v. E n effet, si v[ ^ v gL vv il vient 

v + к 
к 

v'x + k-
k 

v i k _ n k 

' T ( I ) ~ l \ k ) 

et par suite 

f v + к 
к 

< vx + k 
к 

n + k+ô 
k + ô 

vk Xknk 

nk+ô 

Г(к + 6) 

v + k 

Г(к) - ( n + k + Ô 
< 

; A + . 

m 
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Or, d 'après lours définitions données sous (6.3) 

1 
(7.6) 

e t ainsi 

(7.7) d 

r v : 1 + r 

< X. < X. < 
1 + r 1 - r 

c<*+a>| 

2л 

Г(к + ù) /1 - r 

Г (к) U+O 
< d n v < 

| с № + а > | Г ( Л + 0 ) / 1 + r 

2 л Г(к) Il - r 

Pour pouvoir appl iquer la formule (7.2) ou (7.3) à l 'intégrale (7.4) il 
incombe trois tâches préalables: 1° faire le choix d 'une fonction f(co) conve-
nable (où F (со) =е/(ш>); 2° déterminer e t examiner les cols, c 'est-à-dire les 
racines de l 'équation f(ca) — 0; 3° démontrer l 'existence de la courbe L réalisant 
les conditions établies e t construire cet te courbe. Nous consacrons ce § aux 
problèmes 1° et 2°. 

À première vue on pourra i t p rendre pour F (со) respectivement f (со) 
les fonctions 

F(co) = 1 + О 

« + Со ' 

f(co) - log l + Cpf t j 

« + Co 

mais alors l 'équation 

f'(co) = 
( 1 + (со + i 0 ) 

= О 

n'aurai t pas de racines f inies . Il faut donc choisir pour f(co) une autre fonction; , p 
A cet effet introduisons la notation X = — et soit 

n 

(7.8) f(co) = log L ± Ç o « j 

coß ~ / 

••X log со + log (1 + í0co) — log (со 4- Co) • 

/(со) est définie en un po in t initial quelconque par sa détermination principale 
e t suivie pa r continuité. On a ainsi 

(7.9) / » = - + - - % 
о» 1 4 - Ç0co a > 4 C 0 

' 0 ' Xco2 4 [(1 + r 2 ) A - (1 - r 2 ) ] m + f0A 

c o ( l + C 0 w ) (со 4 Со) 

L'équation f'(co) = 0 a dé jà des racines finies : 

со 

(7.10) 

P ч 
i , a = ——г ^ — [ ( 1 + r 2 ) A — ( 1 — r 2 ) ] ± ( [ ( 1 + r 2 ) A - ( 1 - r 2 ) ] 2 - 4 г * х у * } = 

2 r A 

е 1 ' (а+л) 

2 r A 
(1 4 r2) A — (1 — r2) + i(l — r2) 

1 + r д 
ÍA 1 ~ r 

[l - r /i. 
1 + Г) 

' À 

J 
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Selon les hypothèses on a i] á v g; vv donc A] s; A Ax et d 'après l 'inégalité 
(7.6) 

(7.11) 
1 — r . 1 + r 

< A < 
1 + r 1 — r 

On en conclut par un calcul simple que | co1, 2 | = 1 et il est just if ié d'écrire 

1 + r 2 1 — r2 

2 r A 

2 r 

1 + r 

1 - r 

2 r A 
: cos &, 

A -

1 
= sin û , 

(7.12) 

où 

(7.13) cox = e<(<>+*-*>, co2 = е'<а+я+<>). 

Cette circonstance est très importante , car pour | со | = 1 

(7.14) I F(OJ) I = 1 resp. Re f(W) = 0 , 

c'est-à-dire 

(7.15) I F{A>1) I = I F{CÜ2) I = 1 resp. Re /(oq) = Re f{CO2) = 0 . 

La courbe L doit donc passer par un domaine dans lequel | F(co) | <C 1 resp. 
Re / (со) < 0. 

Passons à la détermination de /"(cox) et /"(co2). Il est aisé de vérifier 
que 

V 2 < a + T - * ) : (7.16) /" (oq) = A 

e t 
l - r "J 1 + r 

= B L 

(7.17) / > 2 ) = |/"(со1)|е 

Les relations (7.16) et (7.17) pe rmet t en t de calculer T1 et r2. Du fa i t que 
/"(oq)(co—cox)2 est réelle et négative on conclut que 

(7.18) 

e t de même 

(7.19) 

Л Vi I О ! 7 1 
— = a +л —и -1 , 

2 2 4 

т2 = а + л: + «? + 3 л 

On constate que 0 < б < л, car pour # — л on aurait œ1 =co2 = e la, 
1 — r 1 + r 

A = , et pour & = 0 on aurai t co1 = œ2 — X=z , mais ces cas 
1 + r 1 — r 

o n t été exclus par la condition (7.11). Quand A croî t de A] à Ax, a>1 e t co2 se 
déplacent chacun sur une demi-circonférence ayan t des positions symétriques 
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par rappor t au d iamèt re d 'extrémités e'" et e,(°+î»> du cercle-unité (Fig. 2). 
P o u r t a n t Я prend les valeurs Xv et des valeurs très voisines à celles-ci 
et p a r conséquent | / " ( w i ) | devient très pet i te pour ces valeurs de Я. Cette 
circonstance doit ê t r e prise en considération en appl iquant la formule (7.2) 

i 

ou (7.3) où nous avons affaire à | f"((ox)\
 2 qui devient très grande. 

Figure 2 

En adoptant la définition de f(co) donnée sous (7.8) on peu t écrire 

( 1 + f 0 « » ) * + « 
(7.20) h(co) = 

( 1 - Ю ) « (СО + Со) 

h (co1) et h (co2) n ' o n t pas de sens, si œx — 1 ou co2 = 1, ou bien si | 1 —ш г | 
ou I 1-—co21 devient infiniment pet i t . Généralement ces éventuali tés ne se 
produisent pas s imul tanément car c 'est seulement l 'une des demi-cireonférences 
en question qui cont ien t le point со = 1, sauf les cas où a = 0 e t a = л. Nous 
nous occuperons dans les §§ suivants de tous ces cas particuliers. 

L'expression (7.10) montre que œ1 et co2 sont fonctions de Я et par consé-
quent la courbe L qui passe au moins par un de ces cols dépend aussi du para-
mètre Я. Ce fait sera mis en évidence en désignant désormais la courbe d' intég-
rat ion par Lk. 

Remarque. Ce sont les relations (7.13)—(7.17) qui font ressortir l ' impor-
tance de la condition (7.11). En effet , si l ' inégalité (7.11) était remplacée par 

1 — r 1 + r , 
Я < ou Я > —, on a u r a i t | iov 21 =f= 1 e t les expressions qu on 

1 + r 1 — r 
pourra i t obtenir pour Re /(c+), R e /(<+), | ///(со1) |, | /"(co2) | seraient beaucoup 
moins simples. C'est une des raisons qui explique le choix part icul ier de vx 
et v[ respectivement de et /.[. On verra en outre que la circonstance que 
I («j I = j (o21 = 1 simplifie beaucoup la déterminat ion de la courbe Lk 
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§ 8. Construction de la courbe LÀ 

On démontre dans la théorie de la méthode du col que L} doi t être 
tracée dans un domaine dont la f ront ière Г est déterminée par l 'équation 

(8.1) I F (m) I = I I o u R e /(со) = R e f{wx), 

le col co1 é tan t en général un point double de F, où cette dernière se coupe sous 
un angle droit ([10], pp. 83—85; [11], pp. 402—406). Les autres racines de 
l 'équat ion /'(со) = 0 peuvent avoir la même propriété.1 De plus Г est une 
courbe de niveau qui divise le plan complexe со en deux domaines Dx e t T)2 
tels que 

I F(ы) I < I F((ox) I o u R e /(со) < R e f(cox) si со £ 7 f t , 
(8.2) 

I F(o>) I > I F((o2) j ou Re /(со) > Re /(co2) si со £ Д , . 

Dans notre cas | co1 \ = 1 et | F(co1) | = 1, de même | co2 | = 1 et 
] F(co2) I = 1, donc la courbe Г déterminée par l 'équation (8.1) passe pa r tous 
les deux cols: aq et co2. D 'aut re par t , nous avons déjà observé que l 'équation 
I F(ço) I = 1 est vérifiée en tous les points de la circonférence | со | = 1 qui 
appar t i en t ainsi à la courbe Г. Mais Г doit contenir également d 'aut re points 
que ceux de cette circonférence, puisque cot et co2 sont les points doubles de 
Г où elle se coupe sous des angles droits. On en conclut que Г se décompose 
en deux parties distinctes: l 'une la circonférence | со | = 1 , que l'on désignera 
par Гх, e t l 'autre que l'on appellera Г2. Les points de Г2 sont de toute évidence 
à distance finie et en raisonnant sur la forme polaire de l 'équation 
I F(co) I = 1 avec со = pe'> : 

I F(°>) I = e' 
r2 g2 + 2R Q cos (q> — a) -f 1 

g2 -f 2 r g cos (cp — a) -f- r2 = 1 , 

on entrevoi t facilement que Г2 est une courbe fermée et symétr ique par rappor t 
à l 'axe qui passe par les points со = 0 et со = — £0, de plus que la courbe Г 
n'a d ' au t res branches distinctes que Гх et Г2. Nous ne détail lons pas ces calculs. 
Les tangentes à Г en co1 et co2 sont par conséquent les rayons et les tangentes 
сle/ft qui passent par ces points (Figures 3 et 4). Appelons Ax resp. /12 les do-
maines limités par Гх resp. Г2. 

1 L a fonct ion F (со) = eK<°) = со' L + , qui joue u n rô le impor t an t d a n s nos 
CO-Ko 

recherches, présente une fo r t e analogie avec la fonction 

ef(s) = «ilM) 
1 — are 

étudiée p a r R I E M A N N ( [ 1 1 ] , p. 4 0 2 ) ayant pour but de déterminer la valeur a sympto t ique 
de l ' in tégra le 

l 
J a " + « ( 1 -s)n+b (1 — xs)c~"ds, 

a, b, с é t an t des constantes e t n —» oo. 
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Les relations (8.2) prennent main tenant les formes particulières: 

] F(to) I < 1 ou R e /(со) < 0 si со Ç Dx, 
(8.3) 

I F(w) I > 1 ou R e /(со) > 0 si со £ D2. 

Ce qui revient à dire que [E(co )]"->- 0 quand n - v °° si co£Dv et que j F(w) \ 
atteint son maximum en wx (ou en co2) sur chaque courbe tracée en Dx, mais 
contenant cox (ou co2), poin t de sa frontière. On sait encore que 

(8.4) I F(0) | = 0 , | F ( - Î „ ) | = oo, I F I - A = 0 , | E ( o o ) | = o o , 

On en tire que 

(8.5). O ^ , - С о а > 2 , - U 0 Í D 1 > 

L'arc de Г2 qui se trouve clans Ax sépare donc les points со = 0 et со = — £0; 

de même l 'arc de Г1 qui t raverse A2 sépare les points со = — £0 et со = — J - . 

Par conséquent со = — C0
 e s t un point commun aux domaines Ax e t A2. 

En tenant compte de ces circonstances e t des relations (8.5) nous sommes en 
mesure de donner des définitions exactes des domaines Dx et I)2 : Dx est 
constitué par des.points intérieurs nom communs à Ax. e t A2, et J)2 contient 
les points communs intérieurs et extérieurs à Ax et A2. Ce qui s 'exprime par 
les formules 

(8.6) DX = AX\JA2 — AXC\A2, D2 = (АХПА2) U f Z f l ^ ) 

où Ax et A2 désignent les domaines complémentaires de Ax et A2 par rappor t 
au plan со. 

Les droites tv t2 et les angles тх, r2 peuvent aussi ê t re déterminés pa r des 
considérations géométriques. tx respectivement t2 est une des bissectrices des 
tangentes à Г en 0)x respectivement co2 ([10], p. 84). Re / (со) ^ 0 pour les 
сo£tx (ou со £ t2) si I со — coj j (ou I со — co2 j ) est suffisamment petit. tx respective-
ment t2 est donc celle des bissectrices en question qui ne t raverse pas le domaine 
zJjD A2. Ainsi les valeurs données pour rx e t r2 par les formules (7.18) e t (7.19) 
sont de nouveau vérifiées. 

La courbe Lk doit ê t re tracée a u t a n t que possible dans le domaine Dx 

tout en entourant le pôle со = — £0. Cet te condition se réalise le mieux si 
Lk passe non seulement pa r œx, mais aussi par co2. Dans ce cas j E(co) | < 1 
resp. Re / (со) < 0, si со excepté les po in t s cox et co2 où j F(cox) | = ] F(w2) \ = 1 
resp. Re / (coj) = Re / (co2) = 0. On suppose de plus que Lk est tangente à 

tx et à t2 en cox et en co2. Les points c o = 0 , со = 1 et со = — L, comme points 
0 

singuliers de F(co) et h (со), doivent rester en dehors du domaine limité par 
Lk soit Dk. Quant aux poin ts со = 0 et со = — ^ cette condition est toujours 

0 

réalisable sans difficulté, mais le cas de со = 1 demande à être discuté. 



128 ALPÁR 

Si со = 1 n 'est pas un p o i n t intérieur à Л2, donc n 'est pa s un point de la 
frontière du domaine Ax ПА2, on peut construire Lx sans a u c u n artifice pa r t i -
culier. Par contre, si со = 1 es t un point intérieur à A2, il sera exclu de Dk 
p a r le petit cercle c" de centre со = 1 et de rayon я - 1 (voir § 6) dont on con-
sidère l'arc a" raccordé au reste de L} par deux segments de droites parallèles 
sx et s2 fa isant avec l'axe réel l'angle 

(8.7) 

a 

2 

тс — a 

2 

л 
si 0 < a ^ 

< a < л 

Ce choix de l 'angle a s 'expliquera d'ici peu. 
Avant d 'appliquer la formule (7.3) il f a u t s'assurer que la somme des 

intégrales en question prises sur a" , s, et s2 reste bornée. Or, nous avons dé jà 
remarqué que la démonstrat ion du lemme 2 du § 6 reste valable même si l ' on 

pose 0 < á ^ 1 au lieu de ö = —• . Nous pouvons écrire encore selon (6.14) 

(8.8) I j" I = 7<n
2> = 0{n~ ') 

à" 

e t é tant donné que vx — v[ = O(n), on a 

(8.9) 2 I{g = 0(1) 

C'est donc une somme bornée. 
Considérons ensuite les intégrales prises sur s, et s2 su ivan t des directions 

opposées. Il f a u t démontrer que la longueur commune des segments s, e t s2 

peu t être choisie indépendamment de n et de v, et après que la somme 
des intégrales prises sur ces segments reste bornée. C'est la première de ces 
questions, au t rement dit la déterminat ion de la longueur des segments s , 
e t s2 qui nous amène au choix spécial de l 'angle a. On pour ra i t croire qu ' i l 
es t naturel de prendre s, et s2 parallèles à l ' axe réel (c'est a insi que nous avons 
t racé s' et s" dans le § 6), mais on verra que ce n'est pas toujours possible. 
E n effet d ' après les formules (7.13): 

(8.10) 1 — со. • 2 cos I — со., = 2 cos — e' 

e t nous avons constaté dans le § 7 que 0 < ê < л; en supposant de plus que 
0 < a < л, nous pouvons écrire 

(8.11) a —P 
cos > 

2 

sin 
2 

a 
cos 

si 0 < a ^ 

si й о. < л 
2 
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11 existe donc une constante dx > 0 indépendante de i) (ou bien de n e t de v) 
telle que 

(8.12) dx < 11 — cox I = 2 cos ^ 2 . 

Donc les points cox et со = 1 ne coïncident et ne se rapprochent arbitrairement 
jamais. Par contre co2 se déplace sur la demi-circonférence qui contient le 
point c o = l , et pour certaines valeurs de Я l'un des deux cas suivants est 

1 л 1 
sûrement réalisé: 1) --- (a + = - - et [ 1 — co21 = 0, ou bien 2) — (a + h) 

2 2 2 

diffère très peu 
de et I 1 

— co21 est infiniment pet i t . Dans le premier cas 
Г2 est tangente par en bas à l'axe réel, e t dans le second elle est tangente à 
un rayon du cercle-unité qui fait un angle infiniment pet i t avec l 'axe réel. 
11 en résulte que si les segments et s2 étaient parallèles à l'axe réel, ils ne 
pourraient avoir, dans ces derniers cas, qu'une longueur infinitésimale, fonc-
tion de Я = — . 

n 
On voit aussi sans difficulté que si a = 0, со = 1 n 'est jamais point de 

A2 et tout ce calcul peut être évité. Tou t au contraire si a = л, со = 1 est 
toujours point de A2, co1 e t co2 é tant symétriques pa r rapport à со = 1, ils 
se rapprochent arbitrairement de ce point. Néanmoins, dans ce cas l'axe 
réel est l 'axe de symétrie de Г, et les arcs de Г2 se rapprochent de l 'axe réel 
simultanément par en hau t et par en bas, et malgré que l'on a, d'après 
(8.7) a = 0, la longueur commune des segments sx e t s2 peut être choisie 
indépendamment de n. Le cas de а=л n'implique donc pas une discussion 
particulière. 

Reprenons donc la première al ternative 0 < a < л et supposons pour 
l ' instant que Я est un paramètre continu. Я a ainsi une valeur Я(0) pour laquelle 
(8.13) co2 = 4°> = eí<«+*+0<°>) = i 

d'où 

(8.14) т = л — а 

et de l'expression (7.12) de cos h, on obt ient 
i r2 

(8.15) Я<°) = 
1 + 2 r cos a + r2 

La formule (7.12) montre également que & est une fonct ion strictement mono-
tone décroissante de Я. Pa r conséquent & < #(0) si Я > Я(0), et Л2 ne contient 
pas le point со = 1; de même b > si Я < Я(о) et со == 1 est un point intérieur 
à A2. Ce dernier cas est à examiner. Désignons par œ0 le premier point d'inter-
section de Г2 (Я(о)) et de la demi-droite со = 1 -f ueia, où и est une variable 
non négative, et | co0 | > 1. Pour chaque Я < Я(о) on a donc 

(8 .16) „Л 1 + Çowo 
W0 —~r 

+ Со 

< Л А( . ) 1 + < - > 0 1 

С(Jn 

® 0 + Со 

9 A M a t e m a t i k a i K u t a t ó I n t é z e t Közleményei V. A / l—2. 
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Ce qui revient à dire queco0 es t contenue pa r t o u s l e s r 2 (A), si Л < A(o). D ' a p r è s 
la formule (8.15) Я(0) ne dépend pas de n et r, donc la dis tance | 1 —Wq I = 2req 
a la même propr ié té . Soit u0 l a longueur c o m m u n e de e t s2, le point со = 
= 1 -f- u0 eia a p p a r t i e n t alors à Dx pour tous les A ^ A(0), e t e t s2 ne va r i en t 
p a s avec n e t v. Avec ces no t a t i ons et en r e p r e n a n t le ra i sonnement du § 6 
on a 

M l 0(n 

1 + u„eia 

r ( i + 

Í 
1 +n~4ia  

1 +u,ela 

(8.17) = 0(n~6) 

( 1 -cof 

I" 1 + 

1 + Ç „ c o Г 1 

со + Со 

dco = 

L \dco\\=lnv. 
со + Co I 

1 + n~1eia 

Faisons le changemen t de va r i ab le со = 1 + ue'a (и 0), a lors 

( 8 . 1 8 ) Inv = 0(n->) 
H » 1 + CPCO I" 

Uô O) + C0 I du 

où со est une fonc t ion de u. E n s u i t e 

| 0 > | У 1 ( | а ) | У , - г ; + 1 - 1 ) 1 + C 0 C D n 
2 IVn = 0(n~ô) 
v=v! 

J t r 
ид(\со\ - 1) co + C 

du 

(8.19) 

^0(n~ô) Г H " 1 1 + Со со "du + г н * ' 1 + C 0 c o " 1 
du I 

J « a ( H — i ) со + Ce 
"du + 

u\\co\ - 1) со + Со 

" 1 
du I 

Or, nous venons de voir que les points de sx e t de s2 a p p a r t i e n n e n t à Dx et-
a insi 

M " 2 ; 
1 + CoCO j" 

(8.20) 
со + Со 

1 + ÇQÇQ  

со + Со 

= fed — 
1 + C o c o , " 

= Ct/Í 

со + Co 

1 + C 0 c o I" 

< 1 ; 

< 1 

O n peut t i re r des relations (8.19) et (8.20) 

"о 

(8.21) 2 Inv ^ 0(n-s) 
v=v; J 

a é t a n t choisi de telle façon [cf. (8.7)] que l 'on ait 0 < cos a g . 1 et a i n s i 

(8.22) |WL — 1 = ( 1 + 2recos(T + u2)'^ — 1 ^ WCOSCT . 

du 

u\\m\ — 1)" 
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Il vient donc de (8.21) et (8.22) que 

(8.23) j v I n v 
v=v( 

^ 0(n-

"C 

J' 
du 

и й + 1 
- 0(n~6) ( V • nu = 0(1) . 

Les relations (8.9) et (8.23) expr iment le fa i t que la somme des intégrales 
envisagées prises sur l 'arc a" e t sur les segments sx et s2 est une quanti té 
bornée quand v varie de v[ à iq. L'application de la formule asymptot ique 
(7.3) est donc permise. 

Néanmoins not re raisonnement est en dé fau t si oq ou co2, ou bien si tous 
les deux cols t omben t dans le cercle c". Nous écarterons cet te difficulté en 
démont ran t que ces cas ne se produisent qu 'un nombre f ini de fois, ce dont 
on peu t faire abstract ion. Aut rement dit on supprime un nombre f ini de 

V, 

termes de la somme JS \gnv\ ce qui est justifié par le lemme 4 du § 6 selon 
v=v( 

lequel les j gnv | sont uniformément bornés en n e t en v. 
Nous venons de voir que si a = 0 le cercle c" n ' intervient même pas. 

Si a — n, alors eq e t co2 sont des nombres complexes conjugés e t ils se rappro-
chent le plus du po in t со — 1 si A = Ar En expr imant le fa i t que cq et co2 
sont les fonctions de A, nous pouvons écrire d 'après les formules (6.1) et (7.10) 

K ( f t t ) - = 

(8.24) 
rA, 

_ 1 | « „ + 1  

log n n 

4 r 

1 — r2 

1 

log n 

v n + l 

n 
> 

> 
(1 — r)2 1 

rVi 
> 2 

f log n n 

pour des n suff isamment élevés. ftq(Ax) et co2(^i) s o n ^ donc à l 'extérieur du 
cercle c", si a = л, e t à plus for te raison ctq(A) e t <ua(A) ne t omben t pas dans 
ce cercle, si A < Ax. 

Seul le cas 0 < a < л nous intéresse. L n vertu de l ' inégalité (8.12) 
oq n'est pas un poin t intérieur au cercle c", mais selon l 'expression (8.10) 
la distance | 1 — co2 | peut devenir inf iniment pet i te ou nulle. Nous devons 
évaluer le nombre des cas où 

(8.25) | 1 - f t q ! = 2 COS sm 
л 

1 2 

a + ïï 1 

n 

Si ß vérifie l ' inégalité (8.25), on a 

4 I л a -)- d 
(8.26) 

л 
ou 

n 
\û + a 

2 n 

Ces $ sont dans un intervalle I de longueur — . D'autre p a r t d 'après la for-

mule (7.12) 

(8.27) A = Щ = 
1 

1 — 2 r cos ft + r2 

9* 
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et il en découle que 

(8.28) Л = max |A'(0)| < oo . 

Par conséquent la longueur de l 'image T de l ' intervalle l obtenu pa r la trans-
TZ V 

formation A (•&) est au plus égale à — Л e t le nombre des A = — qui se t rouvent 

dans Г n 'est pas supérieur à дЛ -f- 1, quant i té indépendante de n. Cette derniè-
re est la borne supérieure du nombre des cols co2 qui peuvent tomber dans le 
cercle c" ou sur sa f ront ière . Faisons abstraction de ces cols et des gnv corres-
pondants . Les courbes LK qui restent, réalisent déjà les conditions prescrites. 

Ces réflexions faites, la courbe L} doit être t racée de la manière suivante: 
elle passe par les cols co1 et co2 où elle est respectivement tangente a u x droites 

tx et t2, elle ne contient pas les points со = 0, со = 1, со = — - , ailleurs elle 

se t rouve entièrement dans le domaine D1 et en toure le pôle со = — £0. Si 
со = 1 est un point de Л2, l'arc a" e t les segments sx, s2 font par t ie de Lk. Au 
reste Lk peu t être une courbe quelconque, toutefois de structure géométrique 
assez simple pour que les intégrales prises sur elle a ient un sens. 

8 9 . C a s d e à = 
8 2 

Les résultats acquis dans les §§ précédents permet tent de terminer la 
démonstrat ion du théorème 1 qui n 'a été achevée complètement que pour 

X 1 

à > — . 
2 
Nous venons de construire dans le § 8 la courbe d ' intégration Lx , mais 

sa connaissance en elle-même ne suf f i t encore pas pour pouvoir appliquer 
la formule (7.3) ou (7.2). E n fait, après avoir déterminé la valeur asymptotiquo 

v1 

de [ gnv |, il faut former encore la somme "V \gnv\, e t par conséquent ce n'est 
v=v: 

pas seulement la par t ie principale de (7.3) qui doit ê t re envisagée, mais aussi 
le reste qui y figure. Or, nous avons déjà fait observer dans le § 7 que l'expres-
sion (7.3) doit être soumise à une analyse préalable minutieuse, si les quanti tés 
f (coj), I f" (cOj) j, h(coj)(j— 1,2) dépendent elles-mêmes du paramèt re n. 
Les formules du § 7 indiquent que c'est précisément le cas: coj dépend de n 
par intermédiaire de ?.. Une autre part iculari té de la formule (7.3) provient 
du fa i t que co2 (si Ç0 est un nombre complexe) ou bien simultanément cox et 
co2 (si £ 0 es t réel) peuvent se trouver dans le voisinage du point co= 1, pôle de la 
fonction h (со). Dans le bu t de modifier la relation (7.3) nous avons besoin 
d 'un lemme concernant les fonctions suivantes du paramètre réel t et de la 
variable réelle x: 

1° r](t) > 0 définie (au moins) pour t > 1, r](t) = 0 ( 1 ) si 1 < t ^ 
et ri(t)~x = 0 ( l o g i ) q u a n d 

2° f ( x ; t ) = — rj(t)x2 + a3x
3 + а 4 ж 4 + . . . 



SUR LA SOMMABILITFI DES SÉRIES DE TAYLOR, III. 133 

où les a.j (j= 3, 4, . . . ) peuvent dépendre de t, mais a3 = 0(1) e t la somme 

t y \a:x'\ est uniformément bornée en t pour j x | si t 3 = r ; 
; = 3 

3° h(x; t) = h (0; t) h* (x; t) = h (0; t) (1 + ß1 x -f ßt x2 + . . . ) 

où il existe des ß, qui dépendent de t, mais la série de h* (ж; t) est absolument 
convergente pour | x j < £, £ é t an t supposé supérieur à r ; en out re il laut 
t rai ter séparément les deux cas suivants : 

(a) ßj = O(ß') ; (b) ßj = О f 3 

V 
( / = 1 , 2 , . . . ) 

où ß > 0 est une constante (le cas (b) contient les cas (a), il est pour tant 
nécessaire de l'aire cette distinction qui s'expliquera plus tard); 

4° 

— Г 03 

j' h*(x;t)eV<*:'> dx = 0(l~N), ) h*(x ; t) e^-^dx = 0(t~N) 
— T» T 

pour chaque entier N > 0. 
Avec ces notat ions le lemme s'énonce comme suit: 

L e m m e 5. Soit t suffisamment grand. Alors 
00 

' 2л 
- j = \ h(x;t)e'AxPdx = h(0;t) 

ty(t) 

f -
- f A(0 ;t)0 \t 2

v(t) 2 j = P + E 

(9.1a) 

dans le cas (a), et 

J ( , ) = I h(x ;t)e<Ex''hlx = h(0 ;<) 
2 я 

tV(t) 
Л - 4 

(9.1h) 

dans le cas (b). 

Démonstration. Le lemme s 'obt ient par un calcul dont l 'analogue peut 
être t rouvé dans [10] (pp. 60—69). Résumons d 'abord les conséquences im-
médiates des conditions 1°—4°. On a d'après 1° 

(9.2) l im tarj(t) = - f oo 

pour chaque a > 0. Il résulte ainsi de 2° et de (9.2) que pour | x | <; т et t -> °° 

(9.3) е(/<*;'> = e-"'«>*'{i + a3tx3 + 0(fcr4) + 0(t2x6)}. 

On conclut de 3°, également pour | x | si т et t-*- 00  

(9.4a) h*{x;t) = 1 + ßxx + 0(x2) 



134 ALFÁK 

h*(x;t) = 1 +0(f^\x\) 

dans le cas (a), et 

(9.4b) 

dans le eas (b). 

Dans le cas (a) nous avons pa r les formules (9.3) et (9.4a) 

(9.5) h*(x ; t) e № : '> = 1 + ßx x + «3 tx3 + 0(x2 + tx4 + t2 .r6), 

et de 4° et (9.1a) 

J(Z) = A(0 ;Z) j / e-«**dz + / (ßxx+ a3tx?)e-W'dx + 
l - T 

(9.6) + j' 0(x2 + tx4 + t2x6) e-iWx'dx + 0(t-N) 

= h(0 ; Z) { J , ( Z ) + J2(t) + J3(t) + 0(t~N)} . 

Rappelons certaines relations connues où q > 0 est un entier quelconque 

f e-*** dx = í-27í-l A í e~id)tx' 
J trjit)) J 

2 xq dx = О ' e 2 l (•>(>)')'" I 

(9.7) 

f e-'J'te \х\ч ax = 

Par conséquent 

Jx(t) = 

qdx = 0 W i ) t) 2 + " j,, ( x2q+l dx = 0 . 
1 ( —T 

2 л 

(9.8) 
trj(t) 

J3(t) = 0[t 2
V(t) 

1 - I l 
Z ' 

Les formules (9.6) et (9.8) fournissent la relation (9.1a). 
Dans le cas (b) nous avons d 'après (9.3) et (9.4b) 

(9.9) h*(x ; t) e'/<*; ') = 1 + O«1'* |®|) 

et en t enan t compte de 4°, (9.7) e t (9.8) 

(9.10) 

J ( t ) = h(0 ; t) J x ( t ) + h(0 ; t) О [ t1'' f e - " « ' * ' \x\ rfrrj + h(0 ; Z) 0{l~N) = 
\ Л I 

= h(0 ; t) 
2л 

\tV(t) 
+ h(0-,t)O{t-^r](t)-i} = P + E' 

ce qui n 'est autre que la relation (9.1b). 
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L'évaluation du reste de la formule (7.3) à l'aide du lemme 5 exige le 
changement des notat ions adoptées pour le lemme. Remplaçons t pa r n, 
l'axe des x par la droite tx resp. t2, l 'orgine des x par cox resp. co2, les fonctions 
f (x; t), h (x; t), rj (t) pa r f (со), h (со), f" (cox) resp. f" (co2). En développant 
/ (со) et h (со) en série de Taylor suivant les puissances de eu — сох resp. со — co2 
on met en évidence la dépendance de ces fonctions de со (équivalent à x) 
et de n (équivalent à t). Désignons ces fonctions par f (со; сор, h (со; сор resp. 
f(co;co2), h(co;co2). Nous supposons de plus que la courbe d ' intégration Lk 
est composée d'arcs convenablement choisis (cf. § 8) et de deux segments de 
droite slk et s2k de suppor t tx et t2, de longueur commune 2n '/» et de milieu 

î î 

cox resp. co2, tels que \ со — cox \ g n 2 si cox£slk, et | со — co2 \ g n 2 si co2£s2r 

Après avoir démontré que f" (cop, f(co;cop, h(co;cop resp. f" (сор, f (co;co2) 
h(co; co2) réalisent les conditions 1°—4° du lemme 5 on peut remplacer Lk pa r slk 

1 1 , 1 
rP\f"(coxf et s2k sans commetre pa r cela une erreur supérieure à О jexp 

[cf. (9.7)] où I f"(cop \ = I f"(co2) I est équivalent à y (n). Observons encore 
que la condition 4° correspond au fa i t que Re f (со) < 0 si co+Lk, mais со =f=cox  
resp. со =f=co2 et la valeur de l 'intégrale prise sur Lk — slk — s2k est de l 'ordre 
sus-mentionné. 

On peut vérifier que e t s 2 k czD v Sans rentrer dans les détails nous 
remarquons seulement que dans les cas considérés (A[ g A g Ax) la distance 
des cols j coj (A) — co2 (A) | atteint ses minima pour A = A] et A = Ax, e t selon 
les formules (6.1) et (7.10) l'expression (8.24) reste valable même si a=f=n , 
au t rement dit il existe une constante c * > 0 telle que, | cox (A[) —co2 (A[) | > 

_\ 1 _ I • _ I 
> c* (log n) 2 > 2те 2 e t ] cox (Ax) —co2 (Ax) | > c* (log те) 2 > 2те 3 , si те 
est assez grand. 

Nous étudierons maintenant si f" (сор, f (со; cop, h(co;cop resp. / " (co2), 
/ (со; co2), h (со; co2) vérif ient les conditions 1° — 4° du lemme 5. Nous désignerons 
dans ce qui suit par c(, c\ (i = 0, 1, 2, . . . ) des constantes numériques positives. 

A. Examen de f"(cop resp. f"(co2). S u p p o s o n s q u e c0 , Cq, d o n t les v a l e u r s 
seront fixées à chaque occasion, vérif ient l'inégalité suivante 

(9.11) 1 — Г 1 + 7 ' 
— — < A{ < c'0 < c0 < Ax < , 
1 + Г 1 — 7 -

Aj et A] ont été définis par la relation (6.1). Si 

(9.12) c ' 0 g k g c 0 , 

il découle de (7.16) e t (9.11) que 

(9.13) 

1 — 7 - 1 1 + r 

1 — r 
C, 

iV4 

1 — r ( ( 1 — r 

1 - r \ p 

1+7- I 

1 — r\y* _ 

1 + 7 • ) / 

ou en posant щ(п) = j f"(co1 (A)) | (9.13) s'écrira sous la forme 

(9.14) 7j(n) g С j . 
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Pour les A£[c0, Aj] et AÇ[A], Cg] nous introduisons les notat ions 

(9.15) A j ^ A ^ C o , 

où AM et Ah sont déterminés p a r les expressions 

1 + r _ 1 vn + y 

log n n 
(9.16) A 

1 — r 
K' 

1 ; л 1 , Уп+и' 
1 - f - I l ° g n n 

vn e t v'n ont été donnés par (6.2), et les indices y et //' p rennen t d 'après les 
inégalités (9.15) les valeurs suivantes: 

y = 1, 2, . . . , 

(9.17) 

1 + r 

/ / . ' = 1 , 2 , . . . 

E n vertu de (9.15) et (9.16) on a 

(9.18) с 

1 

log n 

1 1 — r 

log n 1 + r 

— v„ 

— Vn 

= M ^ c2n , 

M ' ^ c ' n . 

1 < A . 
1 

1+r 

e t par suite, selon (7.16) 

1 — v fi 

1 + r 

1 — r 1 + r 

1 + r 1 — r 1 + r 1 
4 r 

1 -- r 

1 b r n 

(9.19) 1 + r f 4 r 

1 - r \ l — 1 
i _ _i_ Vn + E  

log n n 
V2 

J • 

U n e relation analogue peut ê t r e établie pour | / " (cq (Ah)) |. On conclut de 
(9.19) qu'il existe deux constantes positives c3 e t telles que 

î 

(9.20) c'z(\ogn)~2 < r)(n) < c3. 

Que l'inégalité (9.14), ou que (9.20) limite t](n), la condition 1° est réalisée. 

B. Examen de f (со; eq) resp. f(co;.co2). O n o b t i e n t de l ' exp re s s ion (7.9) 
de / ' (со) 

( A ï m 1 1 
(9.21) /<m)(«q) = ( — \ ) m ^ ( m — 1)! ] 1 ^ 1 

( 1 + C 0 o > i ) m K + f o ) m l 

qui s'annule pour 1. Ainsi 

(9.22) /(a»; oq) = /(«q) - У 
1 r j A 

- + ' 'O 

- 2 m \ с о ? ( 1 + C o « j ) m К + Со)" 

(со — соф 

e t il résulte de (9.21) que 
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(9.23) + 
m ! m 

> m 
ь р 

( 1 + C p + r 
+ Г 

1 л 
'x+fol mf 

<2 

La série (9.22) est donc absolument convergente, si | со — CD4 < 
1 — r 

et en ver tu de (9.23), si n est assez élevé, on a pour \ co —œ11 ^ n з < 

1 + r 

1 1 — r 

m\ 
(9.24) 

-co1\m<2 
1 + r 

n со • 'У 
l - h у , 

|cd—0)1 |m<4 

2 1 + r 

1 + r ] 3 

1 — r 

La somme (9.24) est uniformément bornée. De telles relations peuvent être 
déduites pour /(CD;CD2). L a condition 2° est donc réalisée. 

C. Examen de h(co\cox) resp. k(co;co2). N o u s a v o n s c o n s t a t é q u e oq 
et ft>2 ne jouent pas de rôles identiques, si C0 est complexe (cf. § 8). Dans 

prend aussi des valeurs inférieures к n 3 , tandis que | 1 • a» . ce cas 1 — ca2 

reste supérieure à une constante positive dx [cf. (8.12)]. P a r contre si £0 est 
réel I 1 со л peut aussi devenir très pe t i t et pour a = 0 ce sont les points 
CD4(A[) et CD2(A[), pour cc = n ce sont les points CD4 (A4) etco2 (A4) qui s 'approchent 
le plus du point со = 1. Cependant 

(9.25) 
! 1 - o > i ( K ) I = 1 1 - + > / 1 ) I > c 4 ( l o g n ) > n s i a = 0 , 

] 1 — ft+Aj) I = j 1 — O2(A1) I > c4 (log n) 2 > n 3 si a = л 

[cf. (8.24)]. P en découle qu 'on neTeneontre pas de diff icul té pour développer 
i 

en série h(co; CD4) suivant les puissances de со — aq, où | со — CD 4 | 5G. re 3 que 
s 0 soit complexe ou réel. On peut dire la même chose sur la série de h(co; co2) 
développée autour de co2 si f 0 est réel; mais si C0 est complexe il fau t étudier 
à pa r t le comportement de h(co;co2). 11 est donc motivé de traiter d 'abord la 
fonction h(co;co2), toutes conclusions s 'ensuivront pour h(co;cox). 

h(co) est définie pa r la formule (7.20) et on peut écrire 

h(a>; co2) = h(co2) 

1 "q 
1 + F0CD2 

(9.26) 
1 — 

1 — CD, 
1 + 

CD — CD, 

C D 2 + ( 

= h(co2) h*(co; CD2) = Цы2) [1 + ßx(co — CD2) + ß2(co — w2)2 + . . . ] . 

La série qui figure dans (9.26) est absolument convergente si 

I 1 + C 0 c o 2 I , > 1 1 , , ') 
I 7Г - i . l ^ ï + f o M 1 — " Л 
! -о I 

(9.27) CD — CD., < min b . 
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L a relation (9.27) supposée vérifiée h*(a>; co2) est analytique pour I со — w2 \ ^ 
_ J _ _L 

^ n 3 , si b > n 3 , mais h*(co;co2) n'est pas développable en série dans le 
i 

même cercle, suivant les puissances de со — co2 si | 1 — co2 | < n 3 . Nous 
allons démontrer tout à l 'heure un lemme pour éliminer cet obstacle, mais 

i 

envisageons premièrement les cas où | 1 — co2 \ > n 3 . Il faut calculer les 
ßj. Il est aisé de voir d'après (9.26) que 
(9.28) ßj = qj(l - co2)~j 

où I qj\ =0(1). Si 1 — co2 I - 1 á ß, alors /?, =0(ßJ) et on est dans le cas 
_ I пЩ 

(a). Par contre si | 1 - co21 ^ 2n 3 = f , on a ßj = О j] e t 1 o n s e t rouve 

dans le cas (b). La série de h*(co;co2) est ainsi absolument convergente pour 
i 

j со — co2 \ < n 3 < f dans tous les deux cas. La condition 3° est toujours 
remplie si £0 est réel, elle est vérifiée même si £0 est complexe pour i 1 — 

_ _ i 

— co2 j >-2n 3 . I l reste à étudier le cas où £0 est complexe et ] 1 — co2 j < 2n 3  

L a réponse à la question ainsi posée est donnée par le lemme suivant: 

Lemme 6. Soit a =/= 0, a =f= л et c'" le cercle de centre со = 1 et de rayon 
i 

2n 3 . Alors 

< 9 - 2 9 ) - 2 " 1 ^ 1 = o ( D . 
<UJÉC " 

Démonstration. Nous avons prouvé dans le § 8 que le nombre des co2£c" 
(c" est le cercle de centre со = 1 et de rayon n~x) est au plus égal à rr/1 + 1 = 
= О (1) [cf. (8.28)]. On peut démontrer par un raisonnement semblable à 
celui du § 8 que le nombre des софе'" ne dépasse pas 2лАп2!3. 

Cherchons à présent l 'arc du cercle-unité sur lequel ! 1 — co2 ] peut 
devenir arbitrairement peti t . Le phénomène se produit si j A<°) — A | est 
suffisamment pet i t [cf. (8.13), (8.14), (8.15)], parce que co2 (A) est une fonction 
continue de A dans le voisinage de A(0) et co2(A

(0)) = 1. donc 1 — co2(A) ; 
est très petit avec | A<°) — A j. Il suffit ainsi de préciser les valeurs de c0 et c'0 

telles qu'elles vérifient l ' inégalité 

(9.30) Ax > c0 > A<0) > с'й > A] 

e t démontrer le lemme pour les A£ (c'0, c0). 
Dans le calcul de Jnv [cf. (7.4)] décomposons Lx en deux arcs partiels 

A1X et A2X comprenant respectivement les segments s u et s2X (cf. p. 135) et. 
soit 

(9.31) Jnv = J'nv + J'pV = f h(co) dco+ j h(co) e"«"» d со . 

Rien n'empêche de faire usage de la formule (7.2) pour évaluer J'nv 
i 

(9.32) J'nv = h(cox) e ^ ) + < n 
2 л 12 

n \f'(c 
{ l + 0 ( » - ' ) } . 



SUB LA SOMMABILlTfi DES SÉBIES DE TAYLOR, Ш . 139 

E n effet, Со n ' é tan t pas réel, | h(œx) | < c5 [cf. (7.20), (8.12)], — > | f'((ox) ft1 = 
с ' 

= г](п)~1=0( 1) et I exp (??/(со1) + г'т1) I = 1 , ainsi le reste de l'expression 
(9.32) est О (n~3/2), mais la formule (9.1a) du lemme 5 conduit à la même 
valeur E = 0 (n~3l2). On déduit de (9.32) que 

(9.33) 

i 

T'nv I < c s [2,Л\2 {1 + 0 ( » - ' )} = 0(n~ . 

Cependant la relation (7.2) est inutilisable pour évaluer j J"nv | si 
_ i 

I 1 —co2 \ < 2n 3 . 11 faut limiter ! J"nv | sans se référer à (7.2). Le fait que 
to2 £ s2X s 'exprime par les relations 

i i 

(9.34) w — ш2-\- ueh*, — n 3 ^ и < n 3 . 

Désignons par B'2/ et B'2X les parties de A2k différentes de s2k. La valeur de l'inté-
I _ n 

grale en question prise sur B2k et B'2} est О (n6 e 3 ), car pour co£B!lk, 
1 " " 

o+B2k on a I A (со) j = О (n3 ) et | е"Лш> \ =0 (e 3 ) et par suite 

, _ 1 _ " л 
(9.35) I J"nv\ = I j h(co)enf^dw| + 0{n 6 e 3). 

s a 

D'ailleurs, si co£s2k, on a 

(9.36) |е"/<ю) | £ 1 , |A(Û>)| ^ ^ . — ^ 
11 — ciq — и elT' \Vi I и |1/s 

et en faisant le changement de variable (9.34) on obtient par (9.35) 

(9.37) \J"nv|£4c, Г dU :6 j ™+o(n 6e 3) = o{n 6) . J = 

E n vertu des relations (9.31), (9.33) et (9.37) 

(9.38) I Jnv\ < \J'nv\ + \J"m. I = 0{n~ F) . 

D'aut re par t selon la formule (7.5) 
, I 2 

(9.39) I gnv\ü(Án 2)\Jnv\=0[n~ 3 ) . 

2 

Or, nous venons de voir que le nombre des co2£c"' est О (n3 ), d 'où résulte la 
relation (9.29). Le lemme 6 est ainsi démontré. 

Dans la par t ie suivante de ce § il est nécessaire de trai ter séparément les 
cas où C0 est complexe (0 < a < n) et ceux où C0 est réel (a = 0, a = л). 
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I. Co est complexe. On sait que | h (to, (A)) | — 0 ( 1 ) [cf. (7.20), (8.12)], 
mais I h (co2 (A)) | peut avoir des valeurs très grandes. Néanmoins | hfw2 (Ap)) | = 
= 0 ( 1 ) et I Л ( о а ( А » ) | = 0 ( 1 ) [cf. (9.15)—(9.17)], puisque А Д (C;, c0) 
et АО ^ (c'0, c0), tandis que A<°> £ (c'0, c0) [cf. (9.30)] et l'intervalle critique 
des A sur lequel | h (co2 (A)) | devient t rès grand est un voisinage de A.(°>. Pap 
conséquent l 'évaluation de E de (9.1a) est simple pour A = Ap ou A = АО. 

Nous avons pour ces A, selon (9.20), p (n)-1 = О {(log я ) 2 } et ainsi 
3 4 

(9.40) E = 0{n~ 2 ( l o g T I ) 4 } . 

Soit v = Au n et J>0 = АО n, et formons la somme 
M M' 

(9.41) 2 2 IAmy I. 
K = 1 /< '=1 

où M e t M' sont donnés sous (9.17), alors l 'erreur commise en calculant 
(9.41) à l'aide de la formule (9.1a) est 

1 7 

(9.42) 0(t?)E = = 0{тг~ 2 ( logn) 4} 
_ 1 M 

et, é tant donné que j gnv | = О (тг 2 ) | Jnv |, le reste de la somme ^ | gnv | -f-
M ' ' / ( = 1 

+ ^ l^myl est 
7 

(9.43) E 2 = 0{?7-'(log7i)4}. 

On peut tirer ensuite de la relation (9.19) 

(9.44) (?? I / " К ( А Д | ) " ï = („n + p)'À 0{n~ 4 ) 

et on obtient par (9.1a), (9.43) et (9.44) 

M / _ _L\ M / _ AN M _ _L 

(9.45) 2 M = 0 (n 2 ) V | . V J = 0(;? + 4 + Я2 = 0 ( 1 ) . 
/ < = i /I i / ' = i 

On a de même 
M ' 

(9.46) £ \9nvfr\ = 0 ( 1 ) . 

Supposons en second lieu que ^ A ^ c0 e t désignons ces A par Ax, 
où l'indice x peut être positif, négatif ou nul et que nous allons définir. Soit 

A0 le nombre de la f o r m e — q u i est le plus près de A(u) (n étant fixe), c'est-à-

dire 

(9.47) | A 0 - A ( 0 ) | ^ 

et posons 

(9.48) У ^ Xx = A0 + < c0 . 
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L'indice У. varie done entre les limites 

(9.49) хг = - [nßo - ci)] ^ « ^ [n(c0 - A0)] = x2 

([x] désigne la part ie entière de x), e t Soient encore vx = Ax n 
et JnVx = J'nVx + J„Vx. En tenant compte de (9.48) et (9.13) ou (9.14) 

on a I f"(oox (Xj) I = y (и)-1 g — , I Л (cox (Xj) I = 0(1), et par suite le 
c'i 

3 
reste E —0(n 2 ) dans l'évaluation de j JjVx |. Nous obtenons ainsi 

x, 1 3 1 
( 9 . 5 0 ) 2 ! J'nvxI = 2 {o(n~ 2 ) + 0 (n~ 2 )} = oin2). 

X = X! X=X, 

Pour ce qui est de J„yx il faut s'occuper d 'avantage de h (co2 (Aj). Nous avons 
selon la définition (9.47) et (9.48) de Ax 

(9.51) 11 - cd2(AJI = 11 - w2(X0) +w2(A0) - co2(\) I = (1 + Ix\) 0 ( я - ' ) , 

car max j co'2 (A) j — О (1). On obtient par (9.51) 
_ 1 I 

(9.52) | % W ) | = ( 1 + N ) 2 0{n2) . 

Les quantités | 1 — co2 (AJ | peuvent être très petites, mais en vertu du lemme 

6 seules nous intéressent celles qui vérifient la relation ! 1 — co2 (AJ | ^ 2n 3 , 
[ni'A 

ainsi il faut prendre ßj =0 —d et l'on doit utiliser la formule (9.1b) dans le 

calcul de J'nvx, le reste s 'exprimant par la relation 
(9.53) E' = (1 + \x\)~2 o[n~^) . 

E n outre I f" (co2 (AJ) \ ~ 1 = \ / " (oq (Xj) | - i = 0(1), par conséquent 

(9.54) 2 \ Jnvx I = {0(1) + o[n e)} 2 (1 + I «I f * = 0(n2) . 
x=x1 x=xx 

On obtient ainsi de (7.5), (9.50) et (9.54) 

(9.55) 2 \9nvx\ = 0{n~2) 2(\J'nvxI + \J'nvx\ ) — 0(1). 
x=x. 

Les relations (9.45), (9.46) et (9.54) établissent la démonstration du théorème 

1 pour Ó = — et C0 complexe. 
2 

II. Co est réel. La discussion des cas de a = 0 et de a = л s 'effectuant 
de la même manière, il suffit de trai ter l 'un d 'ent re eux, soit a = л. Cette 
fois-ci [cf. (8.10)] 

л—ft . f t . л+ft . f t 
(9 56) 1 ~~ = c o s = sin —, 1 — со, = — cos = sin —. v ' 2 2 2 2 
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Il s 'ensui t que pour les petites valeurs de •& les quant i tés | h (со,) | = | h (co2)| 
[cf. (7.20)] et I f" (со,) I"1 = I f" (co2) A 1 [cf. (7.16)] deviennent t rès grandes. 
Les д ^ > 0, où 0 < 0O < л est un angle constant arbitraire, ne 
créent donc aucune difficulté. Nous allons discuter les deux éventualités 
0 6 [0O, л) et 06(O,0 o ) . 

Admettons que c0 et c'0 [cf. (9.11)] soient main tenan t confondues et 
désignons par 

1 — r2 

(9.57) 
1 — 2 r cos 0O -f- r2 

leur valeur commune. Alors pour chaque n assez élevé A, > c0 > A] et les 
inégalités (9.15) peuvent être remplacées par 

(9.58) A, ^ > c0 ^ A;, ^ A[. 

Les définit ions de [cf. (9.16), (9.17)] ne changent pas. Les 
A],- correspondent aux 0 6 [0O, л) e t les A aux 0 6 (0, 0O). Il en découle, vu 
les relations (9.56) et (9.13), que | h (со, (A;,)) | = | h (co2 (A^)) ! = 0 ( 1 ) et 

I f" ( w i (A-')) h 1 = I f" (w2 (A')) I"1 < - . la formule (9.46) reste ainsi valable 
A 

sans qu'il soit nécessaire de modif ier la démonstration. 
On déduit des expressions (7.12) et (9.16) que 

(9.59) sin2 ® = 1 (1 - cos 0(АД) ^ ca(vn + y) n~l , 
2 2 

d'où selon (7.20) et (8.10) 

_ 1 i 

( 9 . 6 0 ) I A(co,(AM)) J = I А(СО2(АД) | = (vn + y ) ' 4 0(n *) . 

L'expression (9.44) garde évidemment son sens, »/(я)"1 est donné à nouveau 
par la formule (9.40) et par application de la relation (9.1b) on obt ien t 

M 1 M 

/<=i /1=1 (9.61) 
3 M 1 11 1 M 1 

= + +0{n й ( 1 о g n ) 2 } ^ ( v n + p) A = 0(1). 
/ ' = i /1=1 

Le théorème 1 est ainsi ent ièrement démontré. 

§ 10. Cas de ô < - -

La première question qui se pose à nouveau est de savoir si la formule 
(7.3) est applicable ou non dans sa fo rme originelle. La réponse est aff i rmat ive 
au cas où Aé[có>co] [cf. (9.11)] si on opposition à l'inégalité (9.30) 

(10.1) A(o)$K,c 0 ] , 
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Au fait, dans ce cas ] h (сох) | et | h (w2) | sont bornées, ß',• = 0(ßj) e t d'après 
les relations (9.13) et (9.14) on a 

(10.2) 4 > l / " W l _ 1 > - o u y(n)~i = 0( 1). 
C l Cl 

Les АДс0, c0] et les gnv correspondants ne nous intéressent pas, car nous 
allons démontrer que d'ores et déjà 

(10.3) lim 2 |flU = + °°-
Л— 00 c'o n<,V<,Can 

L'application de la formule (7.3) é tant légitime on peut écrire 

(10.4) \Jnv\ = Щсор + Цмр е"Лш.)+''.| 

1 

2 л ^ 
{1 + 0 ( n - i ) } . 

п \ Г Ы ) 

En tenant compte de l'inégalité (10.2) nous devons seulement prouver que 

(10.5) |C7n(A)| = I h(wx(}.)) e"/K(b)+íDW + Цсо2(Щ | 

reste supérieur à une constante c9 > 0, lorsque c'0 g A g c0. La démonstra-
tion sera faite séparément pour les C0 complexes et pour les C0 réels. 

I. C0
 est complexe. Nous avons déjà remarqué dans l ' introduction que 

pour faciliter la démonstration nous supposons b > 0, et pour b g. 0 nous 
nous référons au théorème d'inclusion. 

D'après l'expression (7.13) de a>x resp. co2 nous avons 

(10.6) ]1 + Co 0+ = (Wj + Col = |1 + CoW2| = |a>2 -f Col = rx, 

et en vertu des relations (7.20) et (8.10) 

rk+«-l rk+ô-1 
(10.7) I h(cox)\ = b „ + |A(Û>2)| ,a — & ' 21

 A a + h," 2Л cos'5 2й cos 
2 2 ; 

Désignons par h0 et hó deux angles constants tels que 

(10.8) 0 < &o < &Ó < min (a, n — a) 

et soient 
1 — r2 1 — r2 

(10.9) c 0 = 7 có = 
1 — 2 r cos &0 + r2 1 — 2 r cos &Ó + r2 

Alors c0 > có> A(0) [cf. (8.15)], et aux A£[c;,c0] correspondent les h£[h0, hó]. 
Il résulte donc de (10.5) et (10.7) que 

| £ 7 „ ( A ) | è H ^ ) I _ I A(CO2)|| è
 1 j c o s - 0 a + & 0 - c o s - й — " ^ 

(10.10) 

I I . C0 est réel. Dans ce cas a = 0 ou a = л, done | h (сох) | = | h (co2) | 
et les relations (10.7) et (10.10) ne sont plus valables. C'est pourquoi nous 
démontrons le lemme suivant: 

= Co > 0 . 
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Lemme 7. Il existe un entier n0 et deux constantes positives c10 et cu indé-
pendants de n tels que Vinégalité 

(10.11) 
V 1 

\un 
n 1 

è C jo 

v 
soit vérifiée au moins [ c n л] fois, lorsque n > n0 est fixé et - varie dans un 

intervalle convenablement choisi contenu par ( A], Ax). 
Démonstration. Les discussions des cas a = 0 et a = л é tant identiques, 

nous nous bornons à traiter l 'un d'entre eux, soit a = 0. 
Cette fois-ci m1 = w2 et on en tire les relations 

(10 .12) h(co1) = h(w2), nf(wx) = nf(co2), тх = — т2 + 3л. 

Par conséquent le second terme du membre droit de l'expression de Un(X) 
[cf. (10.5)] est le eonjugé du premier multiplié par — 1, c'est-à-dire 

(10.13) Un(X) =2iIm A(c<q)e"/<°C+». = 2 г"Im Vn(X). 

Introduisons maintenant certaines notations en considérant momentané-
ment A comme une variable continue. Soit 

(10.14) -X(A) = a r g % q ) + r 1 

où arg A(aq) est une des branches continues et univalentes de arg A(c<q) 
définie le long de l 'arc eq (A). X (A) est une fonction analytique de A dans l 'inter-
valle (A], Aj). Soit de plus 

(10.15) F(A) = Im /(cux) = - /(m,). 

г 

Alors selon l'expression (10.13): 

(10.16) arg L„(A) = X(X) + n F(A) = IL„(A). 

Commençons par l 'examen de F(A): 

(10.17) F'(A) = Im j / ' K ) ' - i + log oq\ = я > 0 
{ d l ) 

[cf. (7.8), f (aq) = 0 selon la définition de eq]. Observons que si A croît dans 
l'intervalle (A[, Ax), #(A) est une fonction str ictement monotone décroissante 
dans l'intervalle (0, л) et aq se déplace dans le sens positif sur l 'arc de la fron-
t ière du cercle-unité, lequel est situé au-dessus de l'axe réel [cf. (7.12), (7.13)]. 
Ainsi en vertu de (10.17) on peut affirmer que F(A) et F'(A) sont des fonctions 
strictement monotones croissantes dans l ' intervalle (A], Ax). 

Choisissons maintenant A = c0 de telle façon que nous ayons 

о ч 3 л 
( 1 0 . 1 8 ) â ( c 0 ) = - . 

4 
Cq est déterminée par l'égalité 

(10.19) с £ = Д ( А [ + с0) . 



SUR LA SOMMABILITFI DES SÉRIES DE TAYLOR, I I I . 145 

La fonction F (A) est donc monotone croissante pour c0) a 
Les formules (10.17) et (10.18) entraînent aussi 

(10 .20) 0 < F'(A) è £ K . c„]) . 

Soient S l'oscillation de X(X) dans l'intervalle [C ,̂ C0], T = F(C0) 
F (Cq), et associons à chaque entier positif p qui obéit à l 'inégalité 

(10 .21) 

donc 

(10 .22) 

n 

p = 1 , 2 , . . . , 
nT 

S + л 

un nombre A/ ' £ c0] vér if iant l 'identité 

(10.23) F(A<T>) - Y(c'0) = p 
S + л 

n 

On écrira aussi X(
0
n) = F(A) é tan t strictement monotone croissante, on a 

aussi A/> > A/Jj. On obtient des relations (10.16) et (10.23) 

(10.24) Wn(X(
P

n)) - WÁWX) = - YS + л ^ л . 

W„(A) étant une fonction continue, l'inégalité (10.24) exprime le fait qu'i l 
existe un nombre АЙ £ [Aj/h, A/>] pour lequel if,, (Atö) est un multiple 

л 
impair de : 

(10.25) 

où lp ^ 0 est un entier. 
Par ailleurs selon les relations (10.20) et (10.23) 

(10.26) = y{pn)} _ F(A/)1) = (A/) - A/+) Y'(Ap) < - (A<„"> - Ж Д ) , 
n 4 

AP £ Áp1'] est un point convenablement choisi. Il découle de (10.26) que 

(10.27) A / l - A O ) ^ 

L'intervalle [A/),, A/)] contient donc au moins un point - (v é tant un entier) 

tel que 

(10.28) 
n 1 n 

Il est évident que vp ф vp<, si p ф p'. 

1 0 A Matemat ika i K u t a t ó Intézet Köz leménye i V. A/ l—2. 
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Soit enfin 

(10.29) 

alors grâce aux formules (10.16), (10.20) et (10.28) 

X'0= max |A'(A)|, 

(10.30) wri n 
л 

Soit n0 aussi élevé qu'on a i t 

(10.31) 

X' 
й 

n 0 

V n n 

xó + 
n 4 

, on conclut alors de (10.30) 

Зл 
8 

(•n > n0), 

et en tenant compte de (10.25) et (10.31) 

(10.32) 

d'où 

( 2 / „ 
3 л ... л 3 л 

< (2L + 1 ) - + 

(10.33) Im Vn = hl со I sin W„ h со, sin 

L'expression (10.7) fourn i t pour a = 0 e t c'0 < A < c0 la borne inférieure 
suivante de | h (oq) | : 

,/í + <S-l 
(10.34) A(c<q(A)) ^ 1 

2й cos' 

rk+Й-1 
— г > — 

2 sin" 
л 

2 8 

On tire ainsi des formules (10.13), (10.33) et (10.34) que 

(10.35) U„ 
—

 1 '•10 • 

cn est aussi donnée par la relation (10.22) 

(10.36) с ц = - Ж . 
о —j— л 

Le lemme 7 est établi. 
Soit donc Со réel ou non, il existe une constante c12 qui est égale à c9 

si Co est complexe, et à c10 si Co est réel, telle que pour des A adéquats dans 
l'intervalle [f t , c0] (où c'0 e t c0 ont des valeurs différentes selon que Co est réel 
ou non) I U n (A) j SI C12. Pour ces A 

i 

(10.37) I Jnv\ è Cl 
2 л 

\ c i n 
{1 + O ( M ) } > c 1 3 n " 

[cf. (10.2), (10.4)]. Or, d 'après (7.5) et (7.7) 

(10.38) |grJ = dnv n'6 \.JJ > dn ä \Jnv\ ^ cu n - 2 - s 
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P a r c o n s é q u e n t ( en t e n a n t c o m p t e a u s s i d u l e m m e 7 si £0 e s t r é e l ) 

( 10 .39 ) 
c„'n<;j><:c„n 

2: 1 9 n v \ > C l b n 2 

É t a n t d o n n é q u e b < - c e t t e s o m m e d é p a s s e t o u t e l i m i t e q u a n d «> . 

L a d é m o n s t r a t i o n d u t h é o r è m e 2 e s t ainsi a c h e v é e . 

1 

( R e ç u le 2 0 J a n v i e r 1959 . ) 
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З А М Е Ч А Н И Е О С У М М И Р У Е М О С Т И Р Я Д А Т Е Й Л О Р А Н А О К Р У Ж -
НОСТИ С Х О Д И М О С Т И , III. 

П у с т ь ф у н к ц и я / х(г) р е г у л я р н а в к р у г е | s | < 1 и 0 л ю б а я ф и к с и -
р о в а н н а я в н у т р е н н я я точка э т о г о к р у г а . Т о г д а ф у н к ц и я , о п р е д е л е н н а я с о -
о т н о ш е н и е м 

L . A L P Á R 

Резюме 

(1) 

10* 



148 A L P Á R 

также регулярна в единичном круге | z \ < 1 и поэтому в этом случае обе 
функции имеют при | z | < 1 сходящийся ряд Тейлора : 

(2) fx(z) = jkavzv, 
V — O 

(3) f2(z) = j? bv{Z0) z1'. 
V = 0 

Предполагая еще, что fx(z) определена и ее ряд Тейлора сходится в 
одной из точек окружности сходимости, например, в точке 2 = 1 , можно по-
ставить следующей вопрос : что можно сказать о поведении ряда (3) в соот-

1 + Со - z — Cn 
ветствующеи точке z = , являющейся решением уравнения 

1 + С о 1 — С 0 2 

= 1 ? Можно ожидать, что поведение этих рядов будет сходным. Так, на-
пример, можно предполагать, что из сходимости ряда 

(4) 

— когда lim av — 0 — следует сходимость ряда 
у-* со 

(5) >А(£о) h 
Г=0 \1 

| 1 + J p 
+ Со 

V 

так как, если коэффициенты сходятся к нулю, то сходимость ряда Тейлора 
на окружности сходимости является локальным свойствам, о котором можно 
предполагать, что неизменно останется, когда над переменной z произво-
дится аналитическое преобразование, каким является соотношение (1). 

Однако Р . T U R Á N [1 ] доказал, что, во-первых, к данному С0 можно по-
добрать функцию /,(z) так, что ее ряд Тейлора (2) сходится в точке z = 1, 

а ряд (3) расходится в точке z = 1 ; во-вторых, если ряд (2) суммируем 
1 + Со 

по Абелю в точке z = 1, то этот факт всегда имеет место и для ряда (3) в 
1 +С 0 точке z = — ! — ~ , как бы ни выбирать функцию fx(z), регулярную в круге 
1 + Со 

| z | < 1. 
В связи с этими теоремами противоположного характера сам собой 

встает вопрос: к какому результату приводит применение метода сумми-
рования, более сильного чем вычисление обычной суммы рядов, но более 
слабого, чем суммирование по Абелю. Таковым является, например, наи-
более часто применяющийся метод суммирования (С, к), когда 0<к<оо. 

Исходя из этой идеи, в [2] было доказано, что к данному С0 и к целому 
к > 0 можно подобрать регулярную в круге | z | < 1 функцию fx(z), ряд 
Тейлора (2) которой (С, к) — суммируем в точке z = 1, так, что ряд (3) не 

1 I 
суммируем в смысле (С, к) в точке z = —— • С другой стороны, в [3 ] было 

доказано, что если к ^ 0 целое число и ряд (2) (С, к) — суммируем в точке 
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1 + с 
2 = 1 , то ряд (3) всегда (С, к + 1 ) — суммируем в точке z = ——tß Из 

1 + Со 
последней теоремы эвристически уже следует вышеприведенный результат 
TuRÁN-a о суммируемости по Абелю, так как метод суммирования Абеля 
часто является предельным случаем суммирования по Чезаро, но если 
к оо, то к + 1 не отличается от к. 

Однако приведенные теоремы не достаточны для решения задачи. В 
предыдущем предполагалось, что к целое число. Но это не необходимое 
условие, так как определено и суммирование по Чезаро дробного и даже 
отрицательного порядка. Не выяснено и то, что из (С, к) — суммируемости 
ряда (4) следует лишь (С, к + 1) — суммируемость ряда (5), или существует 
такое число 0 < ô < 1, с которым последний уже (С, к + Ô) — суммируем. 
На эти вопросы отвечают две теоремы работы, для формулировки которых 
пусть а.04 означает п-ую (С, к) - среднюю ряда (4), a ßik+0) л-ую (С, к + Ь) — 
среднюю ряда (5) : 

Теорема 1. Пусть к и ô ^ — данные числа С0фО фиксированная 
со 

внутренняя точка единичного круга и /,(?) = av zv регулярная в круге 
v=o 

i z| < 1 функция, ряд Тейлора которой (С, к) — суммируем в точке 2 = 1 . 
Тогда ряд Тейлора определенной формулой 

f i 
Z — Ç so 

So ' 
= Ш = >Л(Со) 

v=0 

функции (С, k + Й) — суммируем в точке z = 1 и 

1 + so 

lim a « = lim ß ^ . 
Л-> с» П-*• 03 

Важным специальным случаем теоремы 1 является тот, когда k = 0. 
1 

Следствие. Из сходимости ряда ^ av всегда следует " 
v=0 

°° /1 I £ \v 

руемость ряда^-bßCo) = 
у=0 U + 0̂ 

С, — I — сумми-

lim a«» = lim ß ^ . 
л— оо 

Результат противоположного характера имеет место в случае ô < —. 
2 

Теорема 2. Пусть k ^ 0 и ô < — данные числа, фиксированная 
2 

внутренняя точка единочного круга. Тогда существует регулярная в круге 
со 

jz| < 1 функция f ß z ) = ^avzvряда Тейлора которой (С,к) — суммируем 
v=0 
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в точке z = 1, т. е. lim a(k) существует и для которой ряд (3) не суммируем 

в смысле (С, к 6) в точке z = — 1 , т. е. lim ß(
n

k+d) не существует. 
1 + С о 

Теорема 2 является обострением теоремы TtmÁN-а так как последняя 
утверждает лишь возможность расходимости ряда (5), несмотря на сходи-
мость ряда (4), в то время как согласно теореме 2 сходимость ряда (4) не 
обеспечивает даже (С, k + ő) — суммируемости ряда (5), если 0 < ő < . 

2 
В § 2 доказывается, что между и ß f : имеет место соотношение 

(6) 
v=0 

где величины y í f f i (С0) зависят лишь от чисел С0, к, Ô, п и v, но не зависят от 
выбора функции fx(z). Соотношение (б) определяет линейный метод сумми-
рования и нужно решить, при каких ö удовлетворяет его матрица [y(k;ó)(C0) ] 
условиям перманентности Теплитца—Шура. Эти условия выполняются, если 

I. lim о) = 0 для всех фиксированных v ; 

II . lim >y„k />(t0) = 1 ; 
n-t os V = 0 

III. существует такая постоянная К ( М ) > 0, что неравенство 

v = 0 

справедливо независимо от п. 
В § 3 доказывается, что условия I и II всегда выполняются, если 

ô ^ 0, что необходимо для доказательства теоремы 1. 
Дальнейшие параграфы работы занимаются исследованием условия 

III, в связи с которым возникли наибольшие трудности. 
С этой целью в § 4 дается одно асимптотическое выражение gnv элемен-

тов матрицы у ) , ( С 0 ) . Для которого имеет место соотношение 

где 

(7) 9nv = 

n-f оо JJ = 0 n— со V = 0 

Лк+й) 

2 ni 

v + к 

к 

n + k + ô 
к + ô 

(1 +CQO>)  

(1 - со)0 

к+ó-l 1 + Co со' 

to + Co 

n+1 
dco, 

Лк+ö) и j C0| < Q < 1 постоянные. 
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В § 5, исходя из (7), доказывается теорема 1 в случае ö > — . Здесь 

используется следующая лемма : 

0(п26х) 

sin2 nt 
sin2*/ 

dt = O(logn) 

0(1) 

если 

если 

& > 2 

ô = 

если ô < 

Однако этот метод не приводит к цели, если ô = — или ô < —. 
2 2 

В § б доказываются леммы, утверждающие, что если ô = — и п фик-
2 

сированное, большое число, то существует два таких индекса : vx = Яхп > 
> v[ = Я'х п, для которых 

i \9nv\ = 0(1) , 
v—O 

2 \9nv\ = 0( 1), 
l>=Vi+l 

и что числа I gnv | не превосходят общей грани. Таким образом, надо иссле-

довать лишь сумму 2 ' \9п»\ • 
v=v[ 

В случаях à 1 и v[ <L v ^ vx асимптотическое значение gnv в случае 

большого, фиксированного п и каждого v может быть определено методом 
наискорейшего спуска. В §7 определяются точки наискорейшего спуска. 
Так как уравнение 

,со 
со 

= О 

не имеет конечного корня, вводится новый параметр Я = — (А[ ̂  А ^ Ах) 

и вместо 

1 + С0 « 

1 + Со«  
. « + Со , 

исследуется функция СО' 
1 + Со«Т Уравнение 
« + С0 

== 0 уже имеет два конечных корня, т. е. имеются две точки 
« + Со , 

наискорейшего спуска, расположенные на единичной окружности и изме-
няющие свое положение, если А изменяется. 

В § 8 строится интегральная кривая Lx, меняющая свою форму и 
положение вместе с изменением положения точек наискорейшего спуска и 
проходящая через них. 
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В § 9 завершается доказательство теоремы 1 в случае ô = —. Так 
2 

как Lk проходит через две точки наискорейшего спуска, необходимо вычи-
слить два асимптотических значения и детально изучить их сумму. Услож-
няет положение то, что точки наискорейшего спуска могут быть как угодно 
близки друг к другу и к точке ы = 1, а в этом последнем случае подинтег-
ральная функция уже не ограничена. Надо отдельно рассматривать случаи, 
когда С0 вещественное и комплексное число. 

В § 10 завершается доказательство теоремы 2. Особенно трудно дока-
зать тот факт, что когда С0 вещественно, сумма двух упомянутых асимпто-
тических значений больше независящего от n и г положительного числа. 
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