REMARQUE SUR LA SOMMABILITE DES SERIES DE TAYLOR
SUR LEURS CERCLES DE CONVERGENCE, III.

par
Liszré6 ALPAR

Dédié au professeur Paul Turdin
a Poccasion de son 50-iéme anniversaire.

§ 1. Introduction

Cette troisieme partie du présent ouvrage expose une généralisation des
résultats obtenus par M. P. TurAN [1] et par I'auteur [2], [3]. Les deux théo-
réemes que nous allons démontrer contiennent, comme leurs cas particuliers,
les propositions développées dans les travaux cités, sauf celui da a M. TurRAN
concernant la sommabilité Abel des séries envisagées. Rappelons brievement
les problemes en question et les résultats déja établis.

Soient f,(z) et fy(z) deux fonctions réguliéres dans le cercle
liées par la relation

2l = 1

g,
1.1 TN Ll
(1.1) fo(2) =1, ll Coz/]

ou {, =rei* est un point fixe (0 <7 < 1, 0 < a < 2a). La relation (1.1)
fait correspondre a la série de Taylor

(1.2) fi2) =2 a,z2"
V=0
la série de Taylor
(13 hte) = Z b0 2 -
Y=

Désignons de plus par z; et 2, deux points homologues dans la transformation
homographique
(1.4) 2, = *z:fo )

1 —Cy2s
Si|z] <1, on a aussi |z,| < 1, et selon I'hypothése formulée sur f,(z)
et f5(2)

(1.5) h(z1) = fol22) »
(1.6) & WA= 2 bk
=0 v=0

v
Par contre, si |2, | =1, et par suite | 23| =1, on ne peut rien affirmer
sur les expressions (1.5) et (1.6) sans faire des hypothéses supplémentaires sur
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f1(2). Supposons donc que f,(2) est définie en ce point z; (| z,| = 1) et que la
série (1.2) y est convergente, ce qui revient a dire que lim a, = 0. La relation
Y-

(1.5) ne cesse pas de subsister et I'on est porté a croire que la série (1.3) est
¢galement convergente au point correspondant z, et que 1'égalité (1.6) reste
valable. Cette impression est encore confirmée par les faits suivants: @) Dans
la plupart des cas ou f,(2) est une des fonctions élémentaires habituellement
considérées, la convergence de la série (1.2) au point 2, (| z; | =1) entraine
en effet celle de la série (1.3) au point z,, et les deux séries ont la méme somme.

©
b) Si lim @, = 0, la convergence de la série 2 a, 2" sur la frontiére de son cercle

VP>
de convi ergence est une propriété locale et I’ on attendralt que cette convergence
soit conservée apres une transformation analytique de la variable z, comme dans
notre cas ou l'on substitue z par une fonction réguliére dans le cercle fermé
tel & 1 [ef. (1.1J)

Or, une étude approfondie ne vérifie pas cette présomption. En effet,

1+ &,

en posant z; =1, et selon (1.4) 2, :i:E , ce qui n'affecte pas la généralité
0

de ces recherches, M. P. TURAN a démontré [1] que pour chaque {, donné

on peut trouver des fonctions f,(z) réguliéres dans le cercle |z| < 1 telles

que, malgré la convergence de la série

(1.7) . é‘a, )

=0
la série

(1.8) 2
=0

soit divergente. M. TURAN a encore prouvé que si la série (1.2) est sommable
Abel au point z =1, la série (1.3) posséde cette méme propriété au point

144,

2= 147 pour toutes les fonctions f,(z) réguliéres dans le cercle |z | < 1.
0

Ces deux théoremes de M. TURAN de caractéres opposés aménent a
poser la question naturelle : quelle conclusion pourrait-on tirer dans le méme
probléeme en utilisant un procédé de sommation plus puissant que la som-
mation des séries au sens élémentaire, mais moins puissant que celui d’Abei?
Le procédé de sommation (C,k), avec 0 < k < oo, posseéde cette propriété
et est en méme temps le plus couramment utilisé. C'est cette circonstance qui
suggere 'idée de comparer les séries (1.7) et (1.8) du point de vue de leur
sommabilité (C, k). Ainsi, en généralisant le théoréme (le M. TurAN, nous
avons démontré [2] que pour chaque k entier positif et {, donnés on peut
trouver des fonctions f,(z) régulieres dans le cercle | z| <Z 1 telles que, malgré
la sommabilité (C,k) de la série (1.7), la série (1.8) ne soit pas sommable
(C, k).

Nous avons démontré ensuite [3] un théoreme de sens inverse, notam-
ment si £ est un entier non négatif, la sommabilité (C,%k) de la série (1.7)
assure toujours la sommabilité (C, k + 1) de la série (1.8). Ce dernier résultat
permet de prévoir d’'une maniére heuristique le théoréeme de M. TURAN con-
cernant la sommabilité Abel des séries en question, & savoir le procédé de som-

1+Co
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mation d’Abel peut souvent étre considéré comme le cas limite du procédé
de sommation (C,%) quand k& — <o, mais «alors on ne fait pas de distinction
entre k et & + D».

Au cours des recherches que nous venons d’esquisser nous avons supposé
que l'ordre & de la sommation est un entier non négatif, bien que cette condi-
tion ne s’impose pas d’elle méme ; et il semble comme une suite logique de
ce qui précede d’étendre nos investigations aux cas ot £ n’est pas un entier,
mais réel et non négatif. On se demande également si 'ordre £+ 1 de la som-
mabilité de la série (1.8) est le plus petit possible, ou bien s’il existe un nombre
0,0 < 6 < 1, tel que la sommabilité (C, k) de la série (1.7) entraine la somma-
bilité (C, k + 6) de la série (1.8). M. M. RiEsz, en généralisant le théoréme
de FEJER, avait établi [4] que les séries de Fourier sont déja sommables
(C, 6), si petit que soit le nombre positif §. En évoquant ce résultat de M.
Riesz, nous nous attendions & trouver un phénomene analogue dans le pro-
bléme qui nous occupe. Plus précisément nous avons cru que pour un k£ > 0
quelconque, la sommabilité (C, k) de la série (1.7) implique toujours la somma-
bilité (C, k + 0) de la série (1.8) pour chaque 6 > 0. Or, nous allons démontrer
d’'une part que lorsque la série (1.7) est sommable (C, k), la série (1.8) est

certainement sommable (C, k + 6) si 6 = —;—; d’autre part que 'on peut trou-

ver des fonctions f,(z) réguliéres dans le cercle | z| < 1 telles que, malgré la
sommahbilité (C, k) de la série (1.7), la série (1.8) ne soit pas sommable (C, k& 4 0)

sié<l.
2

Avant d’énoncer ces résultats sous forme de théorémes précis, nous
v ajouterons quelques remarques. Désignons comme dans les parties 1 et 11
([2], [3]) par afP la m-iéme moyenne (C, k) de la série (1.7) et par S celle
de la série (1.8). a{® et B% sont aussi définies pour k& non entiers positifs ou
négatifs ([5], pp. 95—96) et en particulier pour £ > 0. Les relations que nous
avons établies entre les a et les a, respectivement entre les S et les

.
b, (o) (i ig”)v([ﬂ, (2.6), (2.8)) ne sont pas non plus altérées si £ > 0 n’est
pas un entif,?r. La formule ([2], (2.16)) qui exprime S a I'aide des a{®
vy + k)
k
(1.9) By = 2 (n E Pi(Co) af?
iy

reste également valable, les coefficients binomiaux étant aussi définis pour
les k£ > 0; enfin p{® ({y) donné par la formule ([2],(2.15)):

1 AL 4 L (L L) B o
(1.10) Patls) = = J‘(ﬁ) 1+ w)1dw
YT e a2 ) o+ a ;
o|=¢
ne perd pas son sens si p est une constante et r < p < % (r =] Cyl) pour

des & > 0 quelconques. Cependant la démonstration que nous avons dévelop-

T*
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pée dans la partie I ([2]) ne s’applique plus, car nous y avons fait usage des
dérivées d’ordre % entier. Afin d’arriver & notre but, nous devons choisir
maintenant une voie différente.

Ces remarques faites, nous pouvons énoncer les théoremes suivants:

1 i
Théoréeme 1. Soient k > 0, 6 = — deux nombres donnés, (o0 un

9
point fize dans le cercle | z| < 1, et f,(z) une fonction réguliére dans le méme

cercle, dont la série de Taylor est sommable (C, k) au point z =1, c'est-a-dire
lim a{P existe. Alors la série déterminée par la relation

n—oo
z2— 8o =
(111} f {A_ — () = >by(6,) 2"
- 1— Coz 3 vgo
est sommable (C, k + 0) au point z :}—_*_—Q_Q, donc lim B%+9 existe aussi, el
0 n-o
(1.12) lim o = lim g%+
n—-wo n—-o

A vrai dire il suffirait de démontrer le théoréme 1 pour 6 :%, lequel

serait déja une conséquence du théoréme d’inclusion pour 6 > — . Mais des
9
raisons diverses nous ont amenées & garder dans I'énoncé du théoreme 1 la
; 1 , . e 1
notation 6 > — . Tout d’abord la démonstration du théoréme 1 pour 6 > -
2

s’effectue & 'aide d’'une méthode analogue a celle que nous avons appliquée
dans la partie IT ([3], § 4, ott £ est un entier non négatif et 6 = 1), tandis que

pour & =— la démonstration du théoréme 1 exige des considérations nouvelles
2

et plus délicates. En outre la démonstration du théoréme 1 pour 6 > L.

nous fournira certains lemmes nécéssaires pour mener a bien la démonstration

1 3 .
dans le cas de 6 =—. Au cours de la démonstration, nous supposerons de
2

plus que 6 < 1, ce qui simplifie nos raisonnements, mais n’introduit aucune
restriction vu le théoréme d’inclusion.
On obtient un cas particulier important du théoréme 1 pour k = 0:

Corollaire. La convergence dela série (1.7) implique toujours la sommabilité
[C’, é] de la série (1.8) et

lim o® = lim B¢/ .

n—»o n—»o

5 1 ; ]
Au cas ou 6 < 5 nous obtenons un résultat de sens inverse.

1
Théoréeme 2. Soient k = 0, 6 < 5 deux nombres donnés, L, 0 un

point fize dans le cercle | 2| < 1. Alors on peut trouver des fonctions fy(z)
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réguliéres dans le cercle-unité, dont la série de Taylor est sommable (C, k) au
point z = 1, autrement dit lim o exviste, mais la série déterminée par la relation

- 3

=2 donc lim B+9)

0 n— o

(1.11) n’est pas sommable (C,k + 6) au point z =
n’existe pas.

La démonstration se simplifie en supposant 6 > 0 mais en raison du
théoréme d’inclusion ce n’est qu'une restriction apparente.

Pour £ =0 le théoréme 2 représente une amélioration du théoréme
de M. TurAN. En effet, le théoréme 2 exprime que ce n’est pas seulement la
convergence de la série (1.8) qu1 n’est pas assurée par la convergence de la série
(1.7), mais celle-ci n’implique méme pas la sommabilité (C, £+ ) de la premiére

Rl 1
série si 6 < — .
2

L'idée de la démonstration est d’établir entre les ol et les ¥+ une
relation de la forme

(1.13) Bkt — 2:)?’%}0)(50) a®
V=

ou les yﬁ," 1 (L) sont indépendants du choix particulier de f;(z) et ne dépendent
que de y, &, 6, n et v. La relation (1.13) définit un procede de sommation
linéaire, et son examen est I'objet essentiel de nos investigations. Il sera établi

1 L
que ce procédé n’est pas régulier pour 6 < —, tandis que pour 6 = - les

2 2
conditions de la régularité de Toeplitz—Schur sont réalisées:

I. lim y%&)(&y) = 0 pour chaque v fixé;
n—

IL. lim 3 y%9(Z,) =1;
n—»o =0

L. il existe une constante K% >  telle que U'inégalité
(114 30020 < Ko
P=

est vérifiée indépendamment de n.
On verra que les conditions I et II sont remplies pour tous les 6 >
(est Pexamen de la condition III, donc I'évaluation de la série (1.14), qu1

offre les difficultés principales. Pour 6 > % lexistence de la constante K®*.9

sera démontrée en suivant une voie analogue a celle de la partie I ([3], § 4).
1 .

Mais cette méthode devient inefficace pour o :é— ou 0< i On étudiera

dans ces cas la condition I1I en utilisant un autre procédé. Notamment I'expres-
sion asymptotique de % (,) sera représentée par une intégrale de la forme
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(%]
’(kfd) . = \k+6 v r n
N o) A Gy = i ki o, J 3 QOFU) Lol dw
2ms (N + k40 P =P @+ L) o+
E+o6 |
ou c¢k+» est une constante et le contour d'intégration L, une courbe
fermée entourant le pole @ = — {;,. Nous devons déterminer la valeur de

¢,y pour un n assez grand, mais fixé et pour chaque ». La structure de cette
intégrale suggeére l'idée de recourir a la méthode du col. Toutefois I'emploi
direct de cette méthode se heurte actuellement a certains obstacles que nous
voudrions briévement décrire.

Les oeuvres traitant des expressions asymptotiques des intégrales
dépendant de deux ou plusieurs parametres n’embrassent pas des problémes
tres variés. Elles se rapportent essentiellement aux recherches des fonctions
de Bessel, lorsque 'argument et 'ordre de ces fonctions tendent simultanément
vers l'infini ([6], pp. 225—270). Le procédé consiste a tenir constant le quotient
de ces deux parameétres (tout en discutant les trois cas ot ce rapport est supé-
rieur, égal ou inférieur a 1) et & obtenir par la un col et un contour d’intégration
invariable dans chaque cas donné. Le probléme & deux paramétres se réduit
ainsi & un probléme & un parametre.

MM. W. Fuigks[7] et D. L. THoMSEN Jr.[8] ont élaboré certaines
généralisations de la méthode de Laplace pour déterminer les valeurs asympto-
tiques d’'intégrales réelles dépendant de deux resp. de trois parameétres. M.
FuLrks considere les intégrales de la forme

b
Jh,k = s f(t) e—h®(t)+kP(t) dt
0

ou b est une constante, h, £ — oo sont des parametres. M. THOMSEN envisage
les intégrales du type

.a A
Jh,/.-,a = ‘ f(t) e—PWD+KED gy
0

qui difféerent des précédentes par le fait que @ — 0 est aussi un parameétre.
Les hypothéses communes qu’ils adoptent tous les deux sont les suivantes :
le rapport A/k n’est pas constant, mais A = k; @(t), ¥(t), f(t) sontindépendan-
tes des parameétres et ainsi, en supposant de plus que @(0) =0, @’(0) =0,
@7(0) > 0, ¥(0) =0, les valeurs asymptotiques des J,, et J,,, sont
toujours fournies par les contributions des intégrales prises dans le voisinage
de Dorigine.

Il convient de signaler encore 'ouvrage intéressant de M. A. BEk#fssy [9]
qui étudie, & 1'aide dela méthode de Laplace, le comportement asymtotique
de l'intégrale suivante :

e e J un—! e=i4(1 — e—#)k—J du
j— 2] (n —1)!

0

ou j, k, n — oo sont des parametres (p,(k|j) signifie une probabilité condition-
nelle). Pour pouvoir appliquer la méthode de Laplace, 'auteur distingue quatre
éventualités possibles dont chacune s’exprime par une relation entre les para-
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metres, et en: conséquence il remplace la fonction a intégrer par une expression
nouvelle ot les parameétres ne figurent pas seulement comme exposants. est
ainsi que la valeur asymptotique de p,(k|j) est donnée par une intégrale
prise dans le voisinage d’'un point qui varie avec les parametres et de méme
lintervalle de l'intégration change aussi bien sa place que sa longueur.

Cependant dans les cas énumérés il s’agissait toujours de la valeur
asymptotique d’intégrales considérées en elles-mémes sans tenir compte de
leurs relations avec d’autres expressions analogues. C’est pourquoi une rela-
tion entre les parameétres une fois adoptée, qui introduit certaines complica-
tions dans les calculs, le col et la voie d’intégration ou bien sont restés invaria-
bles, ou bien leur changement avec les parametres n’a pas eu une importance
particuliére, malgré la discussion inévitable de certaines possiblités. Par contre
nous envisageons une somme dont chaque terme est représenté par une inté-
grale et la détermination de la valeur asymptotique de chacune de ces inté-
grales s’effectue au moyen des cols et d’'un contour d’intégration qui varient
d’une intégrale & 'autre. Cette circonstance est la conséquence de la structure
particuliére de la fonction & intégrer qui figure dans I'expression de g,,. On
sait que les cols doivent étre cherchés parmi les racines de I'équation
(l + o)’

,,,,, } — 0, mais cette équation n’a pas de racines finies. Cet obstacle

s’élimine en introduisant le parameétre A = — | et en envisageant par la suite
n

n 4

1_—{— Z:ow e Lo
\ o + Gy o+ Co o+ &,
a déja deux racines finies, mais qui dépendent de A et par suite les cols
et les contours d’intégration varient avec A. Dans notre cas, le contour d’intégra-
tion doit passer par tous les deux cols correspondants et de cette fagon on
obtient | g, |, pour chaque », comme la somme de deux expressions asympto-

la fonction | w? ﬁi";f _n

\n
au lieu de [ ’ . L’équation (w

tiques qui est suffisamment petite pour que | ¢,, | soit uniformément bornée
| m—
=0

: 1 = 7
en n si & = —; et cette somme est assez grande pour queZl g | dépasse
2 : v=0

s : i p
toute limite avec n si 6 < —. Pour certaines valeurs de 2 les deux cols se
2

rapprochent arbitrairement I'un de l'autre, tandis que pour d’autres valeurs
de 4 un des cols au moins se trouve dans le voisinage du point @ =1 et la
fonction & intégrer ne reste pas bornée. Nous avons & discuter a plusieurs
reprises séparément les cas ou (, est réel et ceux out , est complexe. Enfin
puisque nous examinons la somme des valeurs asymptotiques, il ne suffit
pas de déterminer la partie principale du développement asymtotique de chaque
intégrale, mais il faut aussi évaluer la somme des restes.

La régularité du procédé de sommation (1.13) et la formule (1.12) seront

ainsi vérifiées pour 6 > — et le théoreme 1 sera démontré.
2

On trouvera de cette maniére pour o <% que la condition 1II de la

régularité n’est pas réalisée pour le procédé de sommation (1.13). Par conséquent



104 ALPAR

il existe des suites com ergentes qui se transforment en suites divergentes par
la matrice [y ({,)]. Soit {ok} une de ces suites convergentes et {*} sa trans-
formée div ergente. Alors la fonction

o= —zpn 3" T apar—
r=0 k ]
(1.15) (k+1} \,(V+k)*v j*,
21 o3t = ay 2’
“u ) k 5 =0
est réguliere pour ]:[ 1, ou (1 —2)k+1 est définie par sa détermination
principale. Or, la formule (1.15) n’est autre que la relation classique entre les

a, et les a{®. Posons donc a* = a, a* —a,, alors f¥(z) est la fonction
f(2) qui vérifie les conditions du théoréme 2 et B¥ = pU+9. Ce qui* com-
pléte la démonstration du théoréme 2.
*
Nous tenons particulierement & exprimer nos remerciements les plus
vifs & M. J. CzipszER pour ses précieuses remarques qu'il a apportées en lisant
le manuscrit de ce présent ouvrage.

§ 2. Le procédé de sommation

On démontre dans la théorie du procédé de sommation de Cesaro que

BY¥+d g'exprime par les B0 (m =0,1,2, ..., n) ([5] p. 101):
1 nm—m-406—1\(m+k
(k-+8) _ (k)
P (n+l+6lm>0[ p=i ] g s
k4o
(2.1) B 1 < m+é~1l n*m+l‘ [)’(")
*‘HH@),:U( e 41
k+0o

En tenant compte de la formule (1.9)

(2.2) o s }n Y 20 “;"'] PrlmalSo) 459 -
l.
Ainsi il découle des relations (2.1) et (2.2)
n o ol ;
k40
{E8) m+06—1
2 m J v +k

k k k¢ k
POmaEo) ) = APl

:v%m% n+]\+5j I
l k—+9o

ou pw¥ . () est donné par 'expression (1.10),
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et par suite

kO)(F ) —
(24) ‘er (CO)
(%]
BRI & S ol Vit O J (A-+Lo)* ~ tm“—‘,(lﬂ} 1+Gpw =
an (1—|,[2)" n+k+ 0 | w+E, — m 14-Cy w+¢,
ko |o|=e

La formule (2.3) représente le procéde de sommation cherché. Nous pouvons
constater dans Pexpression (2.4) que i ({o) ne dépend pas du choix parti-
culier de f,(z). La relation (2.4) sera remplacée plus tard par des expressions
aiymptothueq :

§ 3. Les deux premiéres conditions de la régularité

La démonstration du théoréme 1 s’effectue en véritiant que les éléments
de la matrice [y ({,)] donnés par la relation (2.4) remplissent les trois
conditions de la régularité de Toeplitz—Schur. En ce qui concerne les con-
ditions I et II nous avons déja observé dans le § 1 qu’elles sont réalisées

1 el
non seulement pour 6 = — , mais méme pour 6 > 0. Nous admettrons donc dans
2

ce § que k=0, 6 = 0.

La vérification des conditions I et II se base sur des choix particuliers
de f,(2), ce qui est permis, puisque d’apres (2.4) les y46” (Z) sont les mémes
quelle que soit f,(z) réguliére dans le cercle | z| < 1.

L. lim 9% (&,) =0 pour chaque v fixé.

n—ow

Démonstration. Soit

©

(3.1) file) =22 a0

u=0

une fonction réguliére dans le cercle-unité telle que a$? =0 si 1 », et
a{® = 1. Selon cette hypothése et la relation (1.15), on a

v+ k

(3.2) f1(2) = (1 —2)*+ 12 [}- Hi ]x) Al g j 2L — et
On lira de (3.2) que a, =0sip<vet
(3,3) L)y = S‘(ly = lim o{¥ =0.

n=0 >

D’autre part en vertu de la définition (1.1) de f,(z) on peut écrire

v+ k(= e
J” I 1—-;} ]
Zo
£y

l.
- ver1 (2 5150)" 7 [” = ]‘" (1“ Le

:)ka +1

o) = [

3.4)
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et par suite

- & 1+ &)
(3'5) fﬂ [‘ ::;0 o P b}L(“O) '7770 g
1 + C,\() 1=0 + S0
Or, k 4+ 6 = 0, on tire donc de la relation (3.5) que
(3.6) lim Bt —.q,
n-

Exprimons maintenant f%*% au moyen de la formule (2.3), en tenant compte
du choix particulier des a{®

(3.7) BUHD = Fyh7 (Lo) o = y§? (So)
P

et ainsi de (3.6) et (3.7)

(3.8) lim y%&(Ly) = 0.

n—-o

v étant arbitraire, la relation (3.8) est valable pour tous les » > 0 entiers. La
condition I est donc réalisée.

II.lin1‘§;;4g®(:0):: R

R 290
Démonstration. Soit maintenant flz ) =1. Alors
a®=1(r=0,1,2,...); f?) M R R,
et par 'expression (2.3)
(39) B = S Gt = S o =1.
»=0

Par conséquent la condition II est réalisée.

§ 4. Expression asymptotique de {52 ()

L’expression (2.4) de p{ ({;) n’est pas appropriée aux calculs. Pour
cette raison nous cherchons & la remplacer par une formule asymptotique
plus adéquate. Soit & nouveau r < |o| =p < 1 et

14514+ 1
145 o4& Y

donc max | ¥ | =y, < 1. On écrira ainsi
|o|=0
m+86—1| 1 1 > m+d6—1) . > (m+6—1} ,
T i ¥ R
m=0 m Y 2 Y [ m=o 0—1 m=n+1 0—1
(41) T 771 -y - (7n+(3—1‘ym_(,” 1) An_Bn'
?/"(l-y mZnt | 0 —1




SUR LA SOMMABILITE DES SERIES DE TAYLOR, IIL 107

d’out en vertu de (2.4)

w 4]
= $ Atbofor 4 g, ( Qtlwfe’ p 1
vl =5 i [n+k+9| [ Sy e [ 048 Bndw]_
l kLo ] |w]=e jo]=e
4. .
(8 =9w — 9y
ou
L+ ot

4.3 OB e T

’ (="
Nous allons vérifier que
(4.4) lim 2|g,w{ =1

n—+-wo g _

g,» peut donc étre considéré comme l'expression asymptotique de p{? (£,)
dans I'évaluation de la série (1.14).
D’apres les formules (4.1) et (4.2):

v+k]

’ k +1 (xi‘ 6_1 .

5  |owl=lo®l g 1S gg—r(1+’9)k 2.1[m:_1 ]yo-<"+*>.
k+0o

Or, les relations suivantes sont valables pour les grandes valeurs de 7, en
supposant de plus quem > n + 1let 0 < 6 < 1:

[n +k+0
k446
Il s’ensuit par (4.5) que

m4+06—1

(4.6) &

= O(nkt9), ( ) = O(m*-Y) = O(n?—) .

(4.7) |gm|=0(mn~*") FHE,

S T v+ k
0 o— 1 m— (n~1)_0 —k—1
; ] (n 2 Yo (n )[ % e

m=n-+1

Par conséquent

n—o

et en vertu de (4.2) et (4.8)
(4.9) lim y%&) = lim g,,.

n—o n—o

Mais 'expression (4.7) permet d’en tirer de plus que

.10 | = O(n—k-1) o wilew
(4.10) %lg | = (1—g)k+1
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et il en découle déja (4.4). 1l résulte de (4.2) et (4.10) que

UNGo) | = lim g
LT O

(4.11)

11 suffira donc d’examiner le membre droit de I'égalité (4.11).
Pour terminer ce §, écrivons encore g, dans sa forme explicite:

v + k’
(k+08) oA o8 - n+l
ALE e 1\ & 1 J (1 + Som) ' (1 = e({g] T
)7”|n—}—k—i—(5 : (1 — 0y o+ &y
L_*_é |o|=0
ou
o) — (14 ottt (1 + 50]
(1= [P L+,
[’expression (4.12) peut prendre aussi la forme
lv + k)
FO—1 ¢V 1
(4.13) gpp = Gy J 71‘0_60 @’ (1+ &g 1+ ziow)n dow ,
omi(n+k+0 (1 —w)° _1—|—(,0 o+,
h4g }leime
avec
= AR ) ki <
Co= 1 i iu‘];km (1 + %)

Nous aurons besoin de toutes les deux expressions de g, .

§ 5. Cas de<5>—1
2

Nous avons déja remarqué que pour 0 > — la démonstration du théo-
2

réme 1 peut se faire d’'une maniére analogue a celle donnée dans la partie
IT ([3], § 4). Pour cette fin il nous faut démontrer le lemme suivant:

Lemme 1. Soient n un entier positif et 0 < 6 < 1 un nombre donné.
Alors

O(n2%1) i 0> 1
P 2
:

. 2 t
(5.1) J = Smi dt =) O(logn) si 0= L
i sin2 ¢ 2

0

P 1
0(1) 81 0= .
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; 2 .
Démonstration. Pour 0 < ¢ < —,ona sin{ = —1t et par suite
1

o

14

(7

2
20  Qin2 20
g [ B

) 2

t2r) 9

0

autrement dit J = O([). Il est évident que pour 6 qE

ND\

1 Ed
(5.3) I < n? ] 12204t 4 f (” O(n*1) 4+ 0(1).
0

n

Ce qui revient a dire que / = O(n* 1) pour 6 > -;—, et 1=0(1) pour d < é )

Si o - la relation (5.3) doit étre remplacée par la suivante

I <0(1) + logn.

Les relations (5.1) sont ainsi démontrées.

. Il faut encore prouver que

l\a'—‘

Démonstration du théoréme 1 pour 6 > -

la condition III de la régularité est réalisée, (est—é—dire que la constante
K®9 qui figure dans I'inégalité (1.14) existe, mais cette derniére relation
doit étre remplacée par

(5.4)

lw

| = K*&9)

r=0

Il

Décomposons en deux parties la série qui intervient dans (5.4):

(55) 2 |gm'l SE 2 |gnvl + \‘ gmrl %
y=0 V= v ~v,,

on

(5.6) Vo= Ao

et 4, est une quantité positive qui sera fixée avec n par la suite. On démontrera
I'existence de deux constantes K®? et K{® indépendantes de n pour
lesquelles les inégalités

" Vo—1 m‘
(5.7) ASI — 20 Ignll = K(k ") S2 e 2 lgn‘p[ = K(zk,d)
= Y=y,

sont vérifiées quel que soit n.
On discutera d’abord la seconde inégalité (5.7) qui est réalisée pour chaque
6 > 0 intervenant. C’est seulement aprés que nous pourrons limiter §,.
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1° Evaluation de S,. En tenant compte de l'expression (4.12) de g,

et du fait que
max |l + {yo|=1-+re, max[l —e|?=(1—¢)’,

|w|=¢ jw|=0
max i [ =1,
|o|=¢ w+é’0 0—1r
on a
(k+9) k+o-1 (] n+1 @ k
AT | (d+re) ( re) 92(”—1- ]gv=
(7" + &+ 6) 1 —e) Ok V=", k
E+0
"]
k (1 —ro\?t!t 2 (v—vo+ k| _
(5.8)  =0(1) ‘ ) ( =
(n+k+6 (1 9)6\9 y=>, k
k446 J
2]
—01) k L (9 l—rg]
presg ool
hid |
ou I'on a pris en considération la relation (5.6) et 'inégalité évidente
)
(5.9) _k_*é(”—”o—f‘k] Bt i il
n+k+0 k
k+6 J

Si 4, est choisi de telle facon qu’il puisse étre enfermé dans un intervalle de
longueur finie et dont les extrémités sont indépendantes de 7, il vient

(5.10) = 0w,

(vo—{—k
k

n—+k+ 9071
ey

log-g_
B = > 9

loge

Il suffirait donc de prendre

(5.11) do=1+

comme nous I'avons fait dans la partie II ([3], (4.13)) ([z] désigne la partie
entiére de z), pour que l'inégalité

(5.12) oh <
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soit vérifiée, et I'existence de K{* serait ainsi prouvée. Mais ayant en vue
des considérations ultérieures nous cherchons a trouver pour 2, une valeur
inférieure & celle fournie par la formule (5.11). Pour cette raison on choisit
¢ d’'une maniere particuliére et 1’on pose pour n suffisamment elevé p=1 — n—*,
avec

(5.13) "IN I
k+0+1
Ainsi, de la formule (5.10) on tire
vo+ k
‘|
(5.14) S S0 (EIRRN A |
[n+k+6]( erosa
k40
D’autre part si la relation (5.12) est vérifiée on peut écrire
1og1—g__rrg
5.15 MG e -
(5.15) i e
Posons p =1 —h, o1 0O <h <1 —17r. Alors —logp < & et
l1—ro
log . »
D S N T LB L ol o T AN
—logo 1—r meem. (1 —r)™
(5.16) P v il ) 1——-L)1.
1—r (1—1)2 | 1—r)f
h 5 ; » 1
—log|1 — - croit avec h; si h=mn*<—(1 —7), on a
,, —r 2
, 5 )
—log |1 — T] < log2. En prenant
(5.17) fose Bt LT e i L e
1—7r  (1—17)2 1—r

les inégalités (5.12) et (5.15) seront satisfaites. Soit donc 2, le plus petit des

nombres de la forme % vérifiant la relation (5.17) (n étant supposé fixé),
a savoir
(5.18) - l—ln ‘lif s Hn—” .S
1— n
et ainsi selon (5.6)

(5.19) . [n (L—tﬁ i Hn—H hu,
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Considérant les relations (5.8), (5.12) et (5.14) on peut constater que
(5.20) 8,=0(1)
et la seconde inégalité (5.7) est vérifice.
2° Evaluation de S,. La fonction (1 + (yw)k+*—1o" (1 —w)~? étant

réguliere dans le cercle |w | = p < 1, I'expression (4.13) de g,, peut étre
remplacée par la suivante:

(5.21) v+k‘
B £1+5w>"*"‘f9i“i§q liii)w)”*‘_l’ldw.
2mi n+/f—%—6‘ (1—w) M4+ o+ 4
( k+5,”““

L’intégrale (5.21) garde évidemment son sens méme pour p = 1, c’est-a-dire
pour ® = e, en conséquence

V—i—l‘) (w—l—k
k ‘ 1 > ) | def k ’
b.22 s e ol vh do!|=IC (n)
(5.22) g] = w[ +k+al|2mj o hyo) do| |a|( H+6}lg |
k46 Ll k+ 6
ou
(5.23) P L +””)61”1+§)L+%8"”_1}
(lt‘w)h 1+Co w‘i“é-o g

On remarque que les g{™ définis par la relation (5.22) sont les coefficients de
Fourier de Ay, (o).

v,—1
L'inégalité de Cauchy appliquée a la somme ' |g,,/, de plus vu que
»=0
k A
[v 4+ ) » lvo +k

pour v < »,, on obtient

k
vo+k|?
628) S lgnl] Sv0 5 lgnlt <10 Tgn —— s
: gnvj = f gnv.é W n
= ‘= i ( +k+622
k+o
En vertu de l'inégalité de Bessel
2n
(5.25) >‘4g5”>|2§ij )2 d .
&7 S
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Introduisons ensuite la notation employée dans la partie II ([3], (4.22)):

1+.;CO ) ___1 £ é:(_)‘eli — eif

1= Z_:] ’ e’ + f;‘o
donc
e Yl N SR d(p:_(l—ﬂ)dei
PR RS P Z, €= 1’ leie — o2
On en conclut que
) 2(k+0—1) _ i(n+1) (0-6,) __ 1(2
‘hbn(ew) ;2 < g'j: 7') il Co|26 18 : ll i
11+ g2 lei0=00 __ 1|2
(5.26) eyl sin(n 4+ 1) o
_ ok i leit — T — 2
[ =0

De plus 147 >|e’ —Cg| = 1 —r, et ainsi en vertu de la relation (5.26)

6o+ 27 9 0
2n sin¥(n + 1) %-‘?
hy(e7)2d g = O(1 PE PR S O F
j han(€)>d (1) 6o,

1

27 .
0 sin%

0,

ou en posant 8 — 60, = 2¢, on tire de (5.27)

27 2
: z o
(5.28) LJ Iy (e®)2d g = O(1) J s -+ 1 o
2 sin® ¢
0 0

Par conséquent, d’apreés le lemme 1

Om®Y) si 8> 1;
= ;
(5.29) =% J |Bns(e®)2dp = O(logn) si 6= L
2n 2
0
. 1
0(1) si 0 <—
2

8 A Matematikai Kutato Intézet Kdzleményei V. A/1—2.
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Par ailleurs selon la formule (5.10)

Vo + sz (n +k+ 6)—2 — O(n¥)
k k+ 6 '

Ainsi il découle de (5.29) et de (5.30)

(5.30) n

0(1) sil 0= é
[”o 2— k2 3
n ¢ X N o x o
(5.31) 2—:7; mz J ,hdn(e <p)] d(p = O(IOg n) S1 6 == 9 .
k496
& On'?) si d< é

La formule (5.31) de méme que les inégalités (5.24) et (5.25) fournissent

la preuve que 8; =0 (1) si 6 > %, et la premieére inégalité (5.7) est aussi

vérifiée. Le théoréeme 1 est ainsi démontré pour 6 > %

En méme temps la relation (5.31) met en évidence que cette méthode est
inefficace pour évaluer 8, si 6 =% ou b < —;— Cependant le lemme 1, aussi
bien que I'expression (5.31) éveillent I'idée que le comportement de la somme

partielle S, varie-avec 6 et que pour 6 =—;-- ou o < % elle a une allure diffé-

rente de celle que nous venons de constater dans le cas de 6 > % Cette

&

; . SN 1 ' 1
présomption a été vérifiée pour 6 < —, mais non pour 6 = .
2 2

! : 1
On supposera d’ailleurs dans ce qui suit que 0 < 6 < ol

&

§ 6. Lemmes complémentaires

L’intégrale qui intervient dans 'expression (4.12) de g, appartient au
type dont la valeur asymptotique peut étre déterminée pour chaque v par
la méthode du col, n étant supposé fixé et suffisamment élevé. Cette méthode
est assez puissante pour dominer le probléeme en question quelles que soient
les valeurs de 8, de n et de », mais on rencontre de sérieuses difficultés quant
au choix du contour d’intégration adéquat, lequel joue un réle particulier
dans l'application de la méthode. La forme et I'emplacement de ce contour

dépend notamment de la quantité " et les espéces trés variées de courbes

d’intégration qu’il faudrait considérer quand — varie exigeraient une discussion
n

géométrique trés longue et détaillée. Pour éviter cette complication nous
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renoncerons a l’homogénéité de I'exposé et n’aurons recours & la méthode
du col que pour des » satisfaisant a la double inégalité :

1—r i} +vn+l<1<1—+—r_ 1 a4l

(6.1) A= R — 1
14+7r logn n n l1l—r logn n
ol v, et v, sont des nombres fixés avec n tels-que, 2, est le nombre le plus
grand de la forme " et inférieur a I , tandis que A] est le plus
' n 1—7 logn
petit des nombres de la méme forme et supérieur a e AN . On a done
147 logn
147 1 —
P ink —|n A (=0, <1),
l1—7r logn 147 logn

(6.2)
1—7r n

1+7r logn

O=n,<1).

Ty l — r n e 9
1 +7 log n
Des relations (6.1) et (6.2) on déduit deux valeurs particuliéres de »

B T

: =¥ . B
1—7 logn

B3)w=An= [n

N vi:l{n:[n ]+2.

1+r  logn

v,
On démontrera par la méthode du col que g, | dépasse toute

P=9;

R 1 " T 1 : P 2
limite si 0 < 0 < —, et qu’elle est bornée si 6 = -, » mais on vérifiera d’abord
9 ;

&

v —1 @ ' 1
que les sommes ¥ |g,| et 3 |g,,| sont bornées pour & =

r=0 r="7+1

Nous venons de voir que S, = O (1) [cf. (5.7) et (5.20)] pour tous les
0 > 0. Notre second lemme exprime un resultat analogue.

1
Lemme 2. Soit 6 = = Alors il existe un entier positif vq = Agn < v,
tel que

(6.4) Sy= 3|g.l = 0(1),
r=0

o i

147
Démonstration. On évaluera g¢,, au moyen de son expression (4.12) en
modifiant convenablement la voie d’intégration |w | = p. En raison de
la symétrie nous admettons une fois pour toute que 0 < a < a (ou &, = rei®).
Sous cette réserve, d’aprés le théoréme de Cauchy, le contour d’intégration
peut étre composé de 'arc a” du cercle ¢ de centre w =0 et de rayon

a Vi o, ; s
ou Ay est le plus grand des nombres de la forme - inférieur ou égal a

R (1 = i< %J, de Tarc a” du cercle ¢’ de centre w =1 et de rayon n-?

8*
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et de deux segments de droites s” et s” paralléles a 'axe réel (Fig. 1). Le nou-
veau contour ne contient pas le péle @ =1, mais il entoure le pole o = — £,
de la fonction & intégrer. La valeur de R sera précisée sous peu. L’expression
de g,, se décompose ainsi en quatre intégrales qu’on désignera par

(6.5) dm= [+ [+ [+ ]
a’ a” s s”

A

a. sl
Figure 1
Il est aisé de voir que pour v < vgon a
o
4 o] 3 Hog gk
(6.6) JIQG&H 7)I k (1+;R) 5 (IR-{— TR)H:IQ,?
a" n+k+% (R—l) —(R_*_r) +T
i
2
ot
(v(,—}—k'
V5 .
(6.7) Ezalv’g 0(1) — b, o - {R*31+’R)n.
ot n—{—k—{—% (R—1)*:={ R—+r
]
2

1
Posons actuellement R =1 4+ n 3. Nous obtenons
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v{,—!—k)
(6.8) ~ f el
TR e
Lar

Choisissons 7, de fagon que la condition

) i n
(6.9) (R‘u 1—+’—RJ —0(1)
R4r
soit vérifiée. Cela se réalise, avec la valeur adoptée pour R, si 45 < i oty 5
+r
vu que
1-r ,
(6.10) R+r IRLJ:R =14+ AR —1¥+...=14+0(@®™?) (4>0)
r

d’ou résulte (6.9). Aj est de la forme ot peut donc étre le plus grand nombre
n

i S , \ ro .
de cette forme inférieur ou égal & - , & savoir

147
(6.11) 1(,:1 P G vy = An = kel
n|l 147r] 147
Avec vy ainsi défini on obtient
V5
(6.12) >IN =0(1)
y=0

a partir des relations (6.7) (6.8) et (6.9).

Considérons en second lieu I'intégrale prise sur ¢ défini par l'expres-
sion w =1 +nlel* (0 < o< 2x). Alors pour des 7 suffisamment grands
on a

Caicos o
max ’1_*—(:0“(»’:1—{—" s 4 o(nt) <
Osos2a| @ + Gy | 1+ 2rcosa 4 2
1
(6.13) < 14 -1—+—T n 14 o(n Y.
Par conséquent pour » < v,
i | Lt _!__ 1/ n
!j _S_ n_l O(n_lgz)(l + ‘n_l)Vo-ikA S niz L iy +lﬁn—1 + o(n-—l) —
I 1—nt—r 1—
o

(6.14) = 0(n1) = I
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et
(6.15) 2 I® =

11 reste a évaluer lesintégrales prises sur les segments s” et s”. Les fonc-
tions
= I
1 _{_‘: w \n+1
w?, (o g

—) , (14 Eo w)k— 2
l w + &

prennent sensiblement les mémes valeurs aux points d’abscisses égales de

s’ et s”’. Par contre (1 —w)” admet des valeurs différentes en ces points.

En adoptant la détermination principale de (1 —w)” quand w €s”, on aura
1

ei" (1 —w)* le long de s". Ainsi, puisque R =1 + n 3, il vient

At
1+n 3

. | (14+50)7?
Jﬁiéo(" )\J (© — 1) (@ +:>
(6.16) = ¥ i

1

o
-

lIA

1—{- gow)
w “1" So

-l +r(l+n 3)] r y(LErolr do 4
= ( ) J &) ( ny

1L—nl—2 w47 w— 1)z
14+n=t
et
Ve - o+l
(6.17) 2 I = O(n 2) J w -l [Li_"_‘i’_) P
v=0 (0 —1) w47

14+n—1

La relation (6.9) reste valable pour chaque R de l'intervalle (1 + n1,
1 1

147" 3). Parsuite, d’aprésle choix (6.11) de p, ona pour 142 '<w<l4n 3

>(1+”")"=0(1),
w47

et I'expression (6.17) peut s’écrire sous la forme

(6.18) (@l — 1

1

(6.19) 140 %
21(3) - O(n 2) J
1+n—1

En vertu des relations (6.5), (6.12), (6.15) et (6.19) la formule (6.4) est
vérifiée et le lemme 2 est démontré.

o DI e 1
—:0(n 2)—;(712—11,5'):01

Nous soulignons que le lemme 2 est valable méme si 0 < 0 < % La

démonstration subit dans ce cas une légére modification en remplagant la
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1

l— = by
3, ou H’ est une constante

définition de 4, par celle de 1 = ﬁ — H’'n
indépendante de v et de n, analogue & H de la formule (5.17) et 'on raisonne
de la méme maniére que dans le § 5. La relation (6.9) reste vérifiée, mais il

n’existe pas d’expression analogue a (6.10).

1 s :
Lemme 3. Soient 6 :E, v, et v les entiers définis par les expressions

(6.3). Alors

L 2

(6.20) S=3 il =0(1), Si= 3 |gwl=00).

y=0 Y=7+1

Démonstration. Désignons par »” et »"” deux entiers positifs remplissant
n

les conditions suivantes: v < v’/ < vy et V' — vV =0 . Un raisonne-
0

logn
ment semblable & celui que nous a fourni la formule (5.24) conduit a la relation

@

Sioml| 0 St

) v=0

(6.21)

d’ou selon les expressions (5.25) et (5.29) on a
v
(6.22) > lgml =0(1).
Y=
Les entiers v, v, v, ¥; sont définis de maniére [cf. (5.19), (6.11), (6.3)]
qu’on ait

(623) 1’0—71:0‘ . ], 'pi_.'p:): ,_n_ "
log n logn
Par conséquent d’apres (6.22)
Vo v
(6.24) Slgml =01), X |gm|=0(1).
Y= V=",

—

En tenant compte de plus que S, = é | g | = O (1) pour tous les >0

v="7,

{cf. (5.20)] et que S, =§] gw| =0 (1) pour & =— [cf. (6.4)], le lemme
=0

RO |

3 est démontré.
Lemme 4. Les | g,, | sont uniformément bornés en n et v.

Démonstration. Pour 6 > % le lemme est démontré par le théoreme 1.
Pour 6 =§ les relations (5.20) et (6.22) constituent la vérification du lemme.

Il reste le cas ou & < % Si v > »,, la formule (5.20) est valable et pour ces

v le lemme est prouvé. Soient ensuite »' et »'V deux entiers positifs tels que
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v < pV < et »V —piE = 0O(n¥®) et 'on obtient facilement la formule
analogue a (6.22):

1V

(6.25) Slgml =0(1).
PIIT
§ 7. Détermination des cols
Les recherches que nous avons encore a faire se réduisent dés maintenant

V1
a I’étude de la somme 2

Jny |» quand o :é et 0 < —;, pour un 7 fixe et

Y=y
assez grand. Nous cherchons & trouver une expression asymptotique de g,,
pour chaque » vérifiant I'inégalité »] < » < »,. L’intégrale qui figure dans
Yexpression (4.12) de g, est du type

{7.1) J,= W) [F()]"do= | w)ed® do,
L i

dont la valeur asymptotique peut étre déterminée par la méthode du col
([10], pp. 77—93). Les fonctions F(w), f (w) et A (w) sont supposées réguliéres
dans un domaine D du plan complexe w, ou la courbe L est aussi tracée.
D’apres le théoreme de Cauchy L peut étre modifiée en D et précisément
¢’est le choix d’une voie d’intégration convenable qui constitue I’élément essen-
tiel de cette méthode.

La méthode du col consiste & trouver une courbe d’'intégration L passant
par un point particulier w, €D appelé col et jouissant des propriétés suivantes:
| F(w) | resp. Ref (w) prend son maximum absolu sur L en w,, la contribution
de I'intégrale prise sur un arc infiniment petit de L au voisinage de w, fournit
la valeur asymptotique de I'intégrale (7.1), tandis que I'intégrale prise sur
le reste de L tend vers zéro quand n— oo. Il arrive (et ¢’est notre cas) que
L doit passer simultanément par plusieurs cols, soient w,€D (j =1, 2, ..., p).
La méthode du col reste applicable méme dans ces cas, si L peut étre partagée
en arcs A; dont chacun ne contient qu'un seul col correspondant w; et w;
a les mémes propriétés sur 4; que w, sur L dans le cas d’'un col unique. La
valeur asymptotiqe de J, s’exprime alors par la somme des intégrales prises
sur les arcs infiniments petits des A; dans les voisinages des cols w;.

Les cols se trouvent parmi les racines de I’équation f’(w) =0 (dans le
cas que nous traitons les équations f'(w) = 0 et f” (w) = 0 n’ont pas de racines
communes). Soit @, un col, donc une de ces racines remplissant les conditions
mentionnées ci-dessus; alors w,€D et f (v) est développable en série de Taylor
autour de o, :

H() = f(oy) + %f”(wl) W B o

Considérons ensuite la droite ¢; (appelée aussi I'axe du col w,) définie comme
le lieu des points @ pour lesquels f” (w,) (0 — w;)* < 0. ¢; forme l'angle 7,
avec l'axe réel. La courbe L, si elle existe, fait avec #; un angle inférieur en

valeur absolue a g . Si cela est possible il est avantageux de choisir L tangente

a ¢, ([10], pp. 87—88). Supposons que L existe, qu'elle satisfasse & toutes les
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conditions énumérées, méme a la derniére, en outre qu'elle ne passe que par
le seul col w; et enfin que f(w) et A (w) soient indépendantes de n. Alors la
valeur asymptotique de 'intégrale (7.1) est donnée par la formule

]{+ =)

(7.2) J, = h(w,) enf@d+ n,( o]

([10], p. 88 (5.7.2)).

Cependant des circonstances particulieres peuvent se présenter qui exigent
de faire passer L simultanément par plusieurs cols ;. Désignons par ¢; I'axe
du col w; faisant 'angle 7; avec I'axe réel, alors la relatlon (7.2) se substltue
par la suivante

p
(7.3) 8 :2h(wj)e"f(‘”l>+i’i{ 2| (@, ) {14+ 0(m-1)}.
Il faut souhgner que les formules (7.2) et (7.3) donent étre éventuellement
modifiées si 'une des quantltes h (»)), f(®)) ou |’ (w;)| dépend elle-méme

de n. Nous aurons 'occasion de tenir compte de cette remarque
Dans le cas concret c’est 'intégrale

~ (1_*_5)w)k~;-o_wv(1 +Z°(£n

(7.4) Jm,=J : P\ deo
J (1 — w)° (o + &) ® + Gy

qui nous intéresse, car pour les » que nous considérons maintenant: »; < » < »,
[ef. (6.3)], nous pouvons écrire

v+ k
i [ 2] TR,
k40

ou les d,, sont des nombres positifs ayant des bornes supérieures et inférieures
indépendantes de n et de v. En effet, si v; < » < »,, il vient
[v +k . (vi + Ic‘J vk AFa®

k k Ik T(k)’

[v+k i v+ k) v _M
k Z( k I'k)y I'k)

n-tk4o)  mEr?
k4o ] I'(k + 9)
et par suite
v+ k
I'(k + 9) Akn-2 k F<k+6)lkn-6
== 1 *
I'(k) n+k+ 6] I'(k)
. k496
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Or, d’aprés leurs définitions données sous (6.3)

s 147
7.6 —— <M< <
i L=t ' Sl [
et ainsi
-(7 T e | o+ Ttk + 8) (1 —- 7} AL el PALE X)) {1 4+ |k
; 2n Ir'ee) \1+r s 27 I'k) (1—r

Pour pouvoir appliquer la formule (7.2) ou (7.3) a lintégrale (7.4) il
incombe trois taches préalables: 1° faire le choix d’'une fonction f(co) conve-
nable (out F' (w) =ef@); 2° déterminer et examiner les cols, c¢’est-a-dire les
racines de I’équation f'(w) = 0; 3° démontrer |’existence de lacourbeLreahsant
les conditions établies et construire cette courbe. Nous consacrons ce § aux
problémes 1° et 2°.

A premiére vue on pourrait prendre pour F (w) respectivement f (o)
les fonctions

1+ Coa) 1+ Lo
F(w) = o) = log ————,
w + Co f( ; w + Co
mais alors I’équation
kst
flw)=—=

(1+Cg) (@ +Co)

n’aurait pas de racines finies. Il faut done choisir pour f(w) une autre fonction;

A cet effet introduisons la notation 2 ::%et soit

J 14 Lo

o+ G,

(7.8)  f(w) =log |® = Alog ® + log (1 + yw) — log (@ + &) -

f(w) est définie en un point initial quelconque par sa détermination principale
et suivie par continuité. On a ainsi

o 1 e [(14r)A—(1—r)]o+ Ll
Ry e o(1 + o) (0 + &)

@0 Ploy="+
w

L’équation f'(w) =0 a déja des racines finies:

eia
1,2 — m
(7.10)

gk % g Lty | Rt} |
= A—{1—p ) - .
e {(1+r) 1= Fi(l—r [[ H 1+r”

{—[1+m™A2—1—r)]+ (142 —(1 —r)P —4r222)%} =

.
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Selon les hypothéses on a v; < v < v, done ] < 4 < A, et d’aprés I'inégalité
(7.6)

(7.11) 1——r<a<1+r.
147 1 —r
On en conclut par un calcul simple que | w,,,| =1 et il est justifié d’écrire
2 g2
Bl el Sl
2r 274
(7.12)
— ¥ — %
ooy Tl R (1_1 ’] — sind,
2ri [\1 —r 147
ol
(7.13) 0y =g Pin-¥], T
Cette circonstance est trés importante, car pour o | =1
(7.14) |F(w)|=1 resp. Ref(w)=0,
¢’est-a-dire
(7.15) | F(w)) | = | F(w,)| =1 resp. Ref(w,) =Ref(w,)=0.

La courbe L doit donc passer par un domaine dans lequel | F(w) | <Z 1 resp.

Re f (0) < 0.
Passons a la détermination de f”(w;) et f’(w,). 1l est aisé de vérifier

que
b § i ‘ 1 —7\1% —2ifa+2E 0 )
(7.16) /(wl)za[ll_:_zj(z—ﬁﬂ L o ):Rletw
et
. S5n |
(7.17) Flog) = (@] e ) = B en.

Les relations (7.16) et (7.17) permettent de calculer 7; et 7,. Du fait que
[ (w,) (@ — ,)? est réelle et négative on conclut que

AN P
7:18 e L e s TRl el
( ) 1= g o +4
et de méme
(7.19) t2=a+n+0+¥.

On constate que 0 < # < @, car pour 4 =z on aurait 0, = w, = e,

- = ot pour 4 =0 on aurait w, = w, = ei(*+?, 1=1 "
147 1 —r

ont été exclus par la condition (7.11). Quand 2 croit de 4] & 4, w; et w, se
déplacent chacun sur une demi-circonférence ayant des positions symétriques

A=

, mais ces cas
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par rapport au diametre d'extrémités e et ei@t™ du cercle-unité (Fig. 2).

Pourtant A prend les valeurs 4,, 4; et des valeurs trés voisines a celles-ci

et par conséquent | f’(w,)| devient trés petite pour ces valeurs de A. Cette

circonstance doit étre prise en considération en appliquant la formule (7.2)
1

ou (7.3) olt nous avons affaire & | //(w,)| 2 qui devient trés grande.

ei ol +TT)

Figure 2

En adoptant la définition de f(w) donnée sous (7.8) on peut écrire

£ £
(7.20) O L i

(1 — o) (o + &)

h (w;) et h (w,) n’ont pas de sens, si w; =1 ou w, =1, ou bien si | 1 —a, |
ou | 1 —w,| devient infiniment petit. Généralement ces éventualités ne se
produisent pas simultanément car ¢’est seulement I'une des demi-circonférences
en question qui contient le point @ = 1, sauf les cas ot @ =0 et & = 7. Nous
nous occuperons dans les §§ suivants de tous ces cas particuliers.

I’expression (7.10) montre que ®, et ®, sont fonctions de A et par consé-
quent la courbe L qui passe au moins par un de ces cols dépend aussi du para-
meétre 2. Ce fait sera mis en évidence en désignant désormais la courbe d’intég-
ration par L,.

Remarque. Ce sont les relations (7.13)—(7.17) qui font ressortir I'impor-
tance de la condition (7.11). En effet, si 'inégalité (7.11) était remplacée par
A< o ou A > l—ﬂ on aurait |, ,| 1 et les expressions qu'on

1+ 1 —r
pourrait obtenir pour Re f(»,), Re f(w,), | f’(w,) |, | f’(w,) | seraient beaucoup
moins simples. C’est une des raisons qui explique le choix particulier de »,
et v] respectivement de 4; et 4. On verra en outre que la circonstance que
|oy| =|wy| =1 simplifie beaucoup la détermination de la courbe L,
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§ 8. Construction de la courbe L,

On démontre dans la théorie de la méthode du col que L, doit étre
tracée dans un domaine dont la frontiére I' est déterminée par I'équation

(8.1)

F)| =|F(o,)| ou Ref(w)=Ref(w,),

le col w, étant en général un point double de I', ol cette derniére se coupe sous
un angle droit ([10], pp. 83—85; [11], pp. 402—406). Les autres racines de
I'équation f'(w) =0 peuvent avoir la méme propriété.r De plus I est une
courbe de niveau qui divise le plan complexe @ en deux domaines D, et D,
tels que

| Fw)| < | F(w)| ou Ref(w) < Ref(w,) si we€D,,

(8.2)
| F(w) | > | F(w,)| ou Re f(w) > Re f(w,) si weD,.
Dans notre cas |w,| =1 et | Fw,)| =1, de méme |w,| =1 et
| F(w,) | =1, done la courbe I' déterminée par 1'équation (8.1) passe par tous
les deux cols: ; et w,. D’autre part, nous avons déja observé que I’équation
| F(w)| =1 est vérifiée en tous les points de la circonférence || =1 qui

appartient ainsi a la courbe I'. Mais I" doit contenir également d’autre points
que ceux de cette circonférence, puisque o, et w, sont les points doubles de
I" ou elle se coupe sous des angles droits. On en conclut que I' se décompose
en deux parties distinctes: 'une la circonférence |w | =1, que I'on désignera
par I'y, et I'autre que I'on appellera I',. Les points de I, sont de toute évidence
a distance finie et en raisonnant sur la forme polaire de I'équation
| Flw) | =1 avec o = gei#:

| Fw)| = ¢ [,292 6 vl AL e oL

e*+2rpcos(p —a) 472
on entrevoit facilement que I'y est une courbe fermée et symétrique par rapport
a l'axe qui passe par les points ® =0 et ® = — {, de plus que la courbe I
n’a d’autres branches distinctes que I'; et I'y. Nous ne détaillons pas ces calculs.
Les tangentes a I' en o, et w, sont par conséquent les rayons et les tangentes
de I’} qui passent par ces points (Figures 3 ¢t 4). Appelons 4, resp. 4, les do-
maines limités par I} resp. I5.

1 La fonction F(w) = ef(®) = w?* 1_# , qui joue un roéle important dans nos
o+C, -
recherches, présente une forte analogie avec la fonction
ol — ‘%1:_5)

— X8

étudiée par RiemMaN~ ([11], p. 402) ayant pour but de déterminer la valeur asymptotique
de lintégrale

1
fenta(l —g)n+d (1 —asy-nds,
=1

a, b, ¢ étant des constantes et n — oo.
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I'igure 1
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Les relations (8.2) prennent maintenant les formes particuliéres:

|F(w)] <1 ou Ref(w)<0 si weD,,

(8.3)
|F(w)|>1 ou Ref(w)>0 si w€D,.

Ce qui revient a dire que [ F(w)]"— 0 quand n— oo si w€D;, et que | F(w) |
atteint son maximum en w, (ouenw,) sur chaque courbe tracée en D;, mais
contenant w, (ou w,), point de sa frontiére. On sait encore que

1 1 1
(84) (PO =10, [F—E)f=; ;F[_Z i:o, Pl e,

! 0
On en tire que

. 1

(8.5) . 0€D,, —Ly€D,, B Dy w0 €D,.
L’arc de I'y qui se trouve dans 4, sépare donc les points ® =0 et w = — {;
de méme 'arc de I'; qui traverse 4, sépare les pointsw = — {jetw = — %
Par conséquent o = — {; est un point commun aux domaines 4, et 4,.

En tenant compte de ces circonstances et des relations (8.5) nous sommes en
mesure de donner des définitions exactes des domaines D, et D, : D, est
constitué par des.points.intérieurs. non. communs a- A-et 4, et D,.contient
les points communs intérieurs et extérieurs a 4, et 4,. Ce qui s’exprime par
les formules

(8.6) D,=4,U4, —A,N4,, D,=(4,N4,) UAN,A4,)

ou A, et 4, désignent les domaines complémentaires de 4, et 4, par rapport
au plan w.

Les droites t,, t, et-les angles 7,, 7, peuvent aussi étre déterminés par des
considérations géométriques. t; respectivement ¢, est une des bissectrices des
tangentes & I' en o, respectivement w, ([10], p. 84). Re f (w) < 0 pour les
w €Ly, (ouw€ly) si|o—w,| (ou|w —w,|) est suffisamment petit. ¢, respective-
ment ¢, est donc celle des bissectrices en question quine traverse pas le domaine
4,0 A4,. Ainsi les valeurs données pour 7, et 7, par les formules (7.18) et (7.19)
sont de nouveau vérifiées.

La courbe L, doit étre tracée autant que possible dans le domaine D,

tout en entourant le péle o = — {,. Cette condition se réalise le mieux si
L, passe non seulement par w,, mais aussi par w,. Dans ce cas | F(w) | < 1
resp. Re f (w) < 0, siw € L, excepté les points o, et w, ol | F(w,) |=| F(w,) | =1

resp. Re f (w;) = Re f(w,) = 0. On suppose de plus que L, est tangente a

A : : 1 ;
tietat, en o, et en w,. Les pointsw =0, =1letw = — —, comme points

50
singuliers de F(w) et & (w), doivent rester en dehors du domaine limité par

L, soit D,. Quant aux pointsw =0 etw = — —1: cette condition est toujours

0
réalisable sans difficulté, mais le cas de @ = 1 demande & étre discuté.
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Siw =1 n’est pas un point intérieur a -,, donc n’est pas un point de la
frontiére du domaine 4, N 4,, on peut construire L, sans aucun artifice parti-
culier. Par contre, si @ =1 est un point intérieur a 4,, il sera exclu de D,
par le petit cercle ¢”” de centre @ =1 et de rayon n-1 (voir § 6) dont on con-
sidére 'arc a”” raccordé au reste de L, par deux segments de droites paralleles
s, et s, faisant avec I'axe réel 'angle

—— siO<0L§z
2 2
(8.7) ot —

- si = =T

B
|
R
w9

Ce choix de I'angle o s’expliquera d’ici peu.

Avant d’appliquer la formule (7.3) il faut s’assurer que la somme des
intégrales en question prises sur a”, s, et s, reste bornée. Or, nous avons déja
remarqué que la démonstration du lemme 2 du § 6 reste valable méme si I’'on

Iy s T
pose 0 < 6 < 1 au lieu de 6 il Nous pouvons écrire encore selon (6.14)

&

(8.8) | = 0 O~

P
et étant donné que v, — »; = O(n), on a

i

(8.9) S 18 =0q).

y=v,

C’est donc une somme bornée.

Considérons ensuite les intégrales prises sur s, et s, suivant des directions
opposées. Il faut démontrer que la longueur commune des segments s, et s,
peut étre choisie indépendamment de n et de », et aprés que la somme
des intégrales prises sur ces segments reste bornée. C’est la premiére de ces
questions, autrement dit la détermination de la longueur des segments s,
et s, qui nous ameéne au choix spécial de I'angle ¢. On pomrait croire qu’il
est naturel de prendre s, et s, paralléles a 'axe réel (c’est ainsi que nous avons
tracé s’ et & dans le § 6), mais on verra que ce n'est pas toujours possible.
En effet d’apres les formules (7.13):

—19 Ji a—79 9 (a+ '0)
(8.10) 1—w1=2cosa 2", 1—w2:2cosa4—iez
2

2

et nous avons constaté dans le § 7 que 0 < @ < =z; en supposant de plus que
0 < o < @, nous pouvons écrire

g A
sin — si0l<ax< —

(8.11) cos Oiz_, -

a o T
coSs — Sl —<oa<m®
2 2
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Il existe donc une constante d; > 0 indépendante de 4 (ou bien de n et de »)
telle que

(8.12) d1<|1—w11=2cosa—;’?g2.

Donc les points o, et @ = 1 ne coincident et ne se rapprochent arbitrairement
jamais. Par contre w, se déplace sur la demi-circonférence qui contient le
point @ =1, et pour certaines valeurs de 4 'un des deux cas suivants est

stirement réalisé: 1) ; (a0 + ) :g— et | 1 —wy| =0, ou bien 2) £ (a + )
2

différe tres peu de 7; et | 1 —w, | est infiniment petit. Dans le premier cas

I', est tangente par en bas a I'axe réel, et dans le second elle est tangente a
un rayon du cercle-unité qui fait un angle infiniment petit avec 'axe réel.
Il en résulte que si les segments s, et s, étaient paralléles a 'axe réel, ils ne
pourraient avoir, dans ces derniers cas, qu'une longueur infinitésimale, fonc-
tion de A = .
n

On voit aussi sans difficulté que si @ =0, ® = 1 n’est jamais point de
Ay et tout ce calcul peut étre évité. Tout au contraire si a =z, ® =1 est
toujours point de 4,, w; et w, étant symétriques par rapport & o =1, ils
se rapprochent arbitrairement de ce point. Néanmoins, dans ce cas l'axe
réel est 'axe de symétrie de Iy et les arcs de I, se rapprochent de 'axe réel
simultanément par en haut et par en bas, et malgré que I'on a, d’apres
(8.7) ¢ =0, la longueur commune des segments s; et s, peut étre choisie
indépendamment de n. Le cas de a =z n’implique donec pas une discussion
particuliére.

Reprenons donc la premiére alternative 0 < a < 7 et supposons pour
I'instant que 2 est un parameétre continu. 2 a ainsi une valeur 2 pour laquelle

(8.13) Wy s g = R HONS =
d’ou
(8.14) I =7 — a

et de 'expression (7.12) de cos 4, on obtient

(8.15) i S R (E S
14 2rcosa —+ 72

La formule (7.12) montre également que 4 est une fonction strictement mono-
tone décroissante de 4. Par conséquent # < #© si 1 > A©, et 4, ne contient
pas le pointw = 1; de méme 4 > 9@ si 2 < A© et = 1 est un point intérieur
a /,. Ce dernier cas est a examiner. Désignons par o, le premier point d’inter-
section de I'y (A®) et de la demi-droite @ =1 + e, ou u est une variable
non négative, et |®,| > 1. Pour chaque 1 < A® on a donc

wl 1+ Ly

wy + &

Wh® 1 Cowo]:

(8.16) x
@y + & |

— 1

9 A Matematikai Kutaté Intézet Kozleményei V. A/1-2.
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Ce qui revient & dire que ®, est contenue par tous les I, (1), si 2 < A©. D’aprés
la formule (8.15) 2 ne dépend pas de n et », donc la clmtanoe |1 —w,| = 2uo
a la méme propriété. Soit u, la longueur commune de s, et s,, le point 0 =
=1 + uy ¢ appartient alors & D, pour tous les 1 < A©, et s, et s, ne varient
pas avec n et v. Avec ces notatlons et en reprenant le raisonnement du § 6

on a
1+ u‘,e“’ o
J+ J ) (1 +e )"*"7 . [l_jg(io_‘"“ L
‘ (1—w)y o+ !
nAleIU
1+ uqetc . . ‘
1 i g I
(8.17) — o) J of 1L+l o) = 1,,.
| L o =1 o+ &
1bn et
Faisons le changement de variable o =1 + we’ (v > 0), alors
u, o h
(8.18) L, —amy [ et T
w | o+
ou o est une fonction de u. Ensuite
" oo+t —
o, Ivn=0(1z_")J a1 i L L Lo lndug
v=2{ u"([w[ —1) w4+
(8.19) i
! P v/ Elayin
<0 _6IJ‘ o] 1—{—g0w‘d i { 6|w ~!1+ng'du}.
g, |w|—1‘w—}—~,°] __‘u(|wl—1);w—}—50

Or, nous venons de voir que les points de s, et de s, appartiennent & D, et
ainsi

‘l+Co 1+5ow

o] " = |o =iy
J £ + S0 l | w + Co
(8.20)
|wiv;‘1+éow”:\w“1+éggﬁn 5
| o+ & | | o+ &,
On peut tirer des relations (8.19) et (8.20)
U,
o - du
8.21) " 1, < O(n~?) j el
( STas 06 | o,

n—1

o étant choisi de telle facon [cf. (8.7)] que 'on ait 0 < cos o < 1 et ainsk

(8.22) o] —1=(1+ 2ucoso 4 u?)» —1=wucoso.
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Il vient donc de (8.21) et (8.22) que

Uy

4] _oy [ du -8 1. ’N
(8.23) N 1, < O(n )J T:O(n )[—*(u0 —n’)| =0(1).
’V:’; ki 0 -

Les relations (8.9) et (8.23) expriment le fait que la somme des intégrales
envisagées prises sur l'arc a” et sur les segments s, et s, est une quantité
bornée quand v varie de »; & »;. L’application de la formule asymptotique
(7.3) est donc permise.

Néanmoins notre raisonnement est en défaut si o, ou w,, ou bien si tous
les deux cols tombent dans le cercle ¢””. Nous écarterons cette difficulté en
démontrant que ces cas ne se produisent qu'un nombre fini de fois, ce dont
on peut faire abstraction. Autrement dit on supprime un nombre fini de

V1
termes de la somme ' g, ce qui est justifié par le lemme 4 du § 6 selon

v=v{
lequel les | g,, | sont uniformément bornés en n et en ».
Nous venons de voir que si =0 le cercle ¢’ n'intervient méme pas.
Si a =z, alors o, et w, sont des nombres complexes conjugés et ils se rappro-
chent le plus du point @ =1 si 4 = ;. En exprimant le fait que w,; et w,
sont les fonctions de 2, nous pouvons écrire d’apres les formules (6.1) et (7.10)

Eagl %

|oy(Ay) — wy(Ay)| = 1_1[(_1_ A vntl” gy 4 el ” >
ri, Lllogn n 1—72 logn 7

(8.24)

% Ylogn
pour des n suffisamment élevés. w,(4;) et wy(4,) sont donc & l'extérieur du
cercle ¢”, si @ = 7, et a plus forte raison ;(4) et wy(4) ne tombent pas dans
ce cercle, si 4 < A,.

Seul le cas 0 < a < 7 nous intéresse. En vertu de l'inégalité (8.12)
®, n'est pas un point intérieur au cercle ¢, mais selon l'expression (8.10)
la, distance | 1 —w, | peut devenir infiniment petite ou nulle. Nous devons
évaluer le nombre des cas ou

(1—rp 1 2
> > =
n

(8.25) 1 — w,| = 2| cos

LR e
2 2 )| n

Si ¢ vérifie I'inégalité (8.25), on a

(8.26) =

Ces ¥ sont dans un intervalle I de longueur —Z- D’autre part d’apres la for-
mule (7.12)
1—172

8.27 A=) = ——————,
( ) () 1—2rcos @+ 72

9*
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et il en découle que

(8.28) A = max [A(#)] < oo.
0=d=n

Par conséquent la longueur de 'image /" de I'intervalle [ obtenu par la trans-

formation A (&) est au plus égale a —:72— A et le nombre des 4 = % qui se trouvent

dans /I’ n’est pas supérieur & 74 + 1, quantité indépendante de n. Cette dernie-
re est la borne supérieure du nombre des cols w, qui peuvent tomber dans le
cercle ¢”” ou sur sa frontiére. Faisons abstraction de ces cols et des g, corres-
pondants. Les courbes L, qui restent, réalisent déja les conditions prescrites.

Ces réflexions faites, la courbe L, doit étre tracée de la maniére suivante:
elle passe par les cols w; et w, ou elle est respectivement tangente aux droites

: ; L
t, et t,, elle ne contient pas les points o =0, ® =1, ® = — —, ailleurs elle
5o
se trouve entiérement dans le domaine D, et entoure le pdle ® = — ;. Si

o =1 est un point de 4,, 'arc @’ et les segments s,, s, font partie de L,. Au
reste L, peut étre une courbe quelconque, toutefois de structure géométrique
assez simple pour que les intégrales prises sur elle aient un sens.

G, Gan o =

5

Les résultats acquis dans les §§ précédents permettent de terminer la
démonstration du théoreme 1 qui n'a été achevée complétement que pour

0> l

2

Nous venons de construire dans le § 8 la courbe d’intégration L,, mais
sa connaissance en elle-méme ne suffit encore pas pour pouvoir appliquer
la formule (7.3) ou (7.2). En fait, apres avoir déterminé la valeur asymptotique

Vi
de | g, |, il faut former encore la somme ' [g,,[, et par conséquent ce n'est
V=",
pas seulement la partie principale de (7.3) qui doit étre envisagée, mais aussi
le reste qui y figure. Or, nous avons déja fait observer dans le § 7 que I'expres-
sion (7.3) doit étre soumise & une analyse préalable minutieuse, si les quantités
f@), | (@)]|, h(w)(j=1,2) dépendent elles-mémes du parametre n.
Les formules du § 7 indiquent que c¢’est précisément le cas: ®; dépend de n
par intermédiaire de A. Une autre particularité de la formule (7.3) provient
du fait que w, (si {, est un nombre complexe) ou bien simultanément w, et
w, (si £, est réel) peuvent se trouver dans le voisinage du point w = 1, pdle de la
fonction A (w). Dans le but de modifier la relation (7.3) nous avons besoin
d’'un lemme concernant les fonctions suivantes du parametre réel ¢ et de la
variable réelle a:

1° n(t) > 0 définie (au moins) pour ¢ > 1, 7n(t) =0(1)si 1 < t < oo,
et n(t)~! = O(log ) quand ¢— <o;

2° f(;t) = —p(t)a? +azad + a xt + ...




SUR LA SOMMABILITE DES SERIES DE TAYLOR IIL 133

ou les a; (j=3,4, ...) peuvent dépendre de ¢, mais a3 =0O(1) et la somme

t >'l|a;a/| est uniformément bornée en ¢ pour |z | < 713 =17;
j=3

3° h(x;t) =h (0;t) h* (;8) =h (0;t) 1+ By & + a2® + ...)

ou il existe des f; qui dépendent de ¢, mais la série de 2* (z;{) est absolument
convergente pour | x| < & & étant supposé supérieur & 7; en outre il faut
traiter séparément les deux cas suivants:

" /3
(a) B=0p) ; by p=0[

2

ou f > 0 est une constante (le cas (b) contient les cas (a), il est pourtant
nécessaire de faire cette distinction qui s’expliquera plus tard);
40

—T @

J' B¥(x ;1) elf*:0 dg —O(—N), J k¥ (x ;1) efxide = O(t—N)

—_— T

pour chaque entier N > 0.
Avec ces notations le lemme s’énonce comme suit:

Lemme 5. Soit t suffisamment grand. Alors

= 3

)

k , 3 T
J(t) = J h(x ;1) ef&3D dae — h(0 5t) [ ----- g h(o;t)O{t‘ 2 9(t) 2} =P+ E

— o

(9.1a)

dans le cas (a), et

©

J(t) = J k(x ;t) >0 dx = MO0 ;t) ki

tn(t

A J__z_
Y + M0 ;1) Ot 3n(t)—‘}=P+E’

(9.1b)
dans le cas (b).

Démonstration. Le lemme s’obtient par un calcul dont I'analogue peut
étre trouvé dans [10] (pp. 60—69). Résumons d’abord les conséquences im-
médiates des conditions 1°~—4°. On a d’apres 1°

(9.2) lim t9%(t) = + oo

t—
pour chaque @ > 0. Il résulte ainsi de 2° et de (9.2) que pour | & | < Tett— o
(9.3) efxit) — g=nx* (] | aytad + O(txt) + O(t? x8)} .
On conclut de 3°, également pour |z | < 7 et t — o0

(9.4a) W@ ;t) = 1 + pya + Oa?)
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dans le cas (a), et
(9.4b) ¥ ;t) =1 + O(t'/s|x|)
dans le cas (b).

Dans le cas (a) nous avons par les formules (9.3) et (9.4a)
(9.5) h*(x;t) et/ =1 + B, @ 4 oy ta® 4+ O(2? 4 txt 4 2 28),
et de 4° et (9.1a)

J(t) = M0 ;1) { f e~ dy | Jz (Byx + agtad) e dx |

-F

(9.6) + f O(22 + txt + 12 28) e— 10" gy |- ()(1‘”)}
= B0 ;) {J5(t) + Jo(t) + To(t) + Ot—N)} .

Rappelons certaines relations connues ot ¢ = 0 est un entier quelconque :

© ©

& Y, . 1 T
J L i i ; J =0t g dy — 0|~ 7 OO0 ;
t(t) l [
9.7
¢ =LY RS T
[ 0% eltde — 0{(7)(() )y 2 } g | e gt gy =

Par conséquent

1 iy
5 (00')

s JBy=0,
| 2(f)

2 \ 7 [—
Ty | =%
1) (tn(t)‘ +O]e
(9.8) ,

Jyt)=0 {t‘ (1)

7
2}_
Les formules (9.6) et (9.8) fournissent la relation (9.1a).

Dans le cas (b) nous avons d’apres (9.3) et (9.4b)

(9.9) ¥ty etf0 =1 + Ot |z|)
et en tenant compte de 4°, (9.7) et (9.8)
J(t) = h(0;t)J,(t) + MO ;) O{t‘/3 f e | d:r: + (0 ;t)O(t—N) =
(9.10)
= h(0 ;1) [ﬂ)l + MO ;) O{t sty 1} =P+ E'
t(t)

ce qui n’est autre que la relation (9.1b).
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L’évaluation du reste de la formule (7.3) & aide du lemme 5 exige le
changement des notations adoptées pour le lemme. Remplacons ¢ par n,
l'axe des @ par la droite ¢, resp. &, l’orgine des @ par w, resp w,, les fonctions
f(x;t), h(x;t), n(t) par f (), h(w), [ (w,) resp. [’ (wy). En développant
[ (w) et h (w) en série de Taylor suivant les puissances de W — O] TeSp. ®» — W,
on met en évidence la dépendance de ces fonctions de o (équivalent & z)
et de n (équivalent a ¢). Désignons ces fonctions par f (w; w,), A (w; w,) resp.
f (w; wy), h(w;w,). Nous supposons de plus que la courbe d’intégration L,
est composée d’arcs convenablement choisis (cf. § 8) et de deux segments de
droite s;, et s,, de support ¢; et ¢,, de longueur commune 2n-" et de milieu

1 1
o, Tesp. wy, tels que | — o, | < n 3 siw sy, et |0 —wy| < n 3 si wyEsy,.
Apres avoir démontré que f” (w,), f(®;,), h(0;w;) resp. [ (wy), f (@; wy)

hw; w,) réalisent les conditions 1°—4° du lemme 5 on peut remplacer L, par s;;
1 1

dl

o N el =
et 8y, sans commetre par cela une erreur supérieure a O {exp [— 2 n|f" (w,)]? i

’7

[’(w,) | est équivalent & % (n). Observons encore
que la condition 4° correspond au fait que Re f (w) < 0 si w€L,, mais o = w,
resp. @ == w, et la valeur de l'intégrale prise sur L, — s;;, — 8y, est de I'ordre
sus-mentionné.

On peut vérifier que s, CD; et sy, CD;.Sans rentrer dans les détails nous
remarquons seulement que dans les cas considérés (A < 42 < 4) la distance
des cols | w; (1) — w, (A) | atteint ses minima pour A = 4] et A = 4, et selon
les formules (6.1) et (7.10) I'expression (8.24) reste valable méme si a == =,

autrement dit il existe une constante ¢*>0 telle que, | 0, (A])) —w, (47) | >
1 1 1 1

>c¥(logn) 2>2n 3et |wy(4) —wy(4)]| >c*(logn) 2>2n 3, si n
est assez grand.

Nous étudierons maintenant si f (w,), f (w; ®,), h (0;®;) resp. [ (wy)
f (0; w,), h (w; w,) vérifient les conditions 1°—4° du lemme 5. Nous désignerons
dans ce qui suit par ¢;, ¢; (? =0, 1, 2, ...) des constantes numériques positives.

A. Examen de f”(w,) resp. [/ (wy). Supposons que ¢, ¢, dont les valeurs
seront fixées a chaque occasion, vérifient I'inégalité suivante

(9.11) —— <M<y < <A< —,

2, et 2] ont été définis par la relation (6.1). Si

9.12) Co = A= ¢y,
il découle de (7.16) et (9.11) que

o — 1 —r{(l +F CoJ (06 il —r)}% < [Py <

147111 —7 1+7r
9.13 '
( ) 1—}-7’[(1—{—7 ,] 1—7‘)1‘/2
b =c
1—rll—% 1+7)f
ou en posant 5(n) =| f’(w, (4))| (9.13) s’écrira sous la forme

(9.14) ¢ =7n) =<c.
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Pour les 1€[cgy, 4,] et 1€[A, ¢g] nous introduisons les notations
(9.15) hzh, =c, M=Ay<c
ou 2, et 2/, sont déterminés par les expressions

iy 1 v, + 4 R 1 O+ 4
ll-": e ll": +—n—»—.

l—7 16& n 1 +1; l;)gn n

(9.16)

v, et v;, ont été donnés par (6.2), et les indices u et u’ prennent d’apres les
inégalités (9.15) les valeurs suivantes:

(1+r 1

=2 et il ——— —¢Co| —vp|=M~cyn,

1—r logn

LS e ol v,'l] =M ~scon.
logn 1+7

=il2 0 ,|n (c(',——

En vertu de (9.15) et (9.16) on a

(9.18) el o S AR

1~r_ 4r7
y O Rl (B (YRR [ T e

et par suite, selon (7.16)

s R
1+7r 1+7r){logn n

gl—{—r[ 4r
Tl kL =gt

}//2 é j-‘fl’((l)l(j"u)); é

1 S v,,j—l

logn n

Une relation analogue peut étre établie pour | f” (v, (4;))|. On conclut de
(9.19) qu’il existe deux constantes positives ¢z et ¢; telles que

(9.19)

1
(9.20) cillogm) 2 < n(n) < ¢z
Que l'inégalité (9.14), ou que (9.20) limite n(n), la condition 1° est réalisée.

B. Examen de f (0;0,) resp. f(w;.w,). On obtient de 'expression (7.9)
de [ (o)

& e

A
921 (m) == M) ’_1)!I~4+77 >0
( ) f (U)l) ( ) (m . (I)T (1 + Co wl)m (wl + :O)mI

qui s’annule pour m = 1. Ainsi

Sty - et i L ORGSR [ e
022 fios o) = o = 3Pk (w1+co>m}(‘° o)

et il résulte de (9.21) que
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23 U7 'gl{H A PR l<2[1+’)'".
|

m! m (1 + é—0“’1)"' |, + :Olmf L
La série (9.22) est donc absolument convergente, si |0 —o,| < 1 ;9’,
#
. o ‘ 11—7r
et en vertu de (9.23), si 7 est assez élevé, on a pour |0 —o,| <n” 3 < —
21+r
1 3
2 ‘l‘ —,|"< [ 1+r] _w1|m<4' -}—r) .
m=3 1—7r —
(9.24)

La somme (9.24) est uniformément bornée. De telles relations peuvent étre
déduites pour f (w; w,). La condition 2° est donc réalisée.

C. Ezxamen de h(w;w,) resp. h(w;w,). Nous avons constaté que o,
et w, ne jouent pas de roles identiques, si {, est complexe (c¢f. § 8). Dans
1

ce cas | 1 — o, | prend aussi des valeurs inférieures a n 3 |, tandis que | 1 — o, |
reste supérieure a une constante positive d; [cf. (8.12)]. Par contre si {, est
réel | 1 — o, | peut aussi devenir trés petit et pour a = 0 ce sont les points
w1(A]) et wy(A]), pour a = 7 ce sont les points ; (4,) et w, (2;) qui s’approchent
le plus du point @ = 1. Cependant

1 1

11 —o(A)| = |1 —wy(A)| > c,(logn) 2 >n 3 81 =10,

(9.25)
1

11 —w,(A) | = |1 —wy(4)| > c,(logn) %2 >n 3 si a =

[cf. (8.24)]. Il en découle qu’on ne rencontre pas de difficulté pour développer

en série A(w; ;) suivant les puissances de o — w,, ol [® — wl{ <n 3 que
{o soit complexe ou réel. On peut dire la memo chose sur la série de h(w; w,)
developpee autour de w, si £, est réel; mais si {; est complexe il faut étudier
a part le comportement de A(w; w,). 10 est done motivé de traiter d’abord la
fonction 2(w; w,), toutes conclusions s’ensuivront pour A(w; m,).

h(w) est définie par la formule (7.20) et on peut écrire

[1 L Lo — o)
hw; w,) = h(w,) — lj_ Loy e

O s T
(9.26) ( 1—%][+%+J
= Mw,) h*(0; w,) = h(w,) [1 + fy(w — w,) + Byl — @,)2 + ... ].

La série qui figure dans (9.26) est absolument convergente si

1
Bt

3+ L[, |1 —wy| L =b.

|

(9.27) |o —w,| < min

‘ + Sowz

|
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La relation (9.27) supposée vérifiée h*(w; w,) est analytique pour |o — w, | <
1 1

<n %,sib>n *, mais A*(w;w,) n'est pas développable en série dans le
1

méme cercle, suivant les puissances de o — o, si |1 —w,| < n ?. Nous
allons démontrer tout a I'heure un lemme pour éliminer cet obstacle, mais
1

envisageons premiérement les cas ot |1 —w,| > n ¥ . Il faut calculer les
B;. 1l est aisé de voir d’apres (9.26) que

(9.28) B gl )

ou |g;| =0(1). Slll—wgl_léﬁ alors f; = O(f’) et on est dans le cas
71‘

(a). Par contre si | 1 —ow, | > 2n 3 =¢§, ona B _0‘ ] et I'on se trouve

dans le cas (b). La série de A*(w; w,) est ainsi absolument convergente pour

| — | En 3 < & dans tous les deux cas. La condition 3° est toujours

remplie si c-st réel, elle est vérifiée méme si £, est complexe pour |1 —
1

—wy | = 2n 3 . Il reste a étudierle casou £ est complexeet | 1 —w, | < 2n 3
La réponse a la question ainsi posée est donnée par le lemme suivant:

Lemme 6. Soit a0, a.=~ 7 et ¢’ le cercle de centre @ =1 et de rayon
1

2n 3. Alors
(9.29)

‘QEC

Démonstration. Nous avons prouvé dans le § 8 que le nombre des wy€c”
(e’ est le cercle de centre w = 1 et de rayon n—1) est au plus égal a nd + 1 =
=0 (1) [cf. (8.28)]. On peut démontrer par un raisonnement semblable a
celui du §8 que le nombre des w,€¢”” ne dépasse pas 2xAn?3.

Cherchons & présent l'arc du cercle-unité sur lequel |1 —w,| peut
devenir arbitrairement petit. Le phénoméne se produit si | A0 — 2| est
suffisamment petit [cf. (8.13), (8.14), (8.15)], parce que w, (4) est une fonction
continue de A dans le voisinage de 1(0) et @y(A®) =1, done |1 — ()]
est tres petit avec | A® — A |. Il suffit ainsi de préciser les valeurs de ¢, et ¢,
telles qu'elles vérifient I'inégalité
(9.30) L >t g>i

et démontrer le lemme pour les A€ (¢, ¢,)-
Dans le calcul de J,, [c¢f. (7.4)] décomposons L, en deux arcs partiels
Ay, et Ay, comprenant respectivement les segments s, et sy, (cf. p. 135) et
soit
(9.31) S =Jm+ Jp = [ h0)e¥@ dw + | h(w)eV@ do.
A A

Rien n'empéche de faire usage de la formule (7.2) pour évaluer J;,
I

2% " o ong.

n|f' (o)

(9.32) Tty = h(w,) enf@d+in ’
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En effet, {, n’étant pas réel, | A(o,) | < ¢, [cf. (7.20), (8.12)],l >| oy |t =
cl

= n(n)~t =O0(1) et |exp (nf (w,)+ity)| =1, ainsi le reste de l'expression
(9.32) est 0 (n—32), mais la formule (9.1a) du lemme 5 conduit & la méme
valeur E = O (n—32). On déduit de (9.32) que

il

(9.33) |J,|<cs{ ] 1+ 01y} = 0o(n~ 7).

Cependant la relation (7.2) est inutilisable pour évaluer |J;, | si

1
|1 —w,| < 2n 3.1 faut limiter | J7, | sans se référer a (7.2). Le fait que
W, € 8y, S’exprime par les relations
1 1

(9.34) 0 = 0, + ue'™, —n 3<u<n 3.

Désignons par Bj, et B, les parties de 4,, différentes de s,,. La valeur de I'inté-
1 n

grale en question prise SUI B;, et Bj, est O (7 z“ 3), car pour o€ Bj,,

w€By, ona | h(w)| =0 (n" et |eV@ | =0 (e 3) et par suite
(9.35) [l = [ Mw)ef@ dw| + Oln 1‘;’6— 3)_
Sih
D’ailleurs, si w€s,;, on a
g S LR LT i S

et en faisant le changement de variable (9.34) on obtient par (9.35)

o [m

u

§|&
Il
2
S

|

ﬂ_

(9.37) |J2,| < 4¢, J
0

En vertu des relations (9.31), (9.33) et (9.37)

(9.38) ool £ | Tw| + | T | = O™ 7).

D’autre part selon la formule (7.5)
T g
(9.39) |gny| < oln 2)|J,,| =O0ln 3).

2
Or, nous venons de voir que le nombre des w,€c”” est O (n® ), d’out résulte la
relation (9.29). Le lemme 6 est ainsi démontré.

Dans la partie suivante de ce § il est nécessaire de traiter séparément les
cas ou {, est complexe (0 < a < @) et ceux ou {, est réel (a =0, a ==x).
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1. , est complexe. On sait que | k(0 (4))| = O (1) [cf. (7.20), (8.12)],
mais | & (w, (A)) | peut avoir des valeurs trés grandes. Néanmoins | Aw, (4,)) | =
=0() et |h(wy(4,))]| =0 Q1) [cf. (9.15)—(9.17)], puisque 4, & (cp Co)
et A, ¢ (co, o), tandis que A© € (cg, ¢g) [cf. (9.30)] et lintervalle critique
des A sur lequel | A (w, (2)) | devient trés grand est un voisinage de 2. Par
conséquent I'évaluation de E de (9.1a) est simple pour =174, ou 4 =4,-

1

Nous avons pour ces 4, selon (9.20), n (n)~! = O{(log n)ii} et ainsi
3 7
(9.40) E =0{n Z(logn)*}.

Soit v, = 4, n et v}, = A/, n, et formons la somme

M M’
(9.41) St + ST s
u=1

=1

ou M et M’ sont donnés sous (9.17), alors 'erreur commise en calculant
(9.41) & l'aide de la formule (9.1a) est
7

1
(9.42) Om)E = E, = O{n 2 (logn)*}
Ak M
et, étant donné que | g,, | =0 (n 2 )| J,, |, le reste de la somme | g, | +
M |

u=1

+ Dy lg,,,,é.| est
=1
7

(9.43) E, = 0O{n—"(logn)*}.
On peut tirer ensuite de la relation (9.19)

1 1
= (. +u) *0R7)

1
(9.44) (n|f" (@ (A))]) 2
et (9.44)

et on obtient par (9.1a), (9.43)

M L , _3\ M & L
(945) 3 |G| = On" 2) 3T, | =00 *) 3 (0, + 1) * + E,=0(1).
n=1 =1

n=1

On a de méme

-
(9.46) > G| = 0(1).

w=1

Supposons en second lieu que ¢j < A < ¢, et désignons ces A par 1,,
ou l'indice » peut étre positif, négatif ou nul et que nous allons définir. Soit

%o le nombre de la forme% qui est le plus prés de 2 (n étant fixe), ¢’est-a-
dire

(9.47) g — A = g

et posons

(9.48) gl =l %n-L £ gy
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[indice » varie donc entre les limites
(9.49) % = — [n(z0 —ep)] = % < [nfey — A)] = %5

([z] désigne la partie entiére de z), et », — %; = ¢, n. Soient encore v, = 4, n
et Jg. =J%, + J 5. En tenant compte de (9.48) et (9.13) ou (9.14)

on a | e (A))]| =) 1<~- | h(oy(4))] =0O(1), et par suite le
3
reste £ = 0()2_5) dans I'évaluation de | J;;, |. Nous obtenons ainsi
" , S 3 1
(9.50) |J,’w-,¢ =23 {oln~ 2’)+0(n 2)} —0ln?) .

Pour ce qui est de Jp;, il faut s'occuper d’avantage de % (v, (%,)). Nous avons
selon la définition (9.47) et (9.48) de 2,

(9.51) |1 —w,(4,)| = |1 — @y(Ag) + @,(Ag) — wp(A,) | = (1 + | %]) O(n—")
car max | w5 (1) | = O (1). On obtient par (9.51)
CoSA=Co
1 i
(9.52) lh(w. ) =1 +|x)” Z0?).
Les quantités | 1 — w, (4,) | peuvent étre trés petites, mais en vertu du lemmf\

6 seules nous intéressent celles qui vérifient la relation | 1 —aw, Ay =2n 3,

nJ

ainsi il faut prendre f; = O [—| et 'on doit utiliser la formule (9.1b) dans le

calcul de J};,, le reste s’exprimant par la relation
1

1
(9.53) E=(+|x) 2 O(n_ﬁ) .
En outre | /7 (0, (1)) |"'=|f" (», (2,)) |7* = O(1), par conséquent

l = O(n;) ;

Hy Al o b
050 3T = {00 +0k ) 3 a+]x)?

On obtient ainsi de (7.5), (9.50) et (9.54)

¥

=0 ) 3 (Wil + |55 = 000).

Les relations (9.45), (9.46) et (9.54) établissent la démonstration du théoréme

(9.55)

x=2,

1 pour 6 =let {o complexe.
2

I1. {, est réel. La discussion des cas de a = 0 et de a = & s’effectuant
de la méme maniére, il suffit de traiter 'un d’entre eux, soit o = z. Cette
fois-ci [cf. (8.10)]

JU- == 79 7
(9.56) 11—, = cos?*-l?:sin—, |1 —w,| = — cos = :
2 2 2 2
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Il s’ensuit que pour les petites valeurs de ¥ les quantités | A (o)) | = | & (w,)]
[ef. (7.20)] et | f” (w,) |72 =| F” (wy) |~ [cf. (7.16)] deviennent trés grandes.
Les # 29,>0, o 0<¥, < est un angle constant arbitraire, ne
créent donc aucune difficulté. Nous allons discuter les deux éventualités
Y€ [y, ) et 9€ (0, F,).

Admettons que ¢, et ¢y [cf. (9.11)] soient maintenant confondues et
désignons par

1__ 2
(9.57) ¢ N el

1 —2rcos ¥+ r2
leur valeur commune. Alors pour chaque n assez élevé 2, > ¢, > 21 et les
inégalités (9.15) peuvent étre remplacées par

(9.58) SN O

= Tl

Les définitions de 4, 4;,, M, M’ [cf. (9.16), (9.17)] ne changent pas. Les
A, correspondent aux @ € [#,, 7) et les ).’L aux 9 € (0, 4,). 1l en découle, vu
les relations (9.56) et (9.13), que | % (o, (4,))| =% (wy (%)) ]| =0(Q1) et

[ feos (Apd) |2 = | " (g (A1) | 2 = T la formule (9.46) reste ainsi valable

1
sans qu’il soit nécessaire de modifier la démonstration.
On déduit des expressions (7.12) et (9.16) que

(9.59) sin? Qz(gﬁ‘_) = %(1 — cos H(4,)) = cs(v, + p)n?,

d’ou selon (7.20) et (8.10)

1 1

(9.60) |M(wy(2,))| = | Mwy(A))| = (v, + u)  *O0(n?).

L’expression (9.44) garde évidemment son sens, #(n)~! est donné a nouveau
par la formule (9.40) et par application de la relation (9.1b) on obtient

= A M
Slgm,| =00 2) 3|, | =
(9.61) = =
Ok VD L 1 1M ! .
=0l %) 2 (wp+u) *+0{n 2(logn)?} I (v, +p) ¢ =00).
n=1

n=1

b

Le théoréme 1 est ainsi entiérement démontré.

§ 10. Cas de 6 < »1—

La premiére question qui se pose & nouveau est de savoir si la formule
(7.3) est applicable ou non dans sa forme originelle. La réponse est affirmative
au cas ol A€ [eg, ¢o] [cf. (9.11)] si en opposition a l'inégalité (9.30)

(10.1) O ¢ e, e).
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Au fait, dans ce cas | & (o,) | et | A& (w,) | sont bornées, §; = O(p/) et d’aprés
les relations (9.13) et (9.14) on a

(10.2) Lspet>2 o mmt=oq).

cq ¢y

Les 2¢[cq, co] et les g,, correspondants ne nous intéressent pas, car nous
allons démontrer que d’ores et déja

(10.3) lim 3 |g,|=4co.
n—o CEN=V=cn
L’application de la formule (7.3) étant légitime on peut écrire

< 2
(10.4) o] = [(e0y) @+ 5t Bfeo,) enften i (?,n* {1+ 01},
n|f ()]
En tenant compte de I'inégalité (10.2) nous devons seulement prouver que
(105) ‘Un(z)l = lh(wl(ﬂ)) e”f(“’l(;-))+ifx(}~) + h(wz(l)) e”f\/wu(l)>’§’i12(l)]

reste supérieur & une constante ¢, > 0, lorsque ¢y < 4 < ¢,. La démonstra-
tion sera faite séparément pour les £, complexes et pour les ¢, réels.

1. L est complexe. Nous avons déja remarqué dans l'introduction que
pour faciliter la démonstration nous supposons 6 > 0, et pour 6 < 0 nous
nous référons au théoréeme d’inclusion.

D’apres 'expression (7.13) de w; resp. w, nous avons

(10.6) 1+ Cooy = |y + Co| = [1 4 Eo | = |w, + &o| =14,
et en vertu des relations (7.20) et (8.10)

(10.7) o) = — T by =

Désignons par #, et 4, deux angles constants tels que

(10.8) 0 <y < Iy < min(a,w — a)
et soient
1—1r2
(10.9) TG, xS VENRNPR. olcors A,
1 — 27rcosdy + r? 1 —2rcosd;+ r2

Alors ¢ > ¢ > A© [cf. (8.15)], et aux A€[cy, ¢o] correspondent les & €[, ;).
11 résulte donc de (10.5) et (10.7) que

J+6—1 —
U] 2 (o) | — [ @) 2 = 2 [eos 2 ﬂ PR dusd PV
(10.10) .
I1. {, est réel. Dans ce cas a =0 ou a ==, donc | & (w,) | = | & (wp) |

et les relations (10.7) et (10.10) ne sont plus valables. ("est pourquoi nous
démontrons le lemme suivant:
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Lemme 7. [/ existe un entier n, et deux constantes positives cy, el ¢y indé-
pendants de n tels que Uinégalité

= Cyo

= 2 v
(10.11) U = U, [;)

’ of o7 . - . . ’ 1, .
soit vérifiée au moins (¢, n) fois, lorsque n > n est fixé et L varie dans un

intervalle convenablement choisi contenu par (A3, Ay).

Démonstration. Les discussions des cas a = 0 et o = v étant identiques,
nous nous bornons & traiter I'un d’entre eux, soit a = 0.

Cette fois-ci w; = m, et on en tire les relations

(10.12) Bw,) = e,), nf(w,) =nflwy), T,= —7,+3x.

Par conséquent le second terme du membre droit de I'expression de U ,(4)
[cf. (10.5)] est le conjugé du premier multiplié par — 1, ¢’est-a-dire

(10.13) U,(A) = 21Im b(w,) e¥@)+in = 24Im V (4).

Introduisons maintenant certaines notations en considérant momentané-
ment A comme une variable continue. Soit

(10.14) X(A) = arg h(w,) + 7,

ou arg h(w,) est une des branches continues et univalentes de arg A(w,)
définie le long de 'arc o, (4). X (A) est une fonction analytique de 2 dans U'inter-
valle (21, ;). Soit de plus

(10.15) Y(4) = Im f(w,) = 1- fley).

Alors selon I'expression (10.13):
(10.16) arg V,(A) = X(A) + nY(A) = W,(4).

Commencons par 'examen de Y(4):
(10.17) Y'(4) = Im {f’(wl)%‘ + Iogwl} L

[cf. (7.8), /' (w;) = 0 selon la définition de w,]. Observons que si 2 croit dans
Uintervalle (41, 4,), #(4) est une fonction strictement monotone décroissante
dans l'intervalle (0, ) et @, se déplace dans le sens positif sur I'arc de la fron-
tiére du cercle-unité, lequel est situé au-dessus de I'axe réel [cf. (7.12), (7.13)].
Ainsi en vertu de (10.17) on peut affirmer que Y (4)et Y’(2) sont des fonctions
strictement monotones croissantes dans Uintervalle (], 4,).

Choisissons maintenant A = ¢, de telle fagon que nous ayons

(10.18) B(co) = ?‘:”.

¢, est déterminée par 1'égalité

1
(10.19) t = i+
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La fonction Y (4) est donc monotone croissante pour A€[cg, ¢o] C (47, 4;)-
Les formules (10.17) et (10.18) entrainent aussi

(10.20) 0<Y'(h)< -’if (A €[co col) -

Soient S l'oscillation de X(2) dans lintervalle [¢g, ¢ol, T = Y(cy) —
— Y (cg), et associons & chaque entier positif p qui obéit a I'inégalité

(10.21) pig%ﬂ =l

done

(10.22) Ry o e ,[iz—];
S+=

un nombre YV € (¢, ¢y] vérifiant I'identité

(10.23) Y(AP) — Y(c)) = p S+a= d

n

On écrira aussi AJ" = ¢,. Y(4) étant strictement monotone croissante, on a
aussi A0V > A¢Y, . On obtient des relations (10.16) et (10.23)

(10.24) W, (A50) — W, (A1) = X(AD) — X(AD) + S8+ ==

W ,(2) étant une fonction continue, I'inégalité (10.24) exprime le fait qu'il

existe un nombre A €[4, 24] pour lequel W, (AB) est un multiple

: : 4
impair de — :
)

(10.25) W (A = (21, + 1)Z :

ou lp > (0 est un entier.
Par ailleurs selon les relations (10.20) et (10.23)

S
(1026) =TT — yum) — YAy — (4 — 40) T(4,) < (4P — 20,

A, €[4, XM] est un point convenablement choisi. Il découle de (10.26) que
(10.27) A — A, > %.

L’intervalle [ 2§, 20V] contient donc au moins un point - (v, étant un entier)
n

tel que
(10.28) 2 _)n

Il est évident que v, =< v,, si p=p"

10 A Matematikai Kutat6 Tntézet Kozleményei V. A/1—2,
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Soit enfin

(10.29) Xy, = max |X'(4)|,
GSA=co

alors grace aux formules (10.16), (10.20) et (10.28)

‘ g/
(10.30) f W, [ﬁ) — W () j g (X’ I e

| (N n 4
Soit n, aussi élevé qu'on ait ==UI %, on conclut alors de (10.30)

Ny
(10.31) ‘ W, ( ) W (A8) | [ g ; (n > ng),
i n | b
et en tenant compte de (10.25) et (10.31)
LR R T | S b )
2 2 8

d’ou

(10.33) ‘ ImV, l;;’) = ,k(aﬁ(

) sm~.

¢, la borne inférieure

@)sinw,,(fp]rz (
n n>
=

L’expression (10.7) fournit pour a =0 et ¢y < 2
suivante de | 2 (o,) |:

> ke ,chfa 1
99 gog? L \%0) sin® —
2 8

On tire ainsi des formules (10.13), (10.33) et (10.34) que

V) )

10.35 U |22| | > phto-1gint—o = — o .
(10.35) (n e
¢;, est aussi donnée par la relation (10.22)

i
(10.36) - 230
S+=n

Le lemme 7 est établi. .
Soit donc {, réel ou non, il existe une constante c;, qui est égale a ¢,
si {, est complexe, et & ¢, si {, est réel, telle que pour des 1 adéquats dans
Iintervalle [¢g, ¢q] (011 ¢g et ¢, ont des valeurs différentes selon que {, est réel
ou non) | U, (4)| = ¢;5. Pour ces 4
1

= 2m)? g =
(10.37) ol = €1 5 + 0N} > ey n
1

[¢f. (10.2), (10.4)]. Or, d’aprés (7.5) et (7.7)

ol

(10.38) Gl = Ay 02 [T ] > A2 || 2 €y m 2
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Par conséquent (en tenant compte aussi du lemme 7 si {; est réel)

1

(10.39) S |Gl > oym2

cn=v=c,n

, 1
Etant donné que 6 < - cette somme dépasse toute limite quand n— co.

La démonstration du théoréme 2 est ainsi achevée.

(Regu le 20 Janvier 1959.)
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3AMEUAHUE 0 CYMMUPYEMOCTU PSIJA TEWJIOPA HA OKPY)K-
HOCTHU CXOQUMOCTH, IIIL.

L. ALPAR
Pesome
[Tycrs pynkumst f,(2) peryasipna B kpyre | 2 | < 1 u {, == 0 mobasa guxcu-

pOBaHHas1 BHYTPEHHsIsT TOUKa 3TOr0 Kpyra. Torpna (IJYHKLLMH, onpejaejeHHas co-
OTHOIUEHHUEM

) o =h{E )

10%
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TAKKe peryJisipia B eJIMHHYHOM Kpyre |z | < | M Mo3aTtomy B 3ToM ciyvae obe
Gyuxkunu umeror npu | z | < 1 exoxswmuiicss psag Teittopa :

2) he) = a2,

v=0

(3) fi)) = b,
=0

[Mpearosiaras ewe, uto f,(2) onpenenena u ee psij Teiisopa cXoauTcsi B
OJIHOM M3 TOUEK OKPYKHOCTH CXOJMMOCTH, Hallpumep, B TOUKe z == 1, MOYKHO TI0-
CTaBUTL CJIeJyioLleil BOIIPOC : YTO MOYKHO CKa3aTbh 0 TOBejieHuH psijga (3) B co0T-

-

3 1+¢ e 2 —¢
BETCTBYIOILEH TOUKe z = T 20 gpnsiioneicst peleHneM ypaBHeHust ——— 0 =

1 — E Z

0 0

= 1?7 MO)XHO 0)KMJaTb, YTO IOBeJeHHE ITHX psgoB Oyaer cxoaHbiM. Tak, Ha-
npuMep, MOYKHO TpeArnoJjiarath, YTo U3 CXOJUMOCTH psifia

(4)

— korga lim @, = 0 — cieayer CXOAUMOCTb psja

P> 0

(5) N, (o) |li'J] ,

TaK Kak, ecju Ko3QYULMEHTbl CXOATCST K HYJIO, TO CX0AuMocTh psila Teitopa
Ha OKPYYXHOCTH CXOJMMOCTH SIBJISIETCS] JIOKAJIbHBIM CBOMCTBAM, 0 KOTOPOM MOYKHO
npeanosaraTb, YT0 HEM3MEHHO OCTAHeTCsI, KOrja Haj TepeMeHHO 2 MpOou3Bo-
JIATCSI aHAJINTHYecKoe NpeolOpa3oBaHue, Kakum siBisieTcst cootHourenue (1).
Opnaxo P. TurRAN [1 ] nmokasan, uTo, BO-NePBbIX, K JaHHOMY £, MO>KHO MO-
po6pars GyHxuuio f,(z) Tak, uto ee psix Teiinopa (2) cxoautess B TouKe 2 = 1,

1
a psn (3) pacxoauTcesi B TOUKe 2 = j—_—" ; BO-BTOPBIX, €CcJii psij (2) cyMMupyem

0
no Abenio B Touke z = 1, TO 9TOT (aKT Bcerjga UMeeT MecTo u juis psiza (3) B

TOYKE 2z = ligi’, Kak Obl HU BbIOMpATH QyHKUuio f,(2), PeryasapHyio B Kpyre

0
IS -

B cBsidn ¢ aTuMu TeopemaMu MPOTUBOMOJIOKHOTO Xapakrepa cam co0oif
BCTA€T BOINPOC: K KAaKOMY pe3ysibTaTy IPUBOJAUT MpPUMeHeHHe MeTojla CyMMHu-
poBaHusi, Dojiee CHJILHOTO YeM BbYMCIIEHHE 00BIYHON CyMMBI pSIOB, HO 0ojee
cnaboro, yem cymmupoBanue 1o Abesto. TaKoBbIM sIBJISIeTCs, HAllpUMep, Hau-
6osiee yacTo npumensiouMiicss meto[; cymmupoBatus (C, k), xorma 0 < k < co.

Hcxons u3 atoit ujaen, B [2] 6bI10 J0Ka3aHo, UTO K JaHHOMY C; M K LEJOMY
k >0 moxxHO nogobpaTe peryaspHyio B Kpyre |z | < 1 dyukumio f,(z), psii
Teiinopa (2) koropoii (C, k) — cymmupyem B Touke z = I, TaK, uro psij (3) He
cymmupyem B cmbiciie (C, k) B Touke z = ?@ C apyroii croponsl, B [3 ] 0bi10

(
>

0
JloKadaHo, yto ecau & > O wenoe uncio u psit (2) (C, k) — cymmupyem B TOUKe
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z=1, to pax (3) Bcerna (C,k + 1) — cymmupyeM B TOUKe z = %’
nocJjie/iHeit TeopeMbl IBPUCTUUECKU YyKe CJiejlyeT BblLIeNPUBe/IeHHBbIA peaygleaT
TurAN-a o cymmupyemocTu mo AOeo, TaK KaK MeTO/J CyMMuUpoBaHusi Abenst
MacTO SIBJISIETCS MpeJleJIbHbIM CllyyaeM CyMMHUpoBaHuMsi 1o Yesapo, Ho ecin
k — oo, TO k 4 1 He oTnuuaercs oT k.

OjHaKo npuBeJeHHbIe TeOpeMbl He JI0CTATOYHBI JUIS pelieHust 3ajaun. B
npe/blAylemM Npeanojarailocs, 4ro &k wnesnoe uucio. Ho 3to He HeoGXoaumoe
yCJIOBME, TAaK KaK ONpejesieH0 U cymmupoBaHue 1o Yesapo apobHoro m pae
0TpUL@ATeNIbHOro nopsinka. He Breisicneno u To, uro u3 (C, k) — cymmupyemoctu
psiga (4) cnepyer suib (C, k 4 1) — cymmupyemocts psijia (5), UM CyiiecTByer
Takoe uucyno 0 < 6 < 1, ¢ xortopeim mocueanuit yxe (C, k 4 ) — cymmupyem.
Ha atu Bonpockl 0TBeYarT jBe TeopeMbl paboThbi, UIsi GOPMYINPOBKHM KOTOPBIX
nycrb o) o3navaer n-yio (C, k) — cpeuioio psia (4), a g+ n-yio (C, k + &) —
cpeaniolo psiaa (5):

Teopema 1. [Tycme k>0 u 6 = LA oannvle uucaa L, =0 gurcuposarnas

5

8RYMPEHHAS MouKka eOunHu4Ho2o kpyea u fi(2) = > a, 2¥ peeyaspHas 6 kpyee

o

v
2| < 1 ¢ynkyua, pao Teiiaopa xkomopou (C, k) — cymmupyem ¢ mouxe z = 1.
Tozoa psao Teiinopa onpedeaenoi opmyaot

/ (z = 4‘!—, — fy(2) = S b(Co)

1 = Coz =0

gynryuu (C, k + 0) — cymmupyem 6 mouxe z = L+ u

+ &

lim a{® = lim g%+,

n—+o n-»o
Ba)KHBIM CleluaJbHbIM ClyyaeM TeopeMmbl 1 siBisieTcst ToT, Korja k = 0.
Cnencrue. M3 cxooumocmu paoa é‘a,, 6ce20oa caedyem (C’, %] — CyMMmU-
1 co)v e
1+

pyemocins psoa 2: by(Co) (
y=0

u

i
lim ¢ = lim ﬂ(i)

n
n-o n-w

1
Pe3ynpTaT NPOTUBOMOJIOKHOIO XapaKTepa UMeeT MeCTO B cilydae & < —.
2

1
Teopema 2. [Iycme k=0 u b < = oannvle uucaa, &, = 0 @urcuposannas

BHYMPEHHAA Mouka eOuHouHo020 Kpyea. Toz0a cywyecmeyem pe2yaSpHas 6 Kpyze
2| < 1 gynryua f,(2) = S a,2" paoa Teiaopa komopoii (C,k) — cymmupyem
=0
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6 mouxe z = 1, m. e. lim a{® cyu;emwyem u 04 komopoil pao (3) He cymmupyem

+ %

6 cmoicae (C, k -+ 6) 6 mouke z = ———2, m. e. lim B+ ne cywecmeyem.
40 n— o
Teopema 2 sBisiercst obocTpeHuem TeopeMbl TURAN-a TaK KaK MOCIe/HSIS
yTBepPI)K/aeT JULEL BO3MOYKHOCTL PACXOAUMOCTH psijia (5), HECMOTPSI Ha CXOJH-
MOCTb psijia (4), B TO BpeMsl KaK COIJlacHO TeopeMe 2 CXOJMMOCTb psifa (4) He

obecnieyusaer paxke (C, k + 6) — cymmupyemoctu psiga (9), ecyim 0 < § < -

B § 2 nokasbiBaetcsi, uro mexxay ol u B+ umeer mecTo CooTHOLIEHME

©

Q s = 3 (Ey) o

r=0

IJIe BeJMUMHbI y{9) (Z,) 3aBucAT nuilb 0T uncen Gy, k, 6, 1 U v, HO He 3aBUCAT OT
BbIOOpA (YHKUMH fl(z) CoorHowreHue (6) onpejessieT JIMHeHHBI MeTO CyMMuU-
POBaHMUST U HY)KHO PELIUTh, IPU KAKKUX & Y10BJIeTBOpsieT ero matpuua [y (£,) ]
ycenoBusm nepmaneHTHoCcTH Terurua—Illypa. 9Tu yesoBus BbIIOJIHAITCS, eCIn

I. lim p&9(C,) = 0 st Bcex (UKCMPOBAHHBIX ¥ ;

n—>m

II. lim > p&9(&,) =1;

n—-o y=0

1. cymectByeT Takas nmocrostHHasi K% > O, 4yro HepaBeHCTBO
3 ey < Ko

CIIpaBe/UIMBO HE3aBUCUMO OT 1.

B § 3 nmokaseiBaercst, uro ycioBus I u Il Bcerja BBINOJNHAITCS, €CIu

> 0, yro HeoOXOAMMO Ui J0Ka3aTelbCTBA TeopeMbl .

ﬂanbﬁeumue naparpadpl paGOTbl 3aHUMAIOTCSI UCCIEOBAHUEM YCIOBHSI
III, B cBsI3n ¢ KOTOPBIM BO3HMKJIM HauOoJbline TPYIHOCTH.

C 9T0it Lesbio B § 4 gaeTcst 0JJHO aCUMITOTUUECKOE BBIPAYKEHME ¢, 9TIEMEH=
TOB Matpuupl ¥ (§,), A1 KOTOPOro MMeeT MeCTO COOTHOLIeHHE

”(Co)| = lim 2 |G »

n—-o p=0 Al P=0
rue
v—|—k
271 n+k+6 1—‘0) @+ Gy,
E+6 ol=e

) u || < o < 1 mocrosiHHble.
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. 1
B §5, nexoas us (7), pokaseiBaercsi Teopema 1 B ciydae o > 5 3necn

UCII0JIB3YETCs  clleyrolast Jiemma :

Om2=LY), o= 0 >

2
J §1.n ntdt —'¢O(logn), ~ecnu - 0 =
sin2 ¢

0(1) s GO e

1 1
OJIHaKo 3TOT METOJ He NPHUBOJAUT K ILIeJiu, eciu & = P uu 6 < T

1
B § 6 n0oKasbIBalOTCs JIEMMBI, YTBepyKJAIOLIUe, YTO €CIU 0 = i U n Quk-

cHpoOBaHHOe, 0O0JIBIIOE YHMCIIO, TO CYLIECTBYET JBa TAKUX UHJEKCA : vy = A;11 >
> v = Ay n, Qs KOTOPBIX

»{—1 ©
= |l =811}, o o =000,
=0 y=p;+1

W YTO Yucia | g,, | He ﬂpeBOC‘(O;IﬂT obweit rpaun. Takum oOpa3om, HaJ0 ucce-

JIOBATh JIMILb cymmy2 ol =

v

S 1
B ciyuasix 0 < — mwv; < v < v, aCUMNTOTHYECKOE 3HAUEHHUE J,, B CIIyUae
2

00/1b10r0, GUKCUPOBAHHOIO 71 M KAYKJIOTO ¥ MOXKET ObITh ONpE/IeeH0 METOI0M
HaucKopeiiliero crnycka. B § 7 onpeaensirorcss TOYKM HaMCKOpeiflero Cnycka.
Taxk kak ypaBHeHue

(li':gﬁ’)' sl
o+ G

A v
He UMeeT KOHEYHOIr0 KOPHS, BBOJMTCSI HOBBII mapamerp A = oy Mh=1<i)

M BMeCTO (L—{—_&,w & 1+ 6o ’"
i L o+ L
{wa L gal’

e ) == (0 y)Ke MMeeT JiBa KOHEYHBIX KOPHA, T. €. UMEITCS /(B€ TOUKU
w 0

HAaUCKOpeiilllero Crnycka, pacrojio)KeHHble Ha eJMHUYHOM OKPYI)KHOCTH U HU3Me-
HAIOLIME CBOE T0JI0YKEeHUe, eclu A U3MeHsIeTCsl.

B § 8 crpourcs uHTerpanbHasi KpuBasi L,, MeHsiowasi cBoo (Gopmy u
N0JIOYKEHME BMeCTe ¢ M3MeHeHMeM MOJIOYKeHMs TOUeK HAaMCKOpeiilero CrnyckKa u
NpOXOJsALIAsi uepe3 HUX.

uccaeayercss GyHkuns  |o’ VYpasHenune
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1

B § 9 3aBepaercst JJ0KasaTelbCTBO Teopembl 1 B ciaydae 6 =—. Tak
Kak L, MpPOXOAMUT uepe3 JBe TOYKM HAUCKOpeHIIero cnycka, HeoOXouMo BbIYM-
CJIUTD /iBa ACUMIITOTUYECKUX SHAUECHHS U JIETAJIbHO M3YUNTh UX CYMMY. YCJI0K-
HsIeT T0JI0YKeHHe TO, YTO TOUKM HaUCKOpellero Crnycka MOryT ObITb KaK yrOJHO
OJ1M3KK IPYT K APYTY M K TOYKEe @ = |, a B 9TOM IIOCJIe/IHEM CJlyyae MOJAUHTEr=-
panipHast QYHKLMST y)Ke He orpaHuyena. Hamo oTjenbHO paccMaTpuBaTth Claydaw,
Korja {, BeleCTBEHHOe U KOMIUIEKCHOE YUCIIO.

B § 10 3aBepuaercst J0Ka3aTeabcTBO Teopembl 2. OcobeHHO TPYIHO J0Ka-
3aTh TOT (aKT, YTO KoOrja {, BEILeCTBEHHO, CyMMa /IBYX YINOMSIHYTBIX aCUMIITO-
THUECKUX 3HAYEHUH O00Jipllie HE3aBUCAILEr0 OT 7 U ¥ IMOJIOXKUTEJILHOr) 4uciia.
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