UBER EIN PROBLEM DER GASDYNAMIK
(CHARAKTERISTISCHE RANDWERTAUFGABE MIT UNSTETIGKEITEN
IN DEN RANDWERTEN)

von
IMrE BIHARI!, TamAs FREY! und Arrip PETHG?

§ 1. Uber das chemisch-physikalische Problem

1.1. Es sind in der Chemie mehrere Verfahren zur Trennung von Gemi-
schen bekannt, die mit Materialtransportprozessen zwischen bewegten Phasen
in Beziehung stehen. Unter diesen rief der als »Gas-Chromatographie« bezeich-
nete Prozel} in den vergangenen Jahren ein grofies Interesse hervor [1].
Im folgenden wollen wir dieses Verfahren quantitativ behandeln, unter
zahlreichen Vereinfachungen des wirklichen physikalischen Bildes. Dieses
vereinfachte Modell soll durch die Kriterien beschrieben werden:

[. Ein Gasgemisch, das eine einzige (ad- oder ab-)sorbierbare Kompo-
nente enthilt, stromt neben der ruhenden Phase (die die Rolle des Ad- bzw.
Absorbens spielt) in einem (in der einen Richtung als unendlich lang voraus-
gesetzten) Rohr;

II. Das Verhaltnis der Volumina der sich bewegenden und ruhenden
Phase ist lings des Stromungsrohres unverindert;

III. Es tritt kein Konzentrationsgradient in der Gas- und Sorptions-
phase senkrecht zur Stromungsrichtung auf;

IV. Die Diffusionsprozesse in der Stromungsrichtung werden vernach-
lassigt;

V. Die Geschwindigkeit des Sorptionsvorganges héingt linear von den
Konzentrationen in der sich bewegenden bzw. ruhenden Phase (s. weiter
unten) ab;

VI. Die Vorginge verlaufen unter isothermen und isobaren Verhélt-
nissen.?

Nun sind die Konzentrationen der sorbierbaren Komponente in der
Gasphase bzw. im Sorbens und die Geschwindigkeit des Gasstromes als Funk-
tion von Ort und Zeit zu berechnen. Zwecks Aufstellung der Differential-
gleichungen werden zunichst die folgenden Begriffe eingefiihrt:

x: die Ortskoordinate [cm];
y: die Zeit [sec];
u(z, y): das im Sorbens gebundene Gasvolumen geteilt durch das Volumen
der Gasphase, beide auf die Lingeneinheit des Rohres bezogen [1];
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v(z,y): der Volumenbruch der sorbierbaren Komponente in der Gasphase
(15

c(x,y): die Geschwindigkeit des Gasstromes [em sec—1];

k, und k,:Geschwindigkeitskonstanten der Sorption [sec—].

Betrachten wir nun einen Abschnitt des Rohres, der vom Nullpunkt
bis zur Koordinate  reicht und eine Zeitdauer vom Zeitpunkt 0 bis y, dann
lassen sich die Kontinuitidtsgleichungen fiir die gegebenen Intervalle und die
sorbierbare bzw. andere (nicht sorbierbare) Komponente des Gasgemisches
folgendermafen aufschreiben:

ol x
{ e(m, ) v@, n)dn+ [ [u(& y) + 0@ y)dé =
0

0

(1)

— e

¢(0,7) 0(0, ) dn + { [u(&,0) + (&, 0)]d &,
0

o

OL’-}E

ez, ) [1 —o@,m))dn+ ([1—vEy))dé=
0
(2)

I

Y. X
fe(0,n) [1 —v(0,m)]d 7+ [[1—v(& 0)]dE.
0 0

Differenzieren der Gleichungen (1) und (2) nach # und y ergibt (die Indizes
2 und y bedeuten Ableitungen):

(3) (ev)y +uy +v, =0
(4) — (et)e + 05 — 0, =0.

Zu diesen Kontinuititsgleichungen ist noch die Gleichung der Sorption nach
VI. hinzufiigen:

(5) uy =k, v — kyu
oder
(6) uy———kl(v——]gu :
&y
Werden die Bezeichnungen
(7) t=kyy
(8) w=-—"
ky
) 50
kl

ins Gleichungssystem (3)—(4)—(6) eingefiihrt (die funktionellen Beziehungen
werden wiederum durch u(z, t), v (x,t), w(z,t) bezeichnet), so erhdlt man
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(statt (4) sei die Summe von (3) und (4) genommen):

(10) (wo)y +u +v, =0
(11) w+w, =0
(12) u+lu—v=0.

Nach den Gleichungen (1) und (2) konnen folgende Funktionen als Rand-
und Anfangsbedingungen vorgeschrieben werden (unter Beriicksichtigung
von (7) und (8)):

(13) (0, 1) = v(t)

(14) w(0, 1) = wy(t)
(15) u(z, 0) = u%(x)
(16) v(z, 0) = () .

Aus der physikalischen Natur des Problems folgt aber unmittelbar, dass
gewisse Einschriankungen fir diese Funktionen gelten; nach der Definition
von v bzw. w bestehen die Ungleichungen:

0=y =1, 0=0)=<1, w{) >0;

_ ferner wird in der Praxis immer angenommen, daf} sich die Phasen anfangs
im Gleichgewicht befinden, d. h.u, =0 (t = 0), daher sind «°(z) und v°(z)
gemifB (12) voneinander abhingig:

v'(x)

O§u°(x)=—S—l—

l l

12. Anstatt des vorangehenden Problems sei nun das einfachere (welches auch
dem physikalischen Bild vollkommen entspricht) wie folgt betrachtet: Es ist das Glei-
chungssystem (10)—(11)—(12) mit den Rand- und Anfangswerten zu lésen:

(1’) Problem »d¢: 0=<0,(t) <1, we(t) =wy=const., ul(x)=(z)=0
bzw.

(2’) Problem »B¢ : 04(t) =0, wy(t) = wy = const., 0 < u'(x) = i <

l l

Im weiteren wollen wir uns mit der Losung des Problems » A« befassen. Sei v, (¢)
in der Gestalt

(3) vo(t) = M(t), 0 <M =maxoyt) <1.

dargestellt. Versuchen wir nun die Losung des Problems » 4« so darzustellen, da wir
die Funktionen u, », w und die Anfangs- und Randbedingungen nach Potenzen von M
entwickeln

4) u(z, t) = 5 ur(z, t) Mk, o(z,t)= 3 vilz, t) Mk, w(z,t)= 3 wix,t) Mk
= k=0 k=0
0,%—=0,28 ... on,k=0
5 0 = 5 O)t - : ’ 0) = ) 0) =
(5) o0, {T(t),k=1 wi(0, 1) Vo s=ry ... ur(z, 0) = vk(z, 0) = 0

Nun sind die Beiwerte ur, vk, wr zu bestimmen.
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Fir & = 0 besteht nach (10)—(11)—(12):

(wo vo)x 4 (o)t + (ug)t = 0 20(0,2) = 0
(6) (o)t - (wo)x =0 i w(0,8) = wy
(o)t + Tt — vy = 0 u(x, 0) = vyl 0) = 0.

Die Losung dieses Problems ist offenbar
(7) ug(z,t) = 0, vo(x, t) = 0, wy(z,t) = w, ,

Fiir & = 1 besteht nach (10)—(11)—(12), unter Beriicksichtigung von (7’)

(8) wo(Vy)x + (21)t + (uy)t =0

%) (ug)t + (w)x =0

(10" (uy)t + luy — v, =0

(11) 2,(0, £) = ©(t), wy(0,2) = 0, wuy(x,0) = vy(x,0)=0.

Die Losung des linearen partiellen Gleichungssystems mit konstanten Koeffizienten
(8’)—(10’) wird auch in der Literatur behandelt [3, 4, 5], und in Kenntnis von «, ergibt
sich auch w, durch Integration. Fiir k = 2, 3, ... besteht das folgende lineare partielle
Gleichungssystem mit konstanten Koeffizienten

wo(vk)s + (VK1 + (uk)t = — (W1 Vk—y + ..« 4 W=y ¥y) = [(2, 1)
(ur)t + (wi)x =0
(ur)t + luk — ok =0
(0, t) = wi(0, t) = uk(x, 0) = vi(x, 0) = 0.

(12)

Demgemi, da fir £ = 2 f, (x,t) nach dem Vorangehenden schon bekannt ist, lassen
sich die Losungen u,, v,, w, bestimmen und im allgemeinen: im k-ten Schritt der Iteration
ist schon fi—,(z, t) bekannt worden, wodurch sich die Losungen wg, vk, wr angeben lassen.
Somit kénnen die Beiwerte der Reihenentwicklungen (4°), also auch die gesuchten Funk-
tionen u, », w dargestellt werden. )

Bei der Losung des Problems »B« setzt man (im allgemeinen werden keine neuen
Bezeichnungen gebraucht)

(13%) (z) = M &(z), 0 < M =maxo¥(z) <1

und zieht die Reihenentwicklungen (4’) heran. Jetzt gilt:

Iwo,l\',:O
vk(O,t)=0;wk(0,t)=lOk_12 :
14, ) = g My eie.
i 0 IO,A~:0,2,3,...
uk<x,0)=”"—(’§’—)=l.5_(x) i
s

Die Beiwerte uk, vk, wx konnen dhnlich wie die im Problem » A« bestimmt werden: (6°)
bzw. (7’) bleiben ungeéindert, neben (8')—(9)—(10’) sind jetzt die Bedingungen
giiltig:

2,(0, t) = w,(0,7) =0
(16%) vz, 0) &
ul(x) 0) = ’LIJ e (l ) )

und (12’) bleibt ebenso ungeindert.
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§ 2. Die Losung des Problems in einem einfachen Falle mit der Methode
der Charakteristiken

21. Nach einigen Umformungen lauten unsere Gleichungen (10)—
(11)—(12):

v+ [(v— Dwl, =0
(117) w4 w, =0
lu,+lu—v:0.

¢
kv=v,, 4 ”
W=Wo P !
7
Tz
U=v=0 i
0 X

Figur 1.

Wir nehmen erstens die folgenden einfachen Nebenbedingungen an:

(18) { HhEl ity BULE =Wy (0 < vy = const. < 1, wy = const. > 0)
o2, 0) = u(z 0)=10.

Die Funktion »(z,?) hat einen Sprung im Anfangspunkt, folglich kann die

Aufgabe fiir alle drei Funktionen u, », w keine stetigen Losungen besitzen.

Doch zeigen wir, daB3 eine Losung im Teil 7': 2 > 0, ¢ = 0 der Ebene
existiert, die bis auf eine aus dem Nullpunkt ausgehende Kurve CY stetig
und einmal stetig differenzierbar ist, wo (d. h. lings C9) die Funktion » (beim
Durchschritt) samt mit gewissen Ableitungen (s. (17) und die letzten Zeilen
des Punktes 23.) einen Sprung hat, dagegen die Funktionen « und w stetig
bleiben.

Die Kurve (Y trennt das Gebiet 7' in zwei Gebiete: 7'y, T,. (Der obere
sei T, s. Fig. 1). Die genauere Begrenzung dieser wird spiter (in 24.) behandelt
werden.

22. Vorlaufig nur die Existenz einer solchen Losung angenommen,
leiten wir ein mit (17) gleichwertiges Gleichungssystem der gleichen Art fiir
zwei Funktionen ab. — Es folgt aus (17)

u,,:—wx,:v,—lu,z—[(v—l)w]x—%—lwx.

Die zweiten Ableitungen «, und w,, existieren und sind nach unseren Voraus-
setzungen und nach (17) sowohl im Innern von 7, als im Innern von 7',
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(aber nicht auf C9) stetig. — So gilt in 7'; und 7, (nicht aber auf CY)
— Wy = —W,,=—[(v— 1) w], + ho,,

also durch Integrieren nach x

(19) w=@w—1—1lw+ C(t).

Im Grundsatz kann C(t) in T, und in 7, verschiedene Formen, d. h. lings
(Y einen Sprung haben, doch liegt dieser Fall nicht vor, wie wir es sofort
zeigen. Aus (17) folgt

v=uy+lu=—w,+l.
Setzen wir dies in (19) ein, so erhalten wir
(20) w; + ww, = (lu — 1 — 1w+ C(t).
dt 1 dz
Es sei die Kurvenschar mit der Gleichung — = oder — = w(, t)
de w(z,t) dt

mit C; bezeichnet. Nach unseren Annahmen iiber w (> 0) werden 7' und
T, einfach von ihr bedeckt. Sei C§ das durch 0 gehende Glied von C;. Spéater
(im Punkt 24.) werden wir zeigen, dass C9 = C9 besteht. Vorlaufig soll dies

angenommen werden und wir schreiben im folgenden CY statt C9.

Der Ausdruck w, 4+ ww, bedeutet die (innere) Ableltung von w(w, t)
langs C; (mit C, soll auch das Glied der Schar O, durch irgendeinen Punkt P
bezelchnet werden s. Fig. 1.). So haben wir

dw
dt

Bezeichnen wir mit [p] den Sprung einer Funktion p(z, ¢) lings €Y, dann ist.
nach (20") (da » und w keine Spriinge haben)

o

=w;, +ww, = (lu—1—)w+C(t).

(20')

[C®],

Die innere Ableitung % hat aber lings CY keinen Sprung, denn w(w, t) ist.

iiberall stetig, also [C(t)] = 0, was zu beweisen war. — So hat die Funktion
C(t) dieselbe Form in beiden Gebieten 7'; und 7,. Ihr Wert in 7', ergibt sich.
unmittelbar, wenn man in (19) 2 =0 setzt: O(t) = —(vy — | — 1)w,. In

unserem Fall ist speziell C(f) = const. Aus (17) und (19)
[we — D]+ wwe — D]y =w(v—1)=@—1)[(v — 1 —-)w+ C@)].

Benutzt man die Bezeichnung w (v — 1) =z in der obigen Gleichung bzw.
n (19), so erhalten wir

2z = z —lw+ 0O(t)),
(21) [ -+ wz, w( w + O(t))
l w, =z — w4+ Ct),
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d. h. ein System ahnlich (17), aber nur mit zwei Funktionen z(z, t) und w(z, t).
Die Nebenbedingungen lauten hier wie folgt:

[2(0,1) = wy(vy — 1), w(0,t) =w,, 2(x,0)=—wx,0)=— w,

(da nach (17) w(®,0) = —u,(x, 0) =0 und w(0, 0) = w, gelten).

Die mit (21) verkniipfte Randwertaufgabe ist mit der urspriinglichen
in dem Sinne gleichwertig, dall man aus irgendeiner Losung der einen eine
Losung fiir die andere Aufgabe konstruieren kann.

Das hyperbolische quasilineare System (21) besitzt zwei Scharen von
Charakteristiken. Die eine ist die oben definierte Schar C;. Die Geraden,
parallel mit Achse ¢ bilden die andere Schar: C,. Die Ausdriicke z, + wz,
bzw. w, sind ja innere Ableitungen lings dieser Scharen. Der Rand x= 0 ist
selbst auch eine Charakteristik, der Rand ¢ = 0 aber keine.

23. Bestimmen wir die ,, Hauptcharakteristik” 9 und unsere Funktionen
langs dieser, d. h. die sog. ,,Wellenfront”.

Wir zeigen in 29. 1., dafl lings C9 w = 0 ist. Dann folgt aus (20”) (die
Werte lings C9 werden mit einem oberen Index ° bezeichnet)

e D Oty — @+ 1w,

also eine gewohnliche Ditferentialgleichung fiir w® = w°(¢). Betrachten wir
z. B. den Fall v, = const., folglichC(t) = (1 4 I — vy) wy = const.; w°(0) = w,
wegen bekommen wir

(23) w® = wO(t) = %i_i,_ UA) £ Yoo e—(+Nt
l14+1 l+1
Da %: = wO(¢) ist, lautet die Gleichung von O
(24) T = ILl(l + | UO)t e 4ot e— I+t _Wo 3
] @+ 1)2 @ + 1)

GemdB (17) gilt
uFww—1)+wo,=v,+wo, +(v—1)(lu—v)=0,

also lings C9 (wo u =u° =0)

0
(25) MR wo )0 = (0 — 1) 20,
dt
woraus folgt
oty — — %
o + (1 — o) ¢

Wie wir es in 24. sehen werden, ist dies der Grenzwert von v bei einer Anni-
herung zu C9 von der Seite von 7, her. In demselben Sinne gibt (25) den Wert.
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von u, = — w,, (19) aber denjenigen von w, lings C9. Es gelten ferner lings
Y die Gleichungen: u =0, % =u, + wu, =0 und so u, = — —wuy.

w

24. Jetzt trennt sich unser Ausgangsproblem I. in die folgenden (IL.
und IIL):

II. Es soll das auf 7', und (21) beziigliche Cauchy’sche, nicht charakteris-
tische Anfangswertaufgabe gelost werden, wo die Anfangslinie die nicht
charakteristische Achse x ist;

III. Es soll die auf 7', beziigliche Aufgabe gelost werden, aber die Anfangs-
linien (die Achse ¢ und die Kurve C9) sind hier Charakteristiken. Wir haben

p V=1V,
\W:WO »
U= }7“ (1—e7¥ 7; :
o
N
4°'vl .
0040'\J 40
U=v=0 wW=Wp
0 X

Figur 2.

also mit einer charakteristischen Anfangswertaufgabe zu tun. Die Randwerte
(die Belegungen) sind von Fig. 2. ablesbar.

Wie bekannt (s. [6]), besitzen beide Aufgaben genau je eine Losung,
die stetig differenzierbar sind und stetige gemischte zweite Ableitungen
haben, d. h. die vereinigten Losungen von II. und III. geben genau die ein-
zige Losung der Aufgabe 1., die stetig von den Anfangs- und Randwerten
abhingt. Von der Gestalt und Gréfle von 7', wissen wir nur soviel, dass 7'
sich auf eine gewisse Umgebung der Achse @ — gelegentlich auf den ganzen
Teil # > 0, ¢ > 0 der Ebene @, ¢ unter C9 — ausbreitet (s. [7]). Das Gebiet
T, ist dagegen ein von Charakteristiken begrenztes Viereck. Das Abhédngig-
keitsgebiet eines Punktes P wird in beiden Féllen durch die durch P gehenden
Charakteristiken aus den Anfangslinien ausgeschnitten. Die erhaltene Losung
geniigt allen unseren Bedingungen, ist einzig und stabil, folglich ist die Losung
des Problems. Der Sprung von » lings C9 tritt tatsichlich auf (s. in 29. L.)
und nur hier, womit die behauptete Identitit €9 =C9 bewiesen ist. Dagegen
sind die Funktionen % und w im ganzen Gebiet T stetig (s. an derselben Stelle).
— Da w°(t) mit t — -+ oo endlich bleibt, ist die Losung iiber alle Grenzen fort-
setzbar (also fiir das ganze Gebiet 7). In den einigen Teilgebieten der Figur
kénnen die Losungen der Reihe nach (s. die Numerierung der Fig. 4.) bestimmt
werden.

25. Fiir die Gewinnung von angeniherten Losungen kann die Gitter-
punktmethode von H. Lewy, oder die Iterationsmethode von R. CoURANT
dienen, aber die erste gibt keine Niherungsformeln, die andere fiihrt auf

einen Iterationsprozef mit 12 Integralen (zwischen denen 4 zweifache Inte-
grale).
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Viel einfacher ist eine andere von R. CouraNT und P. Lax stammende
Methode [7]:

Durch Integration der Gleichungen (21) lings der entsprechenden Cha-
rakteristiken bekommen wir die folgenden Integralgleichungen (s. Fig. 3.).

am=4m+Ji@—m+mmzmﬁ+j§@_m+om%
P &

lw(P):w(B)—{— f(z—tw+0C)dt.
BP

(26)

i

%
A

x
Q

Figur 3. Figur 4.

Fiir nicht charakteristische Anfangswertaufgaben haben CouranNT und Lax
gezeigt, daB die auf Grund von (26) durchgefiithrte Iteration — in einem
gewissen Gebiet — gleichmifig gegen einer — der Funktionenklasse C; +Lip
(1) angehorigen — Losung konvergiert, wenn die Anfangs- und Randwerte
— wie jetzt — auch hierher gehoren. Bei der Anwendung der Methode be-
stimmen sich die Charakteristiken C; auch durch dieselbe Iteration (s. in
29. 1L.) mit.

Unsere Aufgabe ist charakteristisch in 7'}, nicht aber in 7,. Der genannte
Prozess ist also fiir 7', unmittelbar anwendbar. Wir machen davon auch in
T, Gebrauch, doch verschieben wir die Behandlung der Konvergenz zu § 4.

Natiirlich gilt dies alles erstens nur auf ein kleines Gebiet in der Nihe
der Anfangslinien, dann kann aber die Losung stetig fortgesetzt werden,
wie oben bemerkt wurde.

Wir bestimmen unsere Néherungswerte aber nicht mit Hilfe von (21)
und (26), denn eine noch einfachere, unmittelbare Methode wird dafiir dar-
gelegt werden (s. den Punkt 28.). ,

26. Wir geben aber erst noch eine weitere Methode an.

Den Gleichungen (17,)—(17,) gemiiss gibt es zwei zweimal stetig diffe-
renzierbare Funktionen ¢ = ¢(z, ¢) und yp =y(@, t), fir die

(27) j(Px———U, ¢t=_(”—1)w
] ¥ =Wy Yr=—wW
gelten. Diese in (17;) gesetzt erhilt man

(28) yu=v=0x—1ly., bzw. y=@—1lyp+O(t), O) =(vo—1 —1)wyt +¢
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Aus (27—(28)

1
p=(p—1)y bzw. ¢ L ——¢=1.

: =
Somit ergibt sich folgendes System fiir ¢ und o
| et ———p=1
(29) gy
l p=9¢—ly+C().
t -
P(xit’) o
G
4 e
8
0 x
Figur 5.

Die Gleichung der einen charakteristischen Schar (C,) ist % =ly —p —

— C(t) =w, die Parallelen der Achse ¢ bilden die andere Schar (C,), d. h.
die beiden Scharen stimmen mit denen des schon betrachteten Falles iiberein.
Die Integralgleichungen sind als lineare — doch einfacher:

]w(P) = g(4) +/_£ dv = @(A4) + 2,

AP

(30) .
1w(P) =y(B) + [ (¢ — Ly + C)dt.
BP

Die Konstante ¢ von C(f) kann bestimmt werden, wenn wir die Differential-
gleichung von C{ mit ihrer durch den vorigen Weg gewonnenen Gleichung

vergleichen. So hat man ¢ = —w,. Aus (27) (die Integrationskonstante sei
als 0 gewihlt) ergeben sich die Nebenbedingungen fiir ¢ und :

P(2,0) = (2, 0) =0, @(0,¢) = — (Vg — V) wpt, (0,8) = — wyt.
Aus (30,) haben wir ¢® = ¢%x) = @ und aus (23), (27), (28) y° = p°(x) = — -

Die auf Grund von (30) durchgefiihrte Iteration gibt gute Naherungs-
werte nicht rasch, da sich «, v, w aus Anniherungen von ¢, y durch Differen-
zieren erhalten lassen.

27. Diese Methode der Einfithrung der Potenzialfunktionen ¢ und y kann auch
zur Gewinnung von Losungen in geschlossener Form verwendet werden, die von einer
Konstante und von einer willkiirlichen Funktion abhingen.

Es sei

(@) ?+ 0@ = D(z),
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wo D (z) eine willkiirliche Funktion von z ist. Aus (28)

e lw:D(x), d. h. i+ 1Ly = 0
und so

(B) —w =y = E(x)e!

(E (x) ist eine willk. F. von z).

Hieraus
®) p=—2D it i
(F () ist eine willk. F. von z)
und
) u=pe=— 2D ot 4 P,
Aus (a)
px=D(x), ¢¢=—0C0),

folglich mit Hilfe von (27) und (f)
(9) o= D(2), w(l—2v)=—C()
bzw.

— Elz) e-t[1 — D'(2)] = — O1t).

Durch Trennung der Variablen erhalten wir

E(z)[1 — D’(x)] = C'(t) elt = K = const.

also
K
y = D ) [y (1) = =1
v= Do) =1 E@)’ O'(t) = Ke—t .
(17,), (), (0) gemiiss
AN T _ﬁ,; Pl o=l
E'(x)e E(x)+l<(.z)r t —F'(x)

und so
1 K
Fiy= 1~ 2,
@ =7 (1~ 5e)
Als Endresultat bekommen wir

- K
v(z,t) =1 — E(;)—'
(e) w(z,t) = — E(zx)e !t
1 1 K
e e R e ] B R G  8
l u(z, ) FE@et+ (1 ‘E(x)),
eine Losung in geschlossener Form — (&) erfiillt (17) in der Tat — die aber bei keiner

Wahl der willkiirlichen Konstanten K und der Funktion E (z) allen Nebenbedingungen
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gentigt. Diese Losung kann z. B. bei einer Rand- und Anfangswertaufgabe benutzt wer-
den, wo u (z, 0) = 0 ist. Diese fiihrt zu der Gleichung

K

E(x) +ETx-) —1=0,

die fir E () leicht gelost werden kann. Die Losung enthiilt neben K noch eine Kon-
stante so, dass zwei weitere iiber u, », w gestellte Bedingungen erfiillt werden kénnen.
Ahnlicherweise gelangen wir mit der Annahme @ + O (t) = D (2) t statt (a) zu Losungen
ganz anderer Art, die (18) nicht geniigen. Auf diese Fragen wird hier nicht eingegangen.

28. Es ist eine sehr durchsichtige und auf viel bessere Niaherungswerte
fithrende Methode, bei der man (17) in seine charakteristische Form, also
in ein System von drei Gleichungen fiir u, v, w iiberfiihrt, indem jede Glei-
chung nur in einer Richtung genommene Ableitungen enthalt. Das wird
auf folgende Weise erreicht. Aus (17)

v+ wo, =w,(l1 —v)=—u(l —v)=(u—2v)(1 —v),
mithin hat man das System

v, + wo, = (lu —v) (1 —v),

(31) wy =1l —v,

I u=v—lu.

Die charakteristischen Scharen sind genau die vorigen Scharen, aber es gibt
noch eine dritte C;: die Schar der  Achse parallelen Geraden. Es gehoren zu
jedem Punkt 3 verschzedene charakteristische Richtungen (da w > 0 und
beschrant ist); darum ist (17) hyperbohsch und (31) charakteristisch (jede
Gleichung enthilt Ableitung nur nach einer Richtung). Die Integralgleichungs-
formen unserer Gleichungen sind

o(P) =v(A4)+ [ (lu—0v)(1 —v)dt =
"
=v(4) + \ (lu —v) (1 — v)i dxl,
32 ‘ o ’
@] w(P)=w(B) + | (lu — v)dzx,
BP
wP)y=u(C)+ | (v —lu)dt.
P
Die Anfangslinien — die Achse # und ¢ — sind jetzt-boide Charakteristiken

(charakteristische Anfangs“ertprobleme) Da (31) mit (17) und diese z. B.
mit (21) gleichwertig ist und fiir (21) die Existenz und Eindeutigkeit der
Losung gesichert sind, kénnen wir dasselbe auch iiber (31) behaupten, ferner
zeigen wir (s. §4.), (wie oben.bei zweigliedrigen Systemen), dass die Losung
auch hier mit Iteration und zwar auf Grund von (32) gewonnen werden kann.
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Dieselbe Tatsache hat fiir die nicht charakteristische Aufgabe und auch
mehr als zwei Gleichungen einen unmittelbaren Beweis (s. z. B. [7]). Im § 4.
werden die Existenz, Einzigkeit der Losung, die Konvergenz der Iteration
auch fiir den charakteristischen Fall gezeigt. Das ist von Wichtigkeit, denn
sich das System nicht immer in ein zweigliedriges iiberfithren lésst.

f A
n ¢
B | G PLXIT)
Cs
Cz
8 P(x't’)
4 3
K ’Cz T2
Cy
0 A C x
Figur 6.

29. Die Iteration vollzieht sich nach den Formeln

v 1,(P) =vmn)(A4) + f (lugny — v(my) (1 — o)) dt,

Cl(n)

(33) w(n1)(P) =wm)(B) + f (lu(ny — v(n)) de
BC

un )(P) = um(C) + [ (o — luew) dt,
CcP

WO U(n), ¥(n), W(n), Oy(n) die n-ten Niherungen von u, », w, C; bedeuten. Folglich ist C)(n)
die durch P (a’, ') gehende Integralkurve der Gleichung % = w(mn)(2, 1).
I. Im Gebiet T, (unter C7) nehmen wir fiir 0-te Niherungen die Werte (s. Fig. 6)

v)(P) =v(4) =0, we)(P)=w(B)=w"(B), ue(P)=uC)=0.
Dadurch ergibt die Iteration
on)(P) = umy(P) =0, wn)(P) = w(B) =w'(t).
Die Grenzfunktionen dieser werden die Losungen in 7, sein, d. h. in 7, (s. Fig. 6)

a wfo(l + 1 —1,) | We? e~ (1) .
1+ 1 i A |

o(P)=u(P)=0, w(P)=wt)

Diese erfiillen (17), ferner die Anfangsbedingungen in der Tat und — da gibt es keine
andere zu O, - Lip (1) gehorige Losung des Problems — das ist die Losung in 7',.

II. Im Gebiete 7, (oberhalb C7) miissten die aufeinanderfolgenden Néaherungen
die auf dem Rande C] und z = 0 vorgeschriebenen Werte eigentlich genau aufnehmen.
Wire die Gleichung von €9 in der Form ¢ = {° (z) bekannt, dann kénnten 2°, w° als
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Funktionen von z in den Formen 2° = 2% (z), w° = w?° (2) geschrieben und als O-te
Niherungen die Werte

Vo), t) = (), w(e)(w, 1) =w'(x), w()(, 1)——(1—6 (t=t0rx))

gewithlt werden, die am Rande stetigerweise in die vorgeschriebenen Werte iibergehen.
Im vorliegenden Falle konnen — wegen der Mangel der expliziten Formel ¢ = 1 (x) —
nur solche erste, zweite, ..., Niherungen gewonnen werden, die die Randwerte nur
niherungsweise aufnehmen, withrend selbst der eine Rand (C]) mit seiner Naherungs-
gleichung ersetzt wird. Eine erste Nidherung der geschilderten Art gewinnen wir, wie
folgt:

Nehmen wir in (33)) lings O

2
V(o) = V(A) = vy, W) =w(A) =w,, up)=u(d)= To (L —e—lu);

(Der letzte Wert wurde aus (17;) durch Integration lings der Linie = 0 mit dem Anfang-
swert u (0,0) =0 erhalten)
Ebenso sei es in (33,) lings BP

o) = v(B) = vy, w(o) =w(B)=1w, u@) =u(B)= lf‘;’f(l s i
und bei (33;) lings OP
¥(o) = 9(0) = ('), w() = w(C) =wz"), up=u(C)=0.
Die 0-te Nidherung der sich durch P (2,¢) ziehenden Charakteristik C; sei t =1 -+
- l(z—x) womustA—t~£. :

Diese Niaherungswerte langs der entsprechenden Charakteristiken bilden zusam-
men noch keine (0-te) Niaherungsfunktionen fiir das ganze Gebiet 7';, nur dienen zur
Bestimmung einer im fritheren Sinne fiir das ganze 7', eindeutig definierten ersten Niih-
rung, die lautet

-
—1<1 . -)

’oge Y
2a)(P) = o) (@', ') = v, - E‘:, (vp—1)a’e ;

w)(P) = w)@', 1) = wy — vy " e~ 1",

u@)(P) = up)(z’, t') =0%(x’) [t' — °(x’)] .

Statt der unbekannten Funktion ¢ = ¢° (x) nehmen wir als ihre 0-te Niherung ¢ — El—l_— x.
B 0
Mit Hilfe von (25°’) haben wir dann
Yo salui e
u(l)(P)"u(l)(‘l' l) ) T (l -—-’L’)ex/“o(t u.o'( J'

Zwecks der Gewinnung der zweiten hb’,herung bestimmen wir jetzt die erste Naherung
von O; aus der Gleichung

i
= w)(x, t) = wy — Vo xe—lt.

dt
Sie kann geschrieben werden:

dx + (vy we—t — wy) dt = 0

und wird nach Multiplikation mit e
ration ergibt

%o ,—u
—=F
¢ zu einer exakten Gleichung, deren Integ-

~ Y — Yo i

ze ! —wy ) e 4 dt, = const.
0
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Das ist die erste Niherung der Schar ). Das sich durch P (z/, ') ziechende Glied von
O, ist f

Ve Y it

(34) we ! —~ze ! —5) e .t dt;=10.

Setzt man hier x = 0, so haben wir die Gleichung fiir ¢4

t ; . ;
e Y T 3-8k
g L dt, = —"—z'e !
; w,
i
die nur niherungsweise auf losbar ist. Auch aus (34) gewinnen wir die Gleichung von C,
in der expliziten Form

t

o (e ‘"—e"") “ Yy (et — o—1tr)
(35) r=xe! + wy J e! dt, = f,(1) .
g

Die zweite Niherung ist dann

2
e ) =vo+ | [lua(fi(0), t) — (0, )] [1 — vay(f2(0), 2)] dt -
ta

Bei der Bestimmung von w,):

%
w(e)(a’, ') =w, + f (Tupy(@, ) — vy, t)] do =
0

X’ / %)

’ . lvo i ;U] % —l(l’— 17)
= = 5 —— - s s ] Y e _1 2 0
A ‘ [vo + (1 — ) ex/ms (’ we) T 1w, L ]dx ’
0

verursacht nur der Typ I X%’R einige Schwierigkeiten. Endlich ist
o €

,
U@’ ) = J [oaxX’, 1) — lugy(z', )] dt =
o(x’)

4 1 = ’(v' = :’) v,y z
— J IVI)0 4+ vu(‘vo — 1) u{)?} e : — m)m (l —_ 1;0)] dt .
x%)

In (35) @° = " = 0 gesetzt, bekommen wir die erste Niaherung von (. Sie ist

t
4 [ vTa(e_”—E*“l) e
z=w, ) e dt, = 711(t)
0
und ihre Inverse sei ¢t = g} (z). Dann gilt in der Formel von u(,) (z/, ') : t° (') = g} ().
Die hier auftretenden unbestimmten Integrale sind leicht bestimmbar.
Die zweite Niitherung kann noch durchgefiihrt werden, wenn auch mit viel Rech-
nung. Die Rechnung der dritten und héheren Niherungen stdsst auf ernste Schwierigkei-
ten und kann praktisch kaum vollzogen werden.

13 A Matematikai Kutaté Intézet Kozleményei V. A/1—2.
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§ 3. Existenz-, Eindeutigkeit- und Stabilititssitze im Allgemeinen

Schreiben wir das Gleichungssystem (10—12) in die Form

(36) w+ w, =0
(37) w+lu—v=0
(38) o+ [0 — Dwl=0
und betrachten dabei die Nebenbedingungen
(39) u(z, 0) =uo(z) =0
(40) v(z, 0) =0%x) = 0
(41) 0(0, 1) = vy(t) = 0
(42) w(0,%) = wy(t) > 0.

31. Es sei nun erst vorausgesetzt, dass alle vier Funktionen: «?, v°, v,
und w, stetig und in & = 0, bzw. ¢ = 0 stetig differenzierbar sind, nicht aber,
dass die Grenzwerte

0°(0) = lim o(z,0) und vy(0) = lim »(0,1)
x—~0+0 t--0+0
ibereinstimmen. Wir beweisen nun erst, dass das System (36—38) mit den
Nebenbedingungen (39—42) ein und nur ein stetiges und stetig differenzier-
bares Losungssystem in 7' (¢ > 0,¢ = 0) besitzt, falls

v%(0) = 1,(0)

gilt, sogar beweisen wir auch im Falle ©9(0) == v,(0), dass es eine vom Null-
punkt ausgehende, den Bereich 7' in zwei Teile (T =T,UT,, s. Fig. 7.)
zerschneidende Kurve C9 und ein Losungssystem des Problems gibt, welches
in den offenen Gebieten 7', und 7'; stetig und ste-

t A tig differenzierbar ist (kurz: zu C; gehort), weiter
v und w im ganzen 7 stetig sind, dagegen v

7 ¢y lings C9 einen Sprung besitzt. Wir zeigen ferner,
dass dieses Losungssystem in beiden Fillen stetig
von den Randwerten u?°, 2%, v, w, abhiangt. Es sei
ja erst bemerkt, dass der Fall v9(0) = v,(0) einen

7} Spezialfall des allgemeineren Problems v°(0) #=v,(0)
darstellt. Da wir ferner nur in T, bzw. in 7', ste-
tig differenzierbares Losungssystem betrachten,

0 > so gilt nach (37), dass in beiden Bereichen auch
Figur 7. u,, und wu,, also nach (36) auch w, und w,,,

also nach (38) auch v, stetig sind. Nach dem
Schwarz’schem Theorem gilt also in 7', bzw. in 7'y

(43) Unt = Uixs. Uxt = Opx5 Wyp = Wi
Aus (37) und (36) folgt also fiir 7', einerseits, fiir 7', andererseits, dass

v =l + wy = — (lwg + wy) = — (lw - wy)y,
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also dass

—(lw+w)+[(v —1)w], =0
giiltig ist. Durch Integration bekommt man

[ O**(t), falls P(z, 1) €T,

(44) — (lw+w) + (v — Dw | C*(t), falls P(x,t) €T,
dv. H.
= i 1 4 (lu == T I C**(t)
(45) Gdes k) s DGR
Es sei

—O*(t) = c*; — C**(t) = c**

Nach (36) gilt also endlich

ok
(46) w, -+ ww, = [lu— 14+ 1)]w + { C*
c
Es sei nun CY eingebettet in einer Kurvenschar (), durch die Differential-
gleichung
dw

il dt

= w(z, t)

definiert. (46) kann man jetzt auch in der Form

(48) ol SIS L PO o
dt c¥*

; b o : i
schreiben, wo also unter = die (innere) Ableitung von w langs der Schar zu
t
verstehen ist. Wir beweisen nun, dass
(49) et —ett —¢

gilt. €Y ist ja durch (47) und die Anfangsbedingung «(0) =0 definiert.
Da « und w stetig in 7 sind, besitzt die innere Ableitung lings C§ eine hebbare
Singularitit; mit « und w und mit der eideutig bestimmten Kurve C9 hat

namlich auch fddﬂ dieselben Randwerte lings C9 von beiden Seiten her. So

folgt aber nach (48), dass ¢* und ¢** lings C9 ebenso in 7', wie in 7', auch die-
selben Randwerte besitzen, also, da sie beide nur von ¢ abhéngen, sind sie
identisch, d. h.

(50) cti—ict* — e(t).
Mit Hilfe von (37), (41) und (39) kann man auch den Randwert
(51) u(0, ) = uy(t)

13*
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und ebenso mit Hilfe von (36)—(37) und (39)—(40) auch
(52) w(x, 0) = w(x)

bestimmen; dann ist aber aus (44) auch ¢* = ¢** = ¢(f) bestimmbar. Mit dem
Problem (36—42) ist also das Problem

(36%) uy+ wy, =10

(46%) w; + ww, = [lu — (1 4+ )] w + ¢(t)
(39%) u(x, 0) = u’(zx) = 0 ) 20(0) = ug(0)
(51%) u(0,t) = wuy(t) = 0

(52%) w(z, 0) = w'(x) 2 0 | 29(0) = 1,(0)
(42%) w(0,t) = wy(t) > 0 |

gleichwertig, falls wir nur die Losungen betrachten, die in 7', und in 7'; stetig
und stetig differenzierbar, in 7' aber nur stetig sind.

Das hyperbolische, quasilineare System (36*) — (46%) — . .. —(42%) besitzt
nun zwei charakteristische Scharen von Kurven, nimlich die Schar, definiert
durch (47) und die, definiert durch

(53) x = const.

(36%) — (46%) —(39%)—(52¥*) ist also in 7, eine gewohnliche Anfangswert-
aufgabe mit zwei Verdnderlichen, die — wie schon in § 2. bemerkt — in jedem
endlichen Teile von 7, ein und nur ein stabiles Losungssystem besitzt, sogar
auch im ganzen T, falls w%x) beschrinkt ist. Wurde diese Aufgabe gelost,
so kennt man die Werte von « und w lings C§ in 7', hat man also in 7', ein
charakteristisches Problem zu losen. Nach [6] bzw. nach § 2. ist es schon
bekannt, dass das Problem (36%)—(46%)— ... —(42%) ein und nur ein stabiles
Losungssystem (mit positivem « und w) in 7' besitzt, was aber in 7' vielleicht
nur schrittweise (s. § 2.) zu zeigen, bzw. zu rechnen ist. Desselbe folgt aber
dann auch fiir das urspriingliche Problem (36—42), w. z. b. w.

32. Betrachten wir nun den Fall, wo — dem vorigen Punkt gegeniiber —
die Funktion »4(f) nicht mehr stetig ist; tibrigens ist dieser Fall von prakti-
scher Bedeutung:

(54) u(z, 0) = u'(x) =0
(55) v(z, 0) = v%(z) =0
%<0, falls 0 < f2k
(56) v(0,1) = vo(t) = | ¢
l 0, falls & <t
(57) w(0, ) = wy(t) = wy = const. > 0

bzw. ein solches Losungssystem des Problems (36—38) bzw. (54 —57), fiir
welches » und w stetig in 7', ferner u, » und w stetig und stetig differenzierbar
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in Ty, T% und T%* sind (s. Fig. 8.). C% ist ja die Kurve der Schar (47),
welche durch die Anfangsbedingung

(58) z(e) =0
definiert ist. Nach den obigen Uberlegungen folgt auch jetzt, dass das betrach-
tete Problem mit einem (36%)—(46*)—...—(42%) dhnlichen Adquivalent ist,

also dass es ein und nur ein — den vorangehenden entsprechendes — Losungs-
~

tA
cr
* w
%
Cﬂ
£ 3
£ T1 ,
Vi
0 X
Figur 8.

system besitzt, welches stetig von den Randwerten abhingt. Die fehlenden
Randwerte und die Werte lings C9 werden in dem folgenden festgestellt;
es sei aber erst bemerkt, dass — wie die Gleichungen (36—38) zeigen, — das
einzige, den Bedingungen entsprechende Losungssystem in 7, das System

(59) v(x, ) =u(x, t) =0 und w(x,t) = w(t)

darstellt, wo mit w(¢) der Wert von w als Funktion von ¢ auf CY bezeichnet
wird. Dieses System ist ferner — wie es schon bemerkt — eindeutig bestimmt
und stabil. Bezeichnen wir dieses mit u.(z, t), v.(x,t), w(x, t).

Die Randwerte in 7', und in 7'y bzw. auf Cf ergeben sich durch einfache
Rechnung; unter Beriicksichtigung von (37), (39%), (51*) bzw. (56) bekommt
man

, ;’2(1 _et), falls t< e
&
(60) wo(t) = f vo(7) e-1t-D d 7 — g :
Y voe—“e —fullsit =
&

die Funktion ¢(f) wird aus (44) bestimmt, wenn man in (44) x = 0 einsetzt:

(61) e(t) = wo [1 + 1 — vo(9)];
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aus (46), (61) und (59):

(62) d?f+(l+1)u~:wo[l+l~vo(t)],

oder integriert mit der Bedingung w(0) = w, und wegen (56):

t
w(t) = wo[l — [ vy(z) e~ +DE-Dd7] =
0

(63) wo[l e (1—e0t0)|, t<e
el +1) :
o i (+De _
wolk—voe“(“”‘ il g h=ey
e(1+1)
endlich wird die Gleichung von C9 aus (47) und (63) wie folgt gewonnen:
7 t
(64) 9T o1 — | vo(r) e~ 060 dr],
dt 0
x(t) = w, je el £ 4 (e (1the — 1)7 +
L e+ .
(65) +)e
4 p—ed 20 [ +Dt _ g—U+De] oo (t>c¢.
1 41 HLEn T

e y . - i o v
Ahnlicherweise erhalten wir auf Grund von (25) und »,(0, 0) =2
€

— (%
e
0 0

Die Funktionen o, (1), w, (1), ¢ (1), w(t), z(t) und »(t) bestitzen nun folgende Grenz-
werte, falls ¢ nach Null strebt (0 (/) bezeichnet Dirac-Distribution):

(66) lim (1) = v, (1)

e->0
(67) lim u(t) = v e

e—->0
(68) lim ¢(2) = wo [1 + 1 — v, 6(2)]

&0
(69) lim w(t)= w, [1 — v, e~ Q+Dt]

e—>0

im z(t) = w, L% g iy

(70) 1518:[(1)—1% [1 l—i—l(l e—(1+Dt)
(10 B e

e—0 v ) = 1—e¢et ’
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O] besitzt also die Grenzstelle, definiert durch die Gleichung
= v,
(71) z(t) = w, [Z—l—i«l(l — e (4 ’))].

Wir zeigen noch, dass auch Cf eine Grenzstelle besitzt, falls e — 0, und zwar fillt sie
dann mit O} zusammen. Daraus folgt aber, dass das Problem (36—38) mit den
Nebenbedingungen

u(z, 0) =o(x,0) =0, ©(0,t) =06, w(0;t)=w,=const. >0

als einzige Losung lim w,, lim »., lim w, hat.
£—0 -0 &0

]

Figur 9.

Um nun zu zeigen, dass C:‘ eine Grenzstelle besitzt, betrachten wir Fig. 9. Nach
(60) und (59) sind Lings O} bzw. lings * = 0 in T

(73) ut >0 wund folglich wy < 0

giiltig, und da das Losungssystem in Tf stetig differenzierbar ist, gilt (73) auch noch in
einer Umgebung der obigen Randkurven. Also gilt die Ungleichung

(74) w(z + Az, t) < w(z, ) .

Somit folgt — fiir geniigend kleine ¢ — dass O} im Punkte P* (z*, ) einen kleineren
1

Richtungskoeffizienten (E(Iﬁ)’ als Y im Punkte PO, ) mit gleichem ¢ besitzt.

O} strebt also gegen C?, falls £ — 0, w. z. b. w.

Doch hat die mit dem Grenziibergang ¢ — 0 gewonnene Losung fur das physikali-
sche Problem keine Bedeutung mehr, da 0 = », (¢) = 1 stindig gelten muss, was hicr
nicht erfillt ist, wie es (70°) zeigt.

§ 4. Ergiinzung zu dem charakteristischen Problem. Frage der Existenz,
Eindeutigkeit, Stabilitit und Méglichkeit der Iteration

Wir behandeln z. B. den Fall des dreigliedrigen Systems (17) im Bereich
T: >0, t = @) (wo  =¢@(t) =2°%) die Gleichung der Hauptcharakte-
ristik ist) mit den Randwerten von § 2. lings @ = ¢(f) und @ = 0, die samt
mit ¢(t) zu C; 4+ Lip(1) gehoren, sich im Punkt 0 aneinander stetig ankniipfen
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(dabei ist ¢’(t) > 0, (o) = 0). Die Kurven # = ¢(f) und & = 0 sind Charak-
teristiken. — ‘Wir suchen eine zu O, + Lip(1) gehorige Losung der Aufgabe,
fiir die noch # > 0, v > 0, w > 0 gilt (Problem I.).

Das Gebiet 7 geht mit der ein-eindeu-
tigen Transformation & =, v =¢() — in
das Viertel & > 0, t = 0 der Ebene (&,7) tiber.
Gleichzeitig gehen CY in die Achse &, Achse
t in die Achse 7, die Geraden x = const. in
& — const., schliesslich die Geraden ¢ = const.
in die der Gerade 7 = — & parallelen Geraden
itber und é#ndert sich damit der Charakter
C, + Lip(1) von (17) nicht. So ist das Problem
I. mit dem folgenden Problem II. gleichwertig
(wir schreiben ¢’(t) = (&, ) und dann =z, t
Figur 10. statt &, 7):

yo,+ [(v —Dw]ly — [(v —1)w]), =0,
(75) yu, +w,—w, =0,
l yu, =v—lu.

Der Rand besteht jetzt aus den Achsen @z und ¢.
Die charakteristische Form dieses Systems ist

e = ey — ) (lu —
vl _+_ ,,104 /[)x —_ ( MZ{,, U) A Od(\r w ﬁ U/ _+_. r.\‘ — (,l U) (lll ,v) =
py—w Y —w w v
(76) w —w,=v — lu,
l v—lu
u, Bl et
¥
Die drei Scharen von Charakteristiken sind: die Schar mit der Gleichung
dt  ypy—w dx w : e :
— =1~ oder — =-—— (wozu auch die Achse z gehort), die Schar
dx w . ypy—w
C, der { = —u parallelen Geraden, die Schar C; der Geraden & = const-
T A x-0) A
8
&
Pixt)
() 4 2
0 S\ fss5° §
N
\\\(f=0) 0

Figur 11. Figur 12.
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Durch jeden Punkt von @ > 0, ¢ > 0 zieht sich je ein Glied der drei Scharen.
Die Glieder von O schneiden alle die Achse ¢, aber die Achse 2 nicht, da die

Losung der Gleichung LB Gt
dx w
Anfangswerten eindeutig bestimmt ist.
Jetzt zeigen wir, dass Problem II. genau eine Losung hat, die stabil
ist und mit Iteration gewonnen werden kann. — Existiert die verlangte
Losung, dann kann (76) in die Integralgleichungsform

— nach unseren Annahmen — mit den

B Py Bl A} [(l—v) l?t ) e il )(lu—v)dw’
(77) (P) = w( ) +B‘P(v = [u)d
u(P) :u(o)+J----—ﬁ‘dt
P
cp

geschrieben werden, die mit (76) gleichwertig ist. Durch Einsetzen einer n-ten
Niaherung in die rechten Seiten, gewinnt man die n 4 1-te. Zu einer ersten
Niaherung gelangt man z. B. dadurch, wenn man in allen rechten Seiten die
Werte von u, v, w mit ihren Werten in den Punkten 4, B und C (s. Fig. 12.)
ersetzt. So wird keine erste Naherung geliefert, doch die mit deren Hilfe gewonne-
nen Funktionen w,, v, w, sind alle Forderungen erfiillende erste Niiherungen
(z. B. nehmen sie am Rand die vorgeschriebenen Werte an).

Zeichnet man in der Ebene z, t ein Gebiet D, welches durch eine Trapez
OABC begrenzt wird (s. Fig. 13.), so kann der Courant-Laxsche Beweis [7]
fiir D auch in diesem Fall vollstindig durchgefiihrt werden. — Man sieht aus
(77), wie wesentlich es ist, dass am Rande x =0, t =0 iiberall w > 0 (im
vorliegenden Fall w = w, = const. > 0) und ¢’({) > 0 gelten und ¢’({) immer
iiber einen positiven Wert bleibt. Der Beweis gilt erst nur fiir eine geniigend
kleine 6 > 0, aber — da diese Eigenschaften der ursprungh(hen Randwerte
fiir die neuen Randwerte iibrighleiben — koénnen wir nach und nach mit

Y
x\'

Figur 13. Figur 14.
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sich an D kniipfenden Parallelogrammen und mit der Achse ¢ parallellen Strei-
fen mit der Breite 6 das ganze Gebiet # = 0, £ > 0 einnetzen. Damit sind alle
Liicken des Beweises der Paragraphen 2. und 3. ausgefiillt.

(Eingegangen 18. Mai, 1959.)
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06 OJJHOW NMPOBJEME IA30BOi JUHAMHUKU
(XAPAKTEPUCTHUUYECKASI T'PAHUYHASI 3AJIAUA
C PA3PbIBHbBIMW TI'PAHUUHBIMU 3HAUEHUSIMU)

I. BIHARI, T. FREY u A. PETHO
Pe3iome

CopOnble sIBJIeHUs, MMEIOLIME MECTO NPU TOKE ra3oBoil cmecu uepes Tpyoy,
IIPU HEKOTOPBIX YCJI0BUSIX BEYT K CMellaHHOit 3ajiaue, CBsA3aHHOI ¢ KBa3UJIMHei-
HOIl, rumepOoJinyeckoil cucremoil anddepeHunanpHeIX ypaBHeHHil MepBoro mo-
psiaxa (17). Pewenune nmercst B obnactu 7(x > 0, t > 0). 3ajaua pasnuuHbIMU
crnocobamu MoyKeT ObITb CBejleHa K aHAJIOTMYHOIf mpoOsieme CUCTeMbl M3 JIBYX
ypaBHeHuu. Bce aTu 3a1aum UMEIOT Ty 0CO0EHHOCTb, UTO B I'PaHUYHO-HAYAJIbHBIX
3HAUeHUSIX OJHOI M3 HeM3BeCTHBIX (QDYHKLUMU MMeeTcsl pa3pblB, 3ajauya He uMeer
peleHnsi, HermpepeiBHOro Bo Beell obuactu 7. B palore jlokaseiBaercsi, 4To Cyiie-
CTBYET pelleHue, KOTopoe Be3jie Kpome TOYeK HeKOTOPOil KPHUBOii, HCXO/IsI1eil 13
LEHTPAa CHUCTEeMbl KOOPJMHAT, TNpHUHAUIeKUT Kiaccy ¢yukuuit C; + Lip(l)
(ecsim ¥ rpaHMYyHble 3HAUEHMsT TAaKOBBI), 0oJiee TOro, OCTaJbHbIE JABe (QYHKLUK
HenpepbIBHBL BO Bceit o6mactu 7. Pabora jaér peueHne B OJIHOH U3 YaCTUUHBIX
obsacreil B sIBHOM Buje, B Jpyroil jaét npubmpKEéHHOE pelieHne ¢ IMOMOILbIO
uTepalu Ha OCHOBAHMM TPEX OJHOKPATHBIX MHTErpaJibHbIX YpaBHEHU, TPUUEM
U 0/lHa CHCTeMa XapaKTePUCTUK HaXOAUTC C TMOMOIIbI0 uTepauuii. PpoHT BOJIH
TAKKe OIpe/iesisieTcsl B SIBHOM Buje. B 0fHOM M3 HCCIIeIOBAHHBIX CleLiaIbHbIX
ciyuaeB pa3pbiBHasl QYHKUIMS IPUHUMAET HA JIBYX 0CAX JIBa PasINYHBIX IOCTOSIH-
HBIX 3HaUeHHUsI, BO BTOPOM — 3HaueHue, 3a/laHHOe Ha OJHOM M3 ocelt, — qUCTpU-
Oyuust Dirac-a. B npoTUBONOJIOKHOCTL TpebyliuMm paboTam aHajaoru4HOoro
cojepykaHusi, paboTa He CUMTaeT CKOPOCTbL TI'a3oBOil cMecu IOCTOSIHHOIA.
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