EINE MATRIXMETHODE ZUR LOSUNG VON ANFANGSWERTAUFGABEN
LINEARER DIFFERENZENGLEICHUNGEN

von
A. PETHO!

In der vorliegenden Arbeit wird die Anwendung des Matrizenkalkiils
zur Losung der %nfangs“mtaufgaben (im allgemeinen partieller) linearer
Differenzengleichungen in dem Falle dargelegt, wo die Koeffizienten von einer
Verdnderlichen unabhéngig sind. Zuerst wird die Methode fiir die gewéhn-
lichen Gleichungen mit konstanten Koeffizienten explizit (lur(hg,ofuhrt ($2);
danach ein konstruktives Verfahren diskutiert, wie die Lisung einer partiellen
Gleichung genannten Typs in Kenntnis der allgemeinen expliziten Losungen
der gewthnlichen linearen Differenzengleichungen mit (im allgemeinen) ver-
anderlichen Koeffizienten zu erhalten ist (§ 3). In § 4 wird die rechentech-
nische Einfachheit der Methode an einem partiellen Differenzengleichungs-
system (das von einem Problem chemischer Natur herrithrt) gezeigt, dessen
Losung andere Verfasser [1] mit der Methode der erzeugenden Funktionen
[2] bereits bestimmt hatten.

Den Uberlegungen liegt die einfache B(\lllerkllng zugrunde, dass im
kommutativen Ring der Matrizen der Form [Z,_;](4,_; =0 fiir i < j) die
ganzen rationalen Funktionen wie dieselben im Polynomrlngr tiber den reellen
Zahlen X' ,z* darzustellen sind, ferner dass die im Falle ;= 0 existierenden
Inversen auch Ringelemente sind (§ 1).

§ 1. Einige Definitionen und Bemerkungen

Wir beginnen mit einem Hinweis auf die einfache Tatsache, dass die
Losung der fiir die Funktion u(z) (x =0, 1, ...) bestehenden linearen Diffe-
renzengleichung m-ter Ordnung

b/s

(1) (@) u@ + 1) = b(@) (an(x) = 0)

Il
o

¥

mit den Anfangsbedingungen

(12) u(g) =u,, 0=0,1,...,m—1 (u, vorgegeben)

1 Zentralforschungsinstitut fiir Chemie der Ungarischen Akademie der Wissen-
schaften, Budapest.
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cine rationale Funktion der Beiwerte a,(xv), des Gliedes b(z) und der Anfangs-
werte u, liefert:

m—1
(13) 2 P (a)b(7) + > R(a)u,, x>m—1,

=0 0= ()

wo P (a,) bzw. R(a,) ganze rationale Funktionen der Veranderlichen
a,(0)  alr— m) =1,
m(O) m(x e

Da im Operatorenmodul der Vektoren von » Dimensionen (einschliess-
lich » = o0) — ihm als Operatorenbereich den Ring der kommutativen
quadratischen Matrizen n-ter Ordnung zugeordnet — dieselben Rechenge-
setze wie bei Zahlen gelten [3], muss das eben Gesagte auch in diesem Opera-
torenmodul bestehen; wir bewiesen also den

Hilfssatz I. Die Ldésung der linearen vektoriellen Differenzengléichung
m-ter Ordnung mit vertauschbaren quadratischen Matrizenkoeffizienten

, m — 1) sind.

m
(14) SAE U@+ 1) =b@) (|An@)|#£0; x=0,1,...)
r=0
mit den Anfangsbedingungen .
(15) u(g) =u,, ¢=0,1,...,m —1 (u,vorgegeben)
ist wie folgt:
m—1
(16) 2 b(z) + > E(A)u,, t>m—1,
0=0
hierbei werden die sog. Resolventmz,mafrisen P( o), By(A,) dargestellt, indem
man in den Funktionen P (a,), R,(a,) (s. )) fiir 1110 ‘Skalarverinderlichen
(17) A(0) i ke TSI S REN, T

An(0) Ap(r — m)
setzt.

Die Losung einer partiellen Differenzengleichung genannten Typs lisst
sich immer — wie in § 3 gezeigt wird — zu der Losung solcher gewohnlicher
vektorieller Differenzengleichungen reduzieren, in denen die Koeffizienten
Polynome der (unendlichen) Matrix

(18) I= [Ai—j] s Aij=0i_j, (,j=12,...)

d. h. Matrizen der Form?2

20 0 .
7 4750 -
(19) A= }?;(‘]}‘klk = Aahd-

2 Hinsichtlich der Potenzen von T siehe [4).
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kiirzer:
Aa=Thils A ;=0, wenn ¢ —§£01,4..,%

sind.
Die Matrizen A, sind im Fall 4, -+ 0 invertabel, inshesondere gilt fiir 1, =1

n © n Vv
(110) — =A='+ A4 I :2(—21k1k) :
An k=1 =0 =1

Es ist nun leicht zu sehen, dass die Matrizen A, (n beliebig, einschliesslich
n = oo) einen kommutativen Ring definieren, in dem die Rechengesetze
gelten:

(111) S RIS BT = 3 (4 + )T
(112) ShI SHT = Z A+ .. + R IE,

die mit denen im Polynomring X2 2% iiber den reellen Zahlen 2, iibereinstim-
men.
Wir wollen nunmehr A, nach den Potenzen von I ordnen. Nach dem poly-
nomischen Lehrsatz gilt

= v!
(18) AP=3 ¥

TR s eny L DO

]L ! (_Zl)k‘ Ry (_‘ Z’n)k" Ikl(“' t 1k ’

wo ky, ky, ..., k, nicht negative ganze Zahlen sind. Hier ist der Beiwert von
Ik =0, 1, ...) leicht zu berechnen; es gilt niamlich

(114) 7 TR WL LE Ty PV o TS SR T S R

das heisst

(115) v=k—ky,— ... —(n—1)k,,
folglich ist der Beiwert von IF:
o dy by S NN
1L TS RC e St ST e (ol L O 1 S 0 1Y
ky+ ..‘-t'nk,,——k kl' LBUED l’"!

Somit haben wir fiir A;! erhalten:
(117) Ait= DIV,
frami
woraus zu sehen ist, dass A;! auch dem erwihnten Matrizenring angehort
(im Falle 4,=~0). Hiermit haben wir folgendes bestitigt:

Hilfssatz I1. Wihlen wir fiir die Koeffizienten in (14) die Matrizen (s. § 3):

n
(118) Al@)= a5 r=01,...,m; a,(z) =1,
§=0
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wo die a,.(x) beliebige Beiwerte und n eine nicht negative ganze Zahl bezeich-
nen, so gilt fiir die Inverse von A,(z):

Al (z) = ~ by (li—:,,k%_:,"'_(n_l),kﬁ)! %
(119) k=0 Kyt.. Frke=k ol ol
X (— @y (@) . . (— @po(@))iI¥,
ferner sind
(120) AQ(O)AY e AQ(,w_:ﬁ). (e=0,1,...,m—1).
Am(U) Am(m e m)

Elemente des kommutativen Ringes von Matrizen [4,_;] (4,_; = 0 fiir ¢ < j),
deren ganze rationale Funktionen, somit auch die Resolventenmatrizen
P(A,), B(A,) wie im Polynomring £2,z* iiber den reellen Zahlen 1, berechnet
werden konnen.

§ 2. Losung der Anfangswertaufgaben von gewohnlichen Differenzengleichungen
mit konstanten Koeffizienten

Zur Anwendung des Vorangehenden werden wir die explizite Losung
der gewohnlichen Differenzengleichung

n
(21) S au(y + s) =c(y) (@a,=1; y=0,1,...)
§=0

mit den Anfangswerten

(22) (o) =u®, 6 =0,1,...,m —1 (u vorgegeben)
ableiten.
(21) ist — wegen des Bestehens von (21) beiy = 0,1, ... — mit dem linearen

algebraischen Gleichungssystem gleichwertig:

=
|

a, 0 0 -k u(n) c(0) — 2 a, u®
a=0
n—2

Grq a, 0 oo u(n +1) o(l) — 3 auf*+h
=0

(23) . o - . _— z

" : . . . e(n — 1)— agu—

a, : . : . c(n)

0
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Fiithrt man die Matrizen (18) und die Vektoren

(24) lt:[u(;z,+y)] (y=0,1, )
n—1-y
0 N (0+y) | ’
(25) b=[byl(y=01,...), bly) = ' c(y) = ault ,y <n
| “y) » P

ein, so kann (23) in vektorieller Form geschrieben werden:

n
(26) _):asI"'Siu-—. b,
§=0 ]
woraus
n —1
(27) u:[ZaSIHJ b
s=0

folgt. Nach (118)—(119) gilt aber

U —1 @
N, In—s] = S 1P
§=0 k=0

(28)

= k—ky—...— (n—1)k,)! ; _
A= - ( i k! i | o A~ 8)" . o ~a0)™%,
ky+...+nky= 1+ -yt
wo ky, ..., k, nicht negative ganze Zahlen sind. Somit haben wir als Losung

des Problems (21)—(22):

n—1
c(0) — 2 a, u®
=0

n—2
c(1) — 2 a uet)
g=0

(29) u(y)= e;~n+l ( 2 v Ik) b= [}'y—n’ }”y—n—l’ cen ] >
k=0 5

c(n—1) —agu®—"

_c(y —n) .

wo e; den i-te Basisspaltenvektor, d. h.

(210) ef=[0...010...16(=1,2,...)
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bedeutet, oder nach einer Umformung

y—n n—I P

u(y) — Z }..y_n_nC(ﬂ) = 2‘ (;"_vfn au+]‘y— n l(lrr—fl_{'_ v & +Ay n (ra()) u(q)' I/< n ‘—1 o
n=0 o=0

(211)

§ 3. Reduktion der Anfangswertaufgaben von partiellen Differenzengleichungen
mit Koeffizienten, die von einer Verinderlichen unabhingig sind, zu denen
der gewohnlichen Gleichungen

Im vorigen Paragraph wurde gezeigt, dass sich die Losung einer gewthn-
lichen Differenzengleichung — falls ihre Koeffizienten Konstanten sind
— zu der einer vektoriellen Gleichung mit Matrizenkoeffizienten reduzieren
lasst. Seien nun Differenzengleichungen von zwei (oder mehr) Verdnderlichen
betrachtet, deren Koeffizienten jedoch von einer Verinderlichen (sei )
unabhingig sind. Wir konnen die dargelegte Methode ohne weiteres auch
zu ihrer Losung iiberfithren, wenn nidhmlich die anderen Verdnderlichen
als Parameter behandelt werden. Im Folgenden wird das Reduktionsver-
fahren — der Einfachheit halber — fiir den Fall von zwei Verinderlichen
durchgefiihrt. Es sei also die lineare Differenzengleichung m-ter bhzw. n-ter
Ordnung beziiglich @ bzw. y fir die Funktion w(x,y) (x,y =0, 1, ...)

(31) N Na @ u@+ry+s) = c@y) (@) = 1)

r=0 s=0

mit den Anfangsbedingungen gegeben:

(32) (o, Y) = u,(Y) » e=0,1,..., m—1
(33) u(x, o) = u)(x), ¢ =051 wat— 1
(34) u,(0) = u(0).

Hier stellen u,(y) und «‘”(z) vorgeschriebene Funtionen von x und y dar,
die noch der Kompatibilititsbedingung (34) geniigen. (31) und (33) sind

— wegen des Bestehens von (31) beiy =0, 1, ... — mit dem linearen alge-
braischen Gleichungssystem vom Parameter x, giiltig fiir die Unbekannten
w(@+r,n), w@-+r, n+1), ... gleichwertig:
_a,,,(x) 0 SRS ™ wax + r, n) N
Grna(@) . @a(E) 0 i w@+r,n+1)
m . . . .

(35) ; () T b . -

aro(x)

0
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— —_ —_ 1 —

n

c(x, 0) a,,(x) u(x + r)
a=0
n—2
c(x, 1) D' a(x) uletD(x 4 7)
o=0
c(x, n — 1) r=0 Aro() u=D(x 4 7)
c(x, n) 0

Fihrt man die Matrizen (18) und die Vektoren

(36) W@ + 1) = [u(@ + 7,7+ y)] (y=0,1,...)
(37) b(z) = [b(z,y)](y =0,1,...), bx,y) =
e, y) — ,S "fyam JulCtNe +1), y<n
= (. y) e » gen—1

ein, so kann (35) in einer vektoriellen Form geschrieben werden:

m

(39) 3 2aw | ute + 1) = b (Omn(@) = 1) -

r=0 \s=0

Die zu der gewdohnlichen vektoriellen Differenzengleichung (38) gehérigen
Anfangsbedingungen sind gemiiss (32)

(39) u(e) =u, = [«(@,n+9)], e=0,1,...,m—1 (y=0,1,...).
Nun, da wir die Losung von (38) neben (39) nach den Hilfssitzen I und II
schon ausfiihrlich besprochen haben, bleibt also nichts anderes iibrig, als

aus der vektoriellen Losung die Losung des Problems (31)—(32)—(33)—(34)
aufzuschreiben:

x—m m—1
(310) wu(z,y) = e;‘—nﬂ{ D P (A)b7) + 3 Ry(A,) ug}; x>m—1, y>n—1l.
a=0 0=0 8

Bemerkung: Das Reduktionsverfahren fithrt zu einer gewohnlichen Diffe-
renzengleichung mit von 2 unabhingigen (also konstanten) Koeffizienten
dann und nur dann, falls die @, (z) in (31) solche gewesen sind.

14 A Matematikai Kutaté Intézet Kozleményei V.A/1—2,
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§ 4. Eine Anwendung: Losung eines partiellen Differenzengleichungssystems
mit konstanten Koeffizienten

Bei der mathematischen Behandlung der chemischen fraktionierten
Verteilung [1] ergab sich das partielle Gleichungssystem (Gleichung (1) loc.
cit., abgesehen von den Bezeichnungen):

(41) ve+1, y+1)=Q1—-Hhw@y+1)+gv(,y)
(42) wae+1, y+ 1) =fu@y+1)+1-g oy,

wo f und g Konstanten bezeichnen und die folgenden Anfangsbedingungen
gelten: ;

1, y= 1L e
(43) gl T =0y pre gy =10 #=0

\0,y>0 0, 2> 0
(44) w(0,y)= 0 ; w(x,0)=0.

Das Gleichungssystem (41)—(42) ist in Gleichungen, bestehend allein fiir
v bzw. w, zu zerlegen:

45) ox+2,y+1)—fo@+Ly+1) —go@+ Ly — ho(,y) =0

(46) w@+2,y+1)—fw@+ Ly+1) —gw@+1,y) —hw@,y) =0
(el gl .

v erfiillt die Bedingung (43) und

0, y=0
(47) o(Ly)=19,y=1
IO S g=El
sowie w die Bedingung (44) und
0 y=20
(48) w(l,y)=31—9, y=1.
0 y>1

Da die Gleichungen (45) und (46) gleicher Gestalt sind, kann die gemein-
same Verdnderliche u(z, y) eingefiihrt werden, damit wurde uns die Aufgabe
gestellt, die Differenzengleichung

49) w@-+2,y+1)—fu@+1,y+1)—gux+1,y) — hu(x,y) =0

mit den Anfangsbedingungen

0, & =0

gy
(410) u(o,y>=uo<y>={0 Y e =mm = By =1;
: ’ ]Qy>1

@, 0) =a9%) = {Z’x & 3
, x>
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zu 16sen, wo die Relationen

a:llwenn u=v bzw, R |
p=g] B=1—g]
gelten. Die Losung von (49)—(410) ist auf die der gewohnlichen Gleichung
(412)  w(x +2) + ayu(z + 1) + apu(x) = b(x); u(0) = uy, u(l) = u,

zuriickzufithren (s. (211)):

(411) wenn % =w

x—2
(413) UWx) = 3 Ao b(®) — (A—p @) Uy — (A @y + Ayg o) U,
=0
k—k,)! =
(414) 4, = B ) (—aph(—ag)e= 3 (k sz == —my),
PRS T RN o Ky

wo ' bedeutet, dal in der Summierung nur die Werte ky > 0 mit £ — 2k, > 0
ks

beriicksichtigt werden. Beriicksichtigt man, dall 4, , (—ay) (® =2, 3, ...)
die Losung von (412) (ndmlich im Falle u, =1, u, = b(z) = 0) darstellt
und so die Identitit

(415) — A1 =81 Ay + G Ay g, r=3,4,...
— wie es leicht zu sehen, auch fiir # = 2 — besteht, so lisst sich (413) noch
in eine einfachere Form bringen:

x—2
(416) wx) = 3 Ay b(@) — A pa0u + A %y, B=213 0
n=0

Nach dem Reduktionsverfahren setzt man

(417) Ay=—hrI, A =—(I"+gI);
(418) b(x) = [b(x, y)], bz, y) =
= ha,x =0
N, u®@ + r =[ . =0
— 1750 e \0 ;250 %
0 + g >0

(also nach Einfithrung des Basisspaltenvektors e,)

__[hoe, =0,
(419) b(ao)—{0 o
(420) o = [0,y + 1)] =0,
(421) w, =ully + Dl =Fe,.

14%
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Die Losung unserer Aufgabe ergibt sich mithin nach (310) und (416):
(422) u(@,y) = €5 {Po(A,) b(0) + R(A,) )} =
i e;{haPO(Ar) = ﬂRl(Ar)}el; z>1Ly>0

WO

(423) Pay =3 [F T2 T Gy gt @ 22020
]

(424) Rikhelsli v IJ A (T 4 g2 (@ —1— 21> 0).
1

Setzt man nun

@) AW =Tl = 3" T an e g -2tz 0,

l

so sind Py(A,) = A (x — 2) und By(A,) = A (x — 1), wo sich die Matrizen-
elemente 4,_;(k) nach dem binomischen Lehrsatz bestimmen lassen:

(426) Alk) = [li—j(k)] = 2 fk 2l ! ("22’ k—21 (7) Il+v) )
[

Mit der Bezeichnung

(427) l+v=n,d h r=n—1
wird der Beiwert von I" (n =0, 1, ...)

k— kE—20(g\*!
428 2.k =" k—~2lp! = ,
bl b L v )

oder unter Anwendung von

(420) [k z_l

n—1 n

(Ic-—2l 2

Y

ergibt sich

!
(430) Ah)= > 7; l] fr-2t (9
l

n—1I :f"(gln Y(n) k—lJ[kjl.
f fl o\t Jlgf
Endlich gelangt man nach (422) zur Losung von (49)—(410) wie folgt:
w(@, 9) = e {ha [A_@—2)]+ B [Aj@—11 &, = h o dy_y(5—2) + fly_y(2—1) =

(431) = o hf*2 (?]y_l(hf;@o) {y 7 1) (z ;—) : l (gfj
N | s

(Eingegangen 4. November, 1958.)
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NPUMEHEHUE MATPUYHOI0 MCUYHUCIEHUSA K PEIIEHHUIO
3AJAYM KOWM JISA JIMHEWHBIX YPABHEHHMI B KOHEUHbBIX
PA3HOCTAX

A. PETHO
Pe3iome

B pabore noxasbiBaeTcsi NpUMeHeHMe MATPUYHOI'O UCUMUCIIEHUS K pelleHHIo

3ajau Kowm juist JMHeHHBIX ypaBHeHMHI B KOHeYHBIX (0OBIYHO YaCTHBIX) pas-
HOCTAX B ClyyasiX, Korja Ko3(p(QULMEeHTbl He 3aBUCAT OT OJIHOH INepeMeHHOii.
CHauvana noJsiyyaercst siBHOe pelieHue OOBIKHOBEHHBIX YpaBHEHMII ¢ IIOCTOSIH-
HBIMM Kod(pduuueHtamu (§ 2), mocsie 4ero Jaércsi KOHCTPYKTUBHBIA MeETOJ, C
MIOMOILLI0O KOTOPOI0 pelleHhe YpaBHEHUs] B YACTHBIX Pa3HOCTSIX MOYKeT OBITh
OTIpeJIeJIeHo, ecu u3BeCTHO 00Lee pelieHre 00BIKHOBEHHBIX ypaBHeHuii (BooOwe ¢
nepemeHHpiMH Koapduumenramu) (§3). B §4 B KayecTBe npumepa paccmaTpu-
BaeTcsl siBHOE pemleHue 3ajaun Komu 0 HOH CUCTEMbI ypaBHeHMH € YaCTHBIMU
PasHOCTSIMU M TOCTOSIHHBIMUM KO3 ULIMeHTaMK, BCTpeyaloleiics B 0aHO# 1poo-
JleMe XMMUHU.
' B pewenusix MCnosb3yloTcst JMLIb 3JIeMeHTapHble CpeiCcTBa MATPHYHOI'0
MCUMCIIEHUST U TOT (DAaKT, 4TO B KOMMYTaTHBHOM KOJIbLlE TPEyroJIbHbIX MaTpHI{
[4—] A-;=0,i<j; i,j=1,2,...) cnpaBeyiuBbl Te >Ke INpaBMJa, UTO U
B KOJIplle MHOTOWIeHOB X' A, z¥ Hajl BellecTBeHHBIMM YMCJIAMH U YTO B Clyuae
Ay = 0 911 MaTpuLbl 00paTUMbl 1 00paTHbIe MATPULIBI TAK)KE SIBJIAIOTCS dJIeMeH=
Tamu KoJpua (§1).
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