UBER GEWISSE ELEMENTENFOLGEN DES HILBERTSCHEN RAUMES
von
KAirory KONCZ!
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Definition. Eine abzihlbare Einheitsvektorenmenge {v,} des Hilbertschen
Raumes heisst eine u-Menge, wenn die Norm der Differenz von jedem V ektoren-

paar grésser als |2 ist ; und heisst eine g-Menge, wenn die Norm der Differenz
von jedem Vektorenpaar nicht kleiner als | 2 ist, aber mindestens fiir ein V ektoren-
paar || v,— v, || =V2 gilt (n £ m).

J. CzrpszeEr und P. ErpGs haben in Matematikai Lapok 8 (1957) S. 313
die folgende Aufgabe gestellt:

Es soll bewiesen werden, dass man auf der Oberfliche der Einheitskugel
des Hilbertschen Raumes eine unendliche Punktmenge geben kann, in welcher
die Entfernung von zwei beliebigen Punkten grisser als /2 ist, und wenn eine
unendliche Teilmenge der festen Einheitskugel des Hilbertschen Raumes
mindestens einen Punkt der Inneren de_r Kugel enthilt, so enthilt sie zwei
Punkte, deren Entfernung kleiner als }/2 ist.

Es ist klar, dass diese Aufgabe auf die Existenz von u-Mengen hinweist.
Die vorliegende Arbeit geht aus dieser Aufgabe aus, und untersucht die Frage,
ob bei u-Mengen bzw. g-Mengen die Entfernungen von |2 bedeutend abweichen
konnen oder nicht, bzw. wann diese Abweichung von gewissem Gesichtspunkt
aus am grossten ausfillt.

§ 2.
A=l n=018...) eine g- oder eine u-Menge, so ist — mit
der Bezeichnung a,,,= [J s — 00l — V2 m=0,1,2, ... =012 ...;
n = m) — bei festem m lim a,,, = 0. (Dies ist ein Korollar unseres Satzes 4,

n—>oo

den wir unten beweisen werden.) Es wire also natiirlich die Summe der Doppel-

reiheﬁ j(m) &, als Mass der Abweichung von /2 zu wéhlen, vorausgesetzt,
m=0n=0
dass diese fiir jede g- bzw. w-Menge konvergieren wiirde, was aber nicht der
Fallist. ((m) bedeutet neben dem - Zeichen, dass das m-te Glied der Reihe
m—1

fehlt, d. h. > ¢, =3 omn+ ' ) Es besteht nimlich:

n=0 n=m+1

1 Technische Hochschule, Budapest.
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2 A Matematikai Kutat6 Intézet Kozleményei V. A/3.
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Satz 1. Es gibt eine g-Menge, fir welche 200 é(m) al .= oo, wie auch

m=0 n=0
der Egponent | > 0 gewdhlt wird.
Beweis. Setzen wir
Dl == (s et ) (= 0,1::2...)
mit
z,;,=0 fir isEn,n+ 1

V_E" Tnnt1 = VE
Amm+1 = ﬁ“ﬁ,

ferner a,,,, =0, wenn |m —n| > 2. Also {v,} ist die gesuchte g¢-Menge.

« Nach dem Vorangehenden ist es natiirlich zu fragen: Konvergiert
™ ay, fiir alle g- bzw. u-Mengen, oder wenn dies nicht der Fall ist, ist es

n=0

Dann gilt fiir jedes m

méglich éinen solchen Exponent e > 0 zu finden, fiir welchen 3™ ajfe fiir

=0
alle g- baw. u-Mengen konvergiert. Die Antwort wird auf diesenFrage durch
folgende Sitze gegeben:

Satz 2. Man kann eine u-Menge konstruieren, fir welche 3™ afis < co

n=0
fir jedes m und jedes € > O ist.

Satz 3. Zu jedem 0 < e < 1 lisst sich aber auch eine g- Menge konstruieren,

fir welche 3™ aple = oo fiir jedes m ist.
n=0

Beweis von Satz 2. Es sei

(1) U =T ig5 oy v 5 Biaps v ben) (=012 .50
(2) fiir » = 0 setzen wir 29 =1 und z, =0, wenn (¢ =1,2,8,...);
fir n =1,2,3,... erkliren wir z,; = — L 5
(3) n+1
wenn ¢ =0,1,...,n —1 und

n
(4) xrm S Vl = (’I?/Tl); ]

(5) ferner z,;, =0, wenn ¢ > n.

Es folgt aus (1) bis (5), dass

Qo = || Uy — v, || ——VE:V(I—xno)z—{—(n—l)x;’;o—}-xﬁn—lfiz

=T =22, + a3 + n a8y — 78 + 1 —nad, — 12,
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das heisst

e —V)2
(6) Aon = V2(V1—xn0~1)=‘7—“;;?—,::1.
T n0

Aus (6) folgt 0 < a,, < .J[f_l, so dass Zm‘a});s < + oo fiir ¢ > 0 besteht.
- n -l
Ahnlich zu den Vorangehenden haben w?r fiir

Amn = V‘(xmo — Tpo)2 18 4 (Zmi — xno)z + 27,2,0 (n—m—1)+ mpzm e V§ =

= Vxlznom_,_zlzlom—2xm0xn0_2’cmmxno"*‘xrzto"*'x?nrn‘l‘xgo(n—m'—‘l)‘l'w?m e V2 e

Ferner folgt aus || v, || =||v,]| =1
A = V2 — 2% (@ + mxmo) e VE =
- V"é — o (xmm + m xmo)

VT = (@ + M) + 1

Auf Grund von (3) sieht man leicht, dass

i m m
7) Co =Ly M= = 1 — — =)
( m mm 'm0 | (m+1)2 m+l
also
¢ V2
0<a"’"<n+l’

und daraus ergibt sich Zm‘ alte < 4 oo (¢ > 0). Damit haben wir den
n=m+1
Beweis von Satz 2 beendet.

Beweis von Satz 3.

Hilfssatz 1. Die Einheitsvektorenmenge {v,} (n =0, 1, 2,...) des Hilbert-
schen Raumes ist dann und nur dann eine g-Menge, wenn (v, v,) < 0 fir
m=fEn; m=0,1,2...; n=0,1,2,... und fiir mindestens ein V ektoren-
paar (v, v,) =0 st ; und dann und nur dann eine u-Menge, wenn fiir jedes
Vektorenpaar (m # n) (v, v,) < 0 gilt.

Beweis. Tatsichlich hat man

(8) | om — 0n |2 =] Om |2+ || 02 |2 — 2 (0, 0p) =2 — 2 (0, 0)
was zu beweisen war.
Wir setzen nun $,,, = — (v, v,)- Dann besteht

Hilfssatz 2. Es gilt
1 =
ﬂmn == E(afnn +2 V2 amn)

(9)
] 20 B =00 11552 s m =i

9%
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Beweis.
agnn+2v§o‘mn: ”'Um—Un|12_2véllvm~vnn + 2 +

+2V§H7)m_vn”_2vgv§:2_2(vm’vn)+2_4:2ﬂmny

was zu beweisen war.
Ferner wird uns noch niitzlich sein der folgende

Hilfssatz 3. Wenn {v,} eine g-Menge oder eine u-Menge ist, so besteht

2p
10 et !
(10) 1 12)2 < Omp

Beweis. Wenn {v,} eine g-Menge oder eine u-Menge ist, so gilt
e O B [ 1,

so dass (10) folgt aus (9), was zu beweisen war.

Um also eine g-Menge mit 3 oj}° = oo zu erhalten, geniigt es eine

n=0
s

solche zu konstruieren, fiir welche 3™ flir —co gilt. Eine derartige g-Menge
n=0

ist die folgende: Es sei 0 < 6 < 1 und

S (k=1,2,3,...),

WO

]

und d > 0 so gewihlt wird, dass ¥ c¢f =2 — 6% besteht.
k=1

Die Vektoren der Menge seien:

Vs = (Dngiagn s w03 gy o st 5l) (=101 ' 20 s
wo Z,,=1—9,

(11) Ty — —Cpyy, WenDR §=2"T1. % | 28 (B =0,d; 2, -);

sonst setzen wir

T =0.
Man sieht leicht, dass
(Vs V2mig.ome1) = — (1 —0) ¢,y

=015 2w o Al — O] e28 iy
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und sonst (v,,, v,,) = 0 gilt (m < n). Es folgt also 8,,, = 0 und

@ o« o0 1
1ks = (] - @)lie cte — (1 — §)1teqite = oo,
n=%‘+1 mn = .) é " ( ) ék(%ﬂ)(ws)

denn

% -+ y) (1 + &) < 1 besteht nach der Voraussetzung. Damit haben wir

den Beweis von Satz 3 beendet.

§ 3.
Satz 4. Fiir jede g- oder u-Menge gilt
= 1 :
E(m)a?,mg; (m=0,1,2...).
n=0
Beweis.

Hilfssatz 4. Fiir jede g- oder u-Menge gilt die Ungleichung

(12) Smprn=<1 (= 0132, us)-

n=0

Beweis. Betrachten wir eine beliebige g- oder u-Menge {v,} (n=0,1,2,...),
und es sei u, fo, ..., 4, (K =1,2,3,...) ein System von nichtnegativen
Zahlen. Dann ist

k 2
(Z(m);u'nﬂmn = Um> z(m) Hn ¥y _S_
.
(13) e H Oy 2‘”‘) 2‘"" P BV 0p) <

k

= Z(m) /Li(’l)n, vn) i Z(m) ‘ug‘ g

n=0 n=0

Inmitten haben wir (v, v,,) < 0 beniitzt. Wenn wir u,, = f,,,,, setzen, so kommt
aus (13)

k 2
DT WIES LW
und daraus
k

2 =1

n=0
L ist hier beliebig, so dass sich die Behauptung von Hilfssatz 4 ergibt.

g ptung g

Um den Beweis von Satz 4 zu vollenden, erwihnen wir noch
Hilfssatz 5. Wenn {v,} eine g- oder u-Menge ist, so hat man

ﬂmn'

‘ p—

14
(14) O = 57

[



260 KONOZ

Beweis.? Wenn wir von der rechten Seite von (9) a%, > 0 weglassen, so
folgt augensichtlich (14) aus (9).
Zuriickkehrend zum Beweis von Satz 4, aus (14) und (12) folgt

4 2 1
(m) 2 e (m) B2 =
n2=0 mn —= 2 n%; ﬂmn = 9
was zu beweisen war.
Eine geringe Abdnderung der Konstruktion im Beweis des Satzes 3
g g g
zeigt, dass die Behauptung des Satzes 4 im folgenden Sinne scharf ist:

Satz 5.2 Zu einer beliebigen, positiven, streng monoton wachsenden, gegen
U nendlich strebenden, von unten konkaven Zahlenfolge {f (n)} (n =0,1,2,...)
kann man eine g-Menge konstruieren, fir welche

(15) 2 ol fin) == oo (m=0,1,2,...)
n=0
28t.
Beweis. Es sei firm =0,1,2,...;k=0,1,2, ...
(16) Im(k) = f((2k +1]2™)

und in den Intervallen k < x < k + 1 sei g, (x) linear. Mit A, (x) bezeichnen

wir die rechtsseitige Derivierte von g, (z). Offenbar ist k,, () eine positive,
monoton abnehmende Funktion.

Betrachten wir die Menge

Be=de bealle o tin oondBp oo 0b (m=0,1,2,...),
wo
1
17) - =R
Ty = — Cmye, Wenn ¢=2M2k -4+ 1) (b= 051,2,::.)5
sonst
Tymi=0

gesetzt wurde.
Die Zahlen ¢, > 0 werden mit der Formel

)

e = G Bl

(£=0,1,2,...5 m=10,1,2,.:.)
bestimmt, und ferner werde

2 Diese Abkiirzung meines urspriinglichen, lingeren Beweises stammt von Prof.
B. Sz.-Nacy.
3 Auf das Bestehen dieses Satzes hat mich Prof. G. Arexrrs aufmerksam gemacht.
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o)
19 = /=2 =012
2 V szo [ () i ;

gesetzt.

Es ist evident, dass || v,,|| =1 ist, sobald die in der Definition von
o, stehende Reihe konvergent ist. Diese Konvergenz ist aber, wegen der
monotonen Abnahme von hm(@) und wegen lim g¢,, () = + oo, eine Folge
[gm(®)]? Koo
der Gleichheit
+ o
+ o0
[gm(x)]2 Im (x) 0 gm(o)
Es ist auch klar, dass
1
(vav[2k+”2m): _Ecmk (m= 01 1, 2) & ; k: 0) 1; 2: : ');

und sonst im Falle n > m (v, v,) = 0 gilt. Deswegen ist B tatsichlich eine
g-Menge, da f,,, = 0 und zum Beispiel f,;, = 0 ist.
Endlich ist

S Bt = 3 chuf(2E+ 1127 —

n=m+1 k=0

1 2 hylk)
2 (

k) = oo
Y I e

da auch h’"—(x) monoton abnehmend ist und
Im(@)
+ o
| Pl gy — [t i) = = + oo
Gm(@)

besteht. Auf Grund von der Ungleichheit (10) ergibt sich die Behauptung des
Satzes 5.

§ 4.

Bezeichnen wir jetzt das System aller g-Mengen mit @, das System
aller u-Mengen mit 1, ferner die Abweichungssummen fiir eine Menge 4

(wo 4 €® oder 4 € 1) mit s, (4) = Zm‘(m) a2, (m=0,1, 2,...). Der Satz 4
sagt, dass die Menge der Abweichungss';;nmen von oben beschrdnkt ist und zwar

1
st ; gewiss eine obere Schranke, d. h.

sm(A)§%, wenn A €® oder A€l
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Weiterhin ist die Frage natiirlich, ob es fiir die s,,(4) eine kleinere obere
Schranke als l gibt. Es ist einzusehen, dass die Antwort negativ ist, es ist
niamlich leichtzeine Menge 4 € ® bei gegebenem ¢ > 0 zu konstruieren, mit
8$(4) > %— e fir ein einziges m.

Weiterhin konnen wir noch fragen: Existiert es eine solche Menge A4
(4 €® oder 4 € 1), bei welcher fiir mehrere m oder fiir jedes m die s,,(4)

sich beliebig zu % nihern? Auf diese Frage gibt der nachfolgende Satz in

gewisser Hinsicht eine Antwort:
Satz 6. Zur beliebig vorgegebenen Zahl € > 0 gibt es eine Menge A€ ®,
fiir welche bes m =0,1,2, ...

(20) s ) 5 % e
28t.

Beweis. Es sei A4 eine Vektorenfolge 4 = {r,:k =0,1,2, ...}, und
setzen wir

Pom =Um, Tomiy = Wp (=01 12 e
So ist
A=t e — 01820 s s s =000 5020 o b
WO
U == (Bros T, =0 51 Lo o2 )
und
2= ¢ tiin 4= 201 k- om — .} (E=100 12 e S) e
(21) T =0 fiir i 2m+1k 4 2m 1 *k=0,1,2,...),
ferner
Wy, :(ymo’yml""’ymi! )1
WO
ymm:'—'l,
Vg — 0 tUr 2 == m;

die Zahlen ¢, > 0 sind so gewahlt, dass chﬁ =1 ist und
k=0

o < el
. J1i—9s

2

besteht.
Es ist klar, dass 4 € &. Betrachten wir jetzt

oz o = S lon — ol V2P + 3 (lon— w0l — V3

m=10,1,2, ..:):
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’

Aus (21) folgt, da || v, — v,|| — V2 =0 ist, wenn 2 =0,1,2,...;
=0 L2, s ==

gl 4) = go(uvm —w,]| — V2=V +1)2+1—ct 212+

+ Ma FIFHI= P ot eIl AR £ =

20,,
_2[V20n+ Vz]z_z [Vcn+1+1]2

2c2 2 il
2(V6+1+1)2 EIES

Damit haben wir den Beweis von Satz 6 beendet.

Zum Schluss méchte ich den Herren Prof. G. ALEXITS, Prof. A. CsAszAx,
Prof. P. ErDGs, Prof. B. Sz.-Nagy und Adj. D. KrAuik fiir ihre bereitwillige
und herzliche Hilfe, die sie mir bei der Fertigstellung dieser Arbeit dargebieten
haben, aufrichtigen Dank sagen.

(Eingegangen: 7. Mirz, 1960.)

0 HEKOTOPBIX ITOCJIEAOBATEJIBHOCTSIX 3JIEMEHTOB 'MJIbBEPTOBA
NMMPOCTPAHCTBA

K. KONCZ
Pesiome
B § 1 naercs cieayiouee

Onpenenedne: MHOYKECTBO eIMHUYHBIX BEKTOPOB I'MJIb0EpPTOBA MPOCTPAH-
ctBa {v,} (n=0,1,2,...) HasbiBAeTCS U-MHOYKECTBOM, €CIH | v, — v,|| > J2
JUISL KQXKAOTO m 2= n; U g- MHOKECTBOM, ecl |[v, — v, = J2 ans kaxcoro
m == m, HO 10 KpaiiHeil Mepe JUIsl OJIHO| Tapbl BEKTOPOB || v, — v, | = y2.

J Czipszer 1 P. ErDOS B 1957 ropy mocraBuiM 3ajauy, B KOTOpPOH co-
JIEP)KUTCS YKasaHMe Ha CYLIeCTBOBAHME U-MHOYKECTBA.

Hacrosimast pabora B CylmHOCTH 3aHMMaeTcs MCCJIeJI0BAHUEM TOTO, MOYKET
nu GbITb yKIIOHEHHE || v, — v, | — J/2 (0Bo3Hauaemoe uepes o.,,,) SHAUNTETLHBIM.

§ 2 usyuaer BOIPOC, YTO Lesieco00pa3Ho 0bI0 ObI BEIOpATh 3a Mepy YKJIO-

=] (=] 0

HeHuif. Mbl JloKagbiBaem, uro 2<’"> Onn ((>0) u 3™ alis (0 < &< 1)
m=0n=0 n=0

HEro/IHbl, OTOMY YTO 3TH Psijibl MOT'YT pacxouTest ((m) 0603HaqaeT uTO 0TCY-

TCTBYET WJIeH, KOTOPbIi IMeeT HHJIEKC 171; T. €. 2‘('”) 2‘ A 2‘ Crmn) -
n=0 n=m+1

B § 3 noxasbiBaercs, uro Z(m)a?m NpurojHasi mepa, IOTOMY uUTO

n=0
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e
1
e a};,,,<5 JUIA BCeX ¢- WJIM U-MHOXKECTB M YTO 3Ta Teopema CXOau-
n=0

MOCTH OCTPa B HEKOTOPOM CMBICJIe.
B § 4 1151 g- unm u-mHo)KectBa A Mbl ynorpedsisieM o0o3HaueHue

~(m)
'gm(A) == ‘20 a127m
n=

M JIOKa3blBaeM, 4TO K Kayaomy & > O M0o)KHO HaWTH TaKoe g-MHOXKeCTBO A, 1151
KOTOpOro

1
San(4) > — (m=0,1,2,...),
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