SUR UN PROCEDE D’APPROXIMATION AVEC DES CONDITIONS
AUX LIMITES

par
MEerLANIE SALLAY

Soit @ la classe des fonctions g(x) continues dans l'intervalle [0, 1] et
satisfaisant aux conditions

(1) a;g(0) + b,g(1) =0 =12,

Désignons par @, la classe des fonctions admettant une seconde dérivée
continue et appartenant a la classe @. De plus soit A une transformation linéaire
définie sur g € @ qui transforme la classe @ dans I'espace de Banach B de telle
maniére, que

IHels = allg] (g9€€)
[Hglls = Bllg"ll (9€€2).
Dans son travail [1] M. G. FREUD a démontré que pour tous les v > 1
v entier)
|Hg|lp < (= + 8 fr2) wa(g; v
ou

wy(g, 0) = max |g(x 4 h) — 2 g(x) + g(x — h)|.
h<é

Dans notre ouvrage nous examinerons le probléme précédant au cas ot
les fonctions ¢g(z) sont dérivables aux extrémités de l'intervalle [0, 1] et g(x)
satisfait au lieu de (1) aux conditions ci-dessous:

(2) a; 9(0" 4 b, 9(1) 4 ¢;9'(0) + d; g'(1) = 0 1=1,2,3,4-

Précisément nous démontrerons le théoréme suivant:

Théoréme. Soit €% la classe des fonctions pour lesquelles

a) g(x) est continue dans Uintervalle [0, 1] et dérivable aux extrémités de
Uintervalle,

b) g(x) satisfait aux conditions (2).

La transformation linéaire H applique €* dans lespace de Banach B de
telle maniére, que
= |Hglls = a]jg] (9€€*)
[Hellz = Bllg"ll (9€€e).
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Alors pour tous les v > 1 (v entier)

(9 |Hgls < 6o+ 32 ) 0yg,r ) + (204 20 fr2) - max |90

\

ou

50 =34 g — 70|~ )

6‘”-——2»[9(1) - g[l —i” —g).
2v

Remarques. 1) Si dans (2) ¢; = d; = 0, les conditions concernant la
dérivée de la fonction g(x) n’existent pas, ainsi @* = @. Dans ce sans notre
théoréeme est une généralisation du théoréme de M. G. FrREUD.

2) Si nous choisissons pour H une série de transformations linéaires
{Hy}, notre théoreme est plus interessant au cas ou dans les conditions (3)
v est borné et f est au plus d’ordre O(r—2).

Soit par exemple H = {E—A4,f}, — ou {4,} est une série de transfor-

mations linéaires transformant la classe @* a la classe des polynomes de la
n

forme >'C), cos 2k @ et E est la transformation identique, — et qui satisfait
k=0
aux conditions:

B — A fl| < allf] pour [€e*
B —A.f|| < pn2||f'|| pour feef.

Si nous supposons, que f(z) € Lip oo d’apres notre théoréme nous pouvons
facilement constater que || Hf || = O(n=*). De plus, si f(z) est dérivable et
f' (x) € Lipa il en résulte que || Hf || = O(n—(1+9).

Démonstration du théoréme. Divisons l'intervalle [0, 1] en 4» parties
égales et déterminons les fonctions

g, (x) et p, (¥)

de telle facon que

’

v 2

1) Soit g,(z) I'arc de la parabole qui passe par les points [; 3 g(ﬁ

VC;— ! § glk-j.—l]] k=1,...2», et dont les tangents sont les droites passant
29 2
. k k 2k+1 (2k4+1 2k4+1 (2k41y
parles points |— ; g|—| | ; . resp. [ : S
g [21/ g[Zv ] ' 4 4v ” o 4 g[ 4

o 2

2v 2y |
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2) De plus soit

pO@) O0szs< -
P.(x) = { gr(@) 2—<x< 1—-—

11
@) 1——<a<l
29

ou p®(x) et p®(x) sont les arcs de la parabole du troisiéme ordre pour les-
quels

pY(0) = g(0) Py (0) = g'(0)
1 1 1 1
1001 (e [ O ] [ e i
be (21}) g(2v) = [21;) gv(gv)
resp.
pP(1) =g(1) p(1)=g(1)
il il 1 1
W e ] e = bl (S| (FEE g | S |
Dy ( 9 » g( 21)] Py 21’) gl’( 21}]
Nous démontrerons tout d’abord que
2 :
(4) |9(@) — Po(@)| < 4 0y(g(2) ;777) + - max [69].
Soient

AP = g(0) — 29 [4%] + g(;—v)

S8

1
AP =g(1) —2g [1 — —| +
2 g(1) g{ 4v) g S

Les calculs faites, nous pouvons déterminer les fonctions g,(x) et p,(2)
sous la forme

41202 AP + 4v[g[4i] —g(0>]x+g<0>; 0ers
v =

2v
k)2 E\[ (2k+1 k
4 2 e ] A(k) 4 et o AP
il 211) il i lg[ 4 ] g(2v]]+
’ * k k+1
Bl G = +g[2v]’ 2v§x§ 2
[4v2(w—1)2+4v(w-l)]A;D+4v[g [‘”4_ IJ— g (2 ol ](w—l) i
v

FogtlE T s i,
2v

5*
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PO(x) = AP(813 a3 — 412 22) + 6O(— 49223 + 4y a?) +
(6) +9'(0)x +9(0)
(@) = AP[—8 ¥ (@—1)P— 4 ¥i(z—1)] + 8V —4 4} (z—1)*—4¥(z—1)"]+
v +g1)(@—1)4g(1).

D’apres (5) et (6) nous obtenons:
[g,(x) — pP()| < [AP]| - 84323 4 8422 — 2w x| -

(60 — 40228 L ava® 4 o)< 4|49+ 269, 0<z< o
v v
Par analogie d’apres (5) et (7)
I—Lé T= 1.
2y

19,(x) — piP(x)| < 4|4P] + L 162,
14

En considérant que max | 49 | < wy(g ; »~1), & 'aide des estimations
i=0,1

précédentes nous obtenons (4).
D’apres (5), (6) et (7) pour | py(x) | 'estimation suivante est valable:
(8) [py(@)| < 3292 wy(g, v™1) + 20 » max |6V,
i=0,1

Iidée suivante de la démonstration analoguement & [1] sera:
En considérant que p,(0) = g(0); p,(1) = g(1); p,(0) = ¢'(0) et pi(1)

=g¢'(1), p, () € €*.
Il en résulte que pour tout les & > 0 nous pouvons choisir une fonction

¥, € @, pour laquelle
et |n=|p|+e.

| Dy — )’vl =€
D’apres (3)
HHgHB < |[H(g — 9 ”B + HH(gv = 'Pv)HB + HH(pv = Vv)l:B =t

+ [ H vl < allg — gv| + |lg» — 2| + | v —W|) + B 7}
Etant donné que | g,(x) — g(x) | < @,(g; »=1) (voir [1]), en appliquant

les formules (4) et (8) nous obtenons

1Hglls < a[5 wyg, 1) + = max |50]] + f12[32 wy(g, v~Y) +
Y i=0,1
+ 2% max 69 4 (o + 1y,
Y i=0,1

ce qui établit notre théoreme pour ¢ — 0.

(Recu le 4 juin 1960.)
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OOdHA ANNPOKCUMALIMOHHASI 3AJJAYA C I'PAHUYHBIMU
YCJI0BUSIMHU

M. SALLAY

Pe3siome
B pabore jokasbiBaeTcsl ciefymoollas Teopema:
0603Hayum uepe3 @* wiacc (GyHKLHUiA, HempepbIBHBIX Ha oTpe3ke [0, 1],
AuddepeHLMPYEMbIX HA €ro KOHLAX U YAOBJIETBOPSIOILMX ycsoBusiM (2). TlycTb

H ecTb ompejesieHHoe Ha @* nuHeiiHoe npeoOpa3oBaHue, Y/I0BIETBOpSIOLIee

yesoBusiM (3) u oTobparkaromiee Kiace GyHKuuil @* na banaxoBo npocTpaHCTBO
B. Torjpa umeeT MecTO COOTHOLUEHHe

|Hgllp < (50 + 32 B wylg ;7)) + (20 + 20 fo2) - max |59

Y i=0,1
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