
SUR UN PROCÉDÉ D'APPROXIMATION AVEC DES CONDITIONS 
AUX LIMITES 

p a r 

M E L A N I E S A L L A Y 

Soit ê la classe des fonctions g(x) continues dans l'intervalle [0, 1] et 
satisfaisant aux conditions 

( 1 ) a,g(0) - f b,g{\) = 0 » = 1 . 2 . 

Désignons par ë 2 la classe des fonctions admettant une seconde dérivée 
continue et appartenant à la classe ê- De plus soit H une transformation linéaire 
définie sur g £ ë qui transforme la classe ë dans l'espace de Banach В de telle 
manière, que 

| | H g | | B ^ a | | j / | | ( f l r ç ë ) 

• | |Hg||B ^ ß H<7*|| [g Çë 2) . 
Dans son travail [ 1 ] M . G. F R E U D a démontré que pour tous les v > 1  

V entier) 
| | H g | | B ^ (a + 8 ßv*)co2(g;v-i) 

où 
w2(g, â) = max |g(x + h) - 2 g{x) + g{x - h)\. 

h<,ô 

Dans notre ouvrage nous examinerons le problème précédant au cas où 
les fonctions g(x) sont dérivables aux extrémités de l'intervalle [0, 1] et g(x) 
satisfait au lieu de (1) aux conditions ci-dessous: 

( 2 ) a , <7((b + 6,- <7(1) + ctg'(0) - f - dt g'(l) = 0 » = 1 , 2 , 3 , 4 -

Précisément nous démontrerons le théorème suivant: 

Théorème. Soit é* la classe des fonctions pour lesquelles 
a) g(x) est continue dans l'intervalle [0, 1] et derivable aux extrémités de 

V intervalle, 
b) g{x) satisfait aux conditions (2). 

La transformation linéaire H applique ë* dans l'espace de Banach В de 
telle manière, que 

| ] H g | | B iS. a ||gr|| ( g - e ë * ) 
(3) 

l | H g | | B ^ j 8 | | f l - ' | | (<K<§2) . 
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Alors pour tous les V ^ l (v entier) 

( 4 ) | | H g | j B £ ( 5 a + 3 2 ßv2) co2(g1 r - 1 ) + ( 2 a + 2 0 ßv*) 1 m a x | , 
v 1 = 0 , 1 

ou 

ó<°> = 2 v 

ó<i> = 2 v 

1 

2 v 
-9(0) 

9 ( l ) - 9 1 -
2v 

- g'( o ) 

î 

Remarques. 1) Si dans (2) ci = di = 0, les conditions concernant la 
dérivée de la fonction g(x) n'existent pas, ainsi ê* = ê . Dans ce sans notre 
théorème est une généralisation du théorème de M. G. F R E U D . 

2) Si nous choisissons pour H une série de transformations linéaires 
{Hv}, notre théorème est plus interessant au cas où dans les conditions (3) 
« est borné et ß est au plus d'ordre 0(v2). 

Soit par exemple H = {E—Anf}, — où {A n} est une série de transfor-
mations linéaires transformant la classe ê * à la classe des polynomes de la 

n 

forme c o s 2 к л et E est la transformation identique, — et qui satisfait 
k = о 

aux conditions : 

\\E - Anf\\^a\\f\\ pour /£<§* 

\\E-Anf\\£ßn-*\\r\\ p o u r 

Si nous supposons, que f(x) £ Lip a d'après notre théorème nous pouvons 
facilement constater que [| Hf || = 0(n~a). De plus, si f(x) est derivable et 
/' (x) £ Lip a il en résulte que || Hf || = 0(«-d+a>). 

Démonstration du théorème. Divisons l'intervalle [0, 1] en 4 v parties 
égales et déterminons les fonctions 

gv (x) et pv (x) 

de telle façon que 

1 ) Soit gßx) l'arc de la parabole qui passe par les points 

k+ 1 

Г & к 
— ; g 2v 2v 

; g 
2v 

par les points 

к + 1 

к + 1 

2 v 
к 

к = 1, . . . 2 v, et dont les tangents sont les droites passant 

2v g 

2v 
k + 1 

; g 
к 

2v 
2 k + 1 

4 v •19 
2k + 1 

4 v 
resp. 

2k+\ 
4 v 

- ; g 
2k + 1 

4 v 

2 v 



SUR UN PROCÉDÉ D'APPROXIMATION 67 

2) De plus soit 

P»(®) = 

Pv\x) 0 ^ x ^ 
2v 

, V 1 ! 1 

gv(x) — < x < 1 — 
2 V 2v 

p«,1» 1 — — ^ x A 1 
2 V 

où p l 0 ) » e t p i 1 » sont les arcs de la parabole du troisième ordre pour les-
quels 

РУ(0) = g( 0) 

pT 
pf ' (0) = 0'(O) 

1 1 

= Í7 — 

2 p = Í7 2 p J рГ î 

2 p 
(7v 

1 

2 p 

res p. 
P ? » = 0(1) 

1 
Pi1' 1 

2 p 
= 17 1 -

p<1"(l) = 9 ' ( l ) 

1 
Pv 1 

2 p - • " - i i -

Nous démontrerons tout d'abord que 

( 4 )  

Soient 

^20> = 9(0) - 2g 

Igv(x) — pv(x) I ^ 4 ш2(д(х) ; r"1) + — max |ő(í>| 

4P] \ 2 Р ] 

A*> = gl\)-2g\\-— + , 1 — 
1 i 

2 P) 

Les calculs faites, nous pouvons déterminer les fonctions gv(x) et p„(x) 
sous la forme 

( 5 ) gv(x) = • 

4 P2 x2 Jg» + 4 p 

h ) 2 

4 P2 x — — I dg' + 4 p 

A 
2 P 

g 
i 

- 0 ( 0 ) x + j7(0); O ^ x ^ 
4 p 

2 pj 

+ 17 

к 
x  

2 p 

2k + 1 

4 p 

k+ 1 

1 

2 P 

rJ] + 

— ^ X ^ 
2 P 2 P 

[4P2(X—l)2+4 p(x—l)]d£1)+4 P 4p — 1 
4 P 

— 0 
2 P — 1 

2 p 

+ 0 (1 ) ; 1 - — A X A 1. 
2 P 

5* 
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pf(x) = d«»(8 V3 x3 — 4 V2 x2) -f ó,0,( — 4 »>2 ж3 + 4 v x2) + 
( 6 ) + 0 ' ( O ) s + 0 ( O ) 

р*\х) = А£)[ — 8 Ф - 1 ) 3 - 4 Г 2 ( Г - 1 ) ] + Á < ] ) [ — 4 v2(x— L ) 3 — 4 v(x—1)2] + 
( 7 ) 

+ Ö-'(l) (X - 1 ) + 0 ( 1 ) . 

D'après (5) et (6) nous obtenons: 

\gv{x) — Pv\x)\ ^ | z l f | | - 8 r 3 x * + & v 2 x * - 2 v x \ + 

+ |<5(0>|| - 4 V 2 R 8 + U X 2 + x\ A A\Af\ + — |Ő<0) | , 0 ^ x ^ — . 
v 2v 

Par analogie d'après (5) et (7) 

\GV{X) — P V \ X ) \ A 4 | Д £ > | + - | < 5 Ш | , 1 - — 
v 2v 

En considérant que max | Ai/' | < co2(g ; v -1), à l'aide des estimations 
; = o , i 

précédentes nous obtenons (4). 
D'après (5), (6) et (7) pour [ рЦх) | l 'estimation suivante est valable: 

(8) iP"v(x)\^ 32 v2 co2(g, v~x) -f 20 v max |ő l l ) | . 
i=0 , l 

L'idée suivante de la démonstration analoguement à [1] sera: 
En considérant que pv(0) = g(0); pv( 1) = ^(1); p'v(0) = ^'(0) et p'v( 1) = 

= ^'(1), pjx) <Eê*. 
Il en résulte que pour t ou t les e > 0 nous pouvons choisir une fonction 

yv £ é 2 pour laquelle 

\ P v ~ Y v e t [Kl + 
D'après (3) 

II^IIb ^ IlЩя - 9v) IIB + \\H(9v - PV)WB + IЩрг - YV)\\B + 

+ \\HYV\\B á Ч\9 — 9v\ + \9v - pv I + \pv—Yv\) + ß\y"v I • 

Étant donné que | gv(x) — g ( x ) | ^ cc2(î7i r - 1 ) (voir [1]), en appliquant 
les formules (4) et (8) nous obtenons 

\\Hg\\B ^ a [5 co2(g, v-1) + - max|ő(i»j] + ßv2 [32 co2(g, r"1) -f 
V 1=0,1 

2 0 
+ — m a x |<5(,'>|] + (a + 1)£, 

V 1 = 0,1 

ce qui établit notre théorème pour £ 0. 

(Reçu le 4 juin 1960.) 
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ОДНА АППРОКСИМАЦИОННАЯ ЗАДАЧА С ГРАНИЧНЫМИ 
УСЛОВИЯМИ 

M . S A L L A Y 

Резюме 
В работе доказывается следующая теорема: 
Обозначим через <§* класс функций, непрерывных на отрезке [0, 1], 

дифференцируемых на его концах и удовлетворяющих условиям (2). Пусть 
H есть определенное на й* линейное преобразование, удовлетворяющее 
условиям (3) и отображающее класс функций ê * на Банахово пространство 
В. Тогда имеет место соотношение 

\\Нд | | в ^ (5 а + 3 2 ßv2) со2(д ; v'1) + (2 а + 2 0 ßv2) 1 m a x \ôa,\ . 
V i=o,i 
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