A LEHMANN PROBAROL
ZAJTA Avurgn!

A LEEMANN-proba két minta Osszehasonlitésira szolgal. A préba a nem-
paraméteres modszerek kozé, pontosabban: a rendezett mintidk elméletébe
tartozik, és a WiLcoxon-proba tovabbfejlesztésének tekinthetd.

Definiciok és jelolések

A két Osszehasonlitandé minta koziil az egyiknek elemeit &-vel (¢ =
=1, 2, ... m), a misiknak az elemeit n,-val (k =1, 2, ... n) jeloljilk. A min-
tak elemszamai, m és n nem sziikségképpen egyenlk. A &, ill. 7, mintavételi
valtozok eloszlastiiggvényeit F(x)-szel, ill. G(x)-szel jeldljiik; ezekrdl feltessziik,
hogy folytonosak. fgy zérussal egyenld annak a valésziniisége, hogy a & és
n, valtozok egyiittesében két viltozd értéke megegyezzék, s ezért jogosan
tételezhetjiik fel, hogy valamennyi & és 7, kiilonboz6. Ebb6l viszont tovabb
kovetkezik, hogy a & és n, valtozok, kiilon-kiilon és egyiittesen is, szigortan
novekvé sorozatba rendezhetdk.

A nagysag szerint rendezett &-valtozok kozil az i-ediket &F-gal, s hasonlo-
képp az nm-valtozék rendezett soridban a k-adikat #jf-gal jeloljik. Ha a két
mintat egyesitjiik és ismét nagysig szerint novekve sorozatba rendezziik, a &¥,
ill. m valtozok pozicidja dltaldban megvaltozik, rangszdmaik 4ltaliban nagyob-
bak, mint az eredeti 7, ill. £ rangszdmok (sorszamok). A &F 0j rangszaméat r,-vel,
az 7 0j rangszamat pedig s,-val jelolve, fenndll, hogy
1) 'L'-{—lcz.[ri’ ha ¥ < & <nf,,
|8, ha ' &F <t <&y,

A mintdk eloszlasfiiggvényeit (az Gn. empirikus eloszlasfiiggvényeket)
F, (x)-szel, ill. G, (x)-szel jeloljiik. Ezek definicidja, mint ismeretes, a kovet-
kez6:
0 . o= LY,
;

(2) Fm(x) = m’ ha Ealk <z < ‘S&l )

1L, ha, &% <im

! Agrartudomianyi Egyetem.
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S has sl

0
k
(2a) Guz) = Za

, ha 7f<az< ¥,

T halsint <

Sziikségiink lesz még a z;, és Z;;, karakterisztikus valtozokra. Ezeket az
alabbi médon értelmezziik: '

(3) Zikz{o, A M
1; ha n.>é&:

(4) é:‘kzl*zik:‘[o’ o S
l1; Ba i

Figyelemre mélto, hogy mig az empirikus eloszlasfiiggvények definiciéi a ren-
dezett mintaelemek alapjan torténtek, addig a z;, definiciéjihoz az eredeti
mintaelemeket haszniltuk fel.

Bevezetés

A LEHMANN-prébanal, akircsak a Wincoxon probanal, nullhipo-
tézisnek az F(r) = G(x) hipotézist, alternativ hipotézisnek pedig az ettdl
kiilonb6z6 hipotéziseket nevezziik, tehat minden alternativ hipotézisnél leg-
alabb egy mérhet6 halmazon F(x) = G(x). Amig azonban a WiLcoxonx
prébanal az

(5) &= _j (G(x) — F(x))dF(z).
Stieltjes-integralt becsiiljitk meg, melynek értéke alternativ hipotézis esetén is
zérussa valhat, a LEEMANN-probanal lényegében az

oo

(®) I,= | (6@ — F@)dF(@)

integralt becsiiljik, amely csak a két eloszlastiiggvény egyezése esetén tlinhet
el. A két eloszlastiiggvény kiilonbh6z8 volta viszont mindig egy irdnyban
(pozitiv irAnyban) tolja el az I, értékét, amibél kovetkezik, hogy az I, becslé-
sére szolgalé mennyiségnek is csak a pozitiv irdnyu eltérésébdl kovetkeztet-
hetiink a két eloszlastiiggvény kiillonbozb voltara, més szoval: a préba egy-
oldalu.

A LEHMANN- és a WILCOXON-préba rendstatisztikai jellege abbol a ténybdl
fakad, hogy az I, és az I, Stieltjes-integralok becsléséhez nines sziikségiink a min-
taelemek tényleges értékeire, csupan egyméshoz viszonyitott helyzetiikre, ezt
pedig a rangszamok egyértelmiien meghatirozzik. Az I,-vel kapesolatos becs-
16s céljara LEEMANN [1] és RENYI [2] méis-méas kifejezést adtak; a RENYILO]
szirmazé W lényegesen egyszer(ibb, mint a LeaMANN-féle L-lel jelolt kife-
jezés. Az L és W kozott egyszeri linearis kapesolat 4ll fenn:

A1) L=2W —1.
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Ezt Csix1 E. ismerte fel el6szor [3], s ezzel bebizonyitotta, hogy a RéNYI
altal javasolt préba azonos a LEEMANN-prébaval.

E cikkben 1j bizonyitisat adom a (7) Gsszefiiggésnek, s ezenkiviil meg-
adok egy harmadik statisztikai fliggvényt is (ezt V-vel fogjuk jelélni) a préba
végrehajtisira, mely bizonyos szempontbél még a Rénvi-féle W-nél is egy-
szertibb. Végiil kiszimitom a W szdrasnégyzetét az dltalanos esetben (tehat
alternativ hipotézis esetén), ahonnan G(z) = F(x) helyettesitésre kionnyen
adédik a szérdsnégyzetnek nullhipotézis teljesiilése esetén érvényes képlete.

1. §. A préba alapjaul szolgalé kifejezések
A Leamanx-féle L-fliggvény eredeti definicidja:

L, + L,
m)(n)’
e

ahol L, jelenti azon (&, &;, n;, n,) elemnégyek szamét, melyekre az

(8)

N <& M <& m<b n<§

egyenlStlenségek egyidejiileg teljesiilnek, s hasonléképpen L, jelenti azon
(i & My my) elemnégyesek szamat, melyekre az

N> & M>&m>& >§

egyenlGtlenségek egyszerre teljesiilnek. A bevezetett karakterisztikus valto-
zokkal L, és L, a kovetkez6képp irhato:

' L, = 2 RikRil RjKk 7 j1 »
i

Ikt

Ly, = 2 ZikZu Rkt

ikl

9)

megjegyezve, hogy itt (és a toviabbiakban mindeniitt) az egyezd helyen 4ll6
de eltéré modon jelolt indexek egyuttal eltérs értékii indexeket is jelentenek

A képletekbdl 1athats, hogy az len kifejezéssel a 2,222, szorzat
o))

kifejezéssel pedig a z;2,2;2; varhato értékét

2

becsiiljiitk meg. Mivel pedig

varhaté értékét, az

| M Guzazpz) = 2§ 6%a) (1 — F@) dF (),

(10) &
| M (2,3, 2;2)) = 2_j F¥(x) (1 —G(x))dG(x),
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kis szamitdssal azonnal adddik, hogy

o

(11) M(L):aé + 2J‘«Rw)—aanzdF@):s%—%2lr

—o00

A Rinvi-féle W-kifejezés definicidja egyszertibb:

w w

(12) :—#+ ;.
m nl
2 g

Itt W, jelenti azon (&, 7,, ;) elemhirmasok szdmat, amelyekre
< & 6s M <§

egyidejlileg teljesiil, s hasonloképp W, jelenti azon (&, &;, 1) elemharmasok
szamat, amelyekre

un = Ei és N > é.j
egyszerre teljesiil. A W, és W, karakterisztikus valtozékkal igy fejezhetSk ki:
l W,= 2 22,
ik, 1

(13) il
I Wz :llzk Zikzjk.

Ezeknek megfelelGen a W;L -vela z,2; szorzat virhato értékét, a Ws -vel
m n
20 ¢ . 2
pedig a 2,2, szorzat varhato értékét becsiiljiik meg. Minthogy pedig

-

| Meuz = [ ewrar).

(14) .
l M (ZixZ i) :_j F*(z)dG() ,

kis szamitéssal most azt kapjuk, hogy
2 - 2
(15) MOEy =t f(G(x) ~ F@)dF@) =+ 1.

A (11)-bél és (15)-b6l kovetkezik az

M(L) = 2M(W) — 1,
ill.

MW —L—1)=0
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Osszefiiggés. EbbGl mér sejteni lehet, hogy a (2W — L — 1) mennyiségnek
nemesak a varhato értéke, hanem az értéke is zérus, azaz a (7) is fennall.2
Ennek bizonyitisat a 2. pontban végezziik el. A bizonyitds a W és L explicit
alakjainak 6sszehasonlitisival torténik, ezért el6bb az explicit alakokat adjuk
kozre:

leé-.zm(ri—i)(rf—z’*1)(m—i),
(16) i
Li=—: F(—k—k—1)(n—F),
2 =
le'i"j(ri—i)(ri_i’-l)’
an ik
Wo=— 3 (o~ B)lo—k—1).
2 k=1

E rangszamok fiiggvényeiként megadott formulidk kénnyen belathaték a fen-
tebb kozolt definicidk alapjan.

2. §. Identikus osszefiiggések levezetése

Az (1) osszefiiggést felhasznalva, rendre kiszdmitjuk az empirikus elosz-
lastiiggvényekbdl képezett aldbbi Stieltjes-integralokat:

a8) [ G aF, @ = S e ST,

i=1 i=1

19 [ Fa@ G0 = Dkt S (s,

(21) ] Pi@)dG ) = > (Z

- k=1

—o0

2 A Vz’;rhat() értékek kozott fennallé dsszefiiggésbél tulajdonképpen szintén kovet -
kezik a megfelelé statisztikai fliggvények kozotti hasonlé sszefiiggés, ha alkalmazzuk
Lehmann és Scheffé egy lemmajat (vé. [1] vagy [3], 314. o.).
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R o Y I S
(22) JF,,,(x)dG%(x):Z%-{ ;) - 1 }—_-
k=1
B B B2k — 1
= T }Z(Sk_ ) ( — 1),

©

ey [ ereari@ - 2( |2t = s D @i,

—

nt  ment —

(25) [ F(2) dG2(z) = 2‘ )2 Al S Z(Sk_k)z.(u-_l).
% k=1

A parcidlis integralas képletét alkalmazva, a (18)- és (19)-bél az alabbi ered-
ményt nyerjiik:

o« o
~

[ 6,()dF (x) + | P a6, o) = ’

1 m ) 1 n
=1—%-2(ri—z>+n—ﬁ-§(sh——k>,
i= =

' (r; — 1) +2(8,—k

o)
)
[\/5

Il
-

Hasonlé osszefiiggéseket kapunk a (20)—(22), (21)—(23), ill. a (24) és (25)
Osszevetésével:

(27) Zm‘(r,-—z')z—}— ’L(sk—k)(zk—l):n?m,
i=1 k=1
(28) n‘(sk—k)2+ Zm‘(r—z)(’z—l)—m2n,
k=1 i=1
(20) S (r,— i (25— 1)+ 3 (s, — k2 (2k —1) = men?
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Megjegyezziik, hogy a (26) kozvetleniil is levezethet6:

=

Ms
=~
I

m n m+n
Z(Ti_i)‘f‘Z(Sk_k 2
i=1 k=1 t=1

Il
3

k-

I

i

l\.|b—‘

(m—{—n (m—{—n—{-l)—lm(m—}— )—%n(n—}— 1) =mn.

Fentebb mégis azért alkalmaztuk az integralokkal torténé levezetést, hogy
ezzel a modszert bemutassuk.

A kapott identitisok kombinéciéjabol ujabbakat nyerhetiink. Adjuk
Ossze a (29) és (26) megfelels oldalait és vonjuk ki ezekbdl a (27) és (28) meg-
felel6 oldalait. Az Gsszevondsok elvégzése és 4-gyel vald osztas utdn az alabbi
Osszefiiggés szarmazik:

1 & ; ’ : 1 &
=< 3 == =Tl = Nk =B =8 =1 k= 1) =

i=1 k=1

2
Ennek felhasznalasédval és a (17)-re val) tekintettel a Leamanx-féle L-figg-
vény a kovetkez6 alakra hozhato:

n

1 < 1 |
3 2 (r—i=1) (m=1)+ - > (s,—F) (sk—k—n(n—l)—[g ;

k=1

|l - SIS . A -
m\| (n
b
Sr—in—i—1)  S—k)(s—k—1)
__i=1 S +k=l g
2

amir6l mar nem nehéz felismerni, hogy (2W — 1)-gyel egyenl§ (vo. (12) és (17)).
Ezzel a (7) azonossidgot bebizonyitottuk.

Tovabbi tjabb identitdsokhoz jutunk, ha a (27), ill. (28) megfelel6 olda-
laibol kivonjuk a (26) megfelel§ oldalait:

I

(30)  Sr—i)(ri—i—1)+2 (s, k) (k — 1) = nm(n —1),

i=1 k

=

I
—

Y (1, — i) (2 — 1) =nm(m — 1).

=

I

o~

[

=~

|
=
i
[\/ 3

(31)

k=1 i=1
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Ha bevezetjiikk a kovetkez8 jeloléseket:

Vi= Stri—96—1),
(32) g9

Vo= S(s,—#) (k—1),

k=

ezeknek és a (17) alatti osszefiiggéseknek figyelembevételével a (30) és (31).
igy is irhaté:

Wi+t Ve=m [;’ .
(33)
WatV, —_-n[,:"
Amennyiben tehat a 5
Vi Ve

e e e

képlettel definidlunk 0j statisztikai tiiggvényt, ez szintén felhasznilhato a
préoba céljara, mivel a W-vel a kivetkezd kapesolatban 4ll:

35 e e L
(35) 5

A (35)-0s Osszefliggés a (12), (33) és (34) Osszevetésébdl adodik.

Néhany megjeqyzés az 4j kifejezéssel kapcsolatban. A (34)-gyel definialt
V azért tekinthet6 egyszertibbnek a W-nél, mivel a rangszamoknak csak
linearis kifejezéseit tartalmazza. Ez mindenek el6tt az elméleti szamitasoknal
jelenthet elényt, mivel a proba gyakorlati alkalmazisanal felmeriil6 numerikus
szamitidsoknil a W konnyebben szamithaté ki, mint a V', annak ellenére, hogy
a rangszamokban kvadratikus. A V-nek a gyakorlatban valé felhasznildsanal
iigyelni kell arra is, hogy a nullhipotézis nem-teljesiilésére most a negativ
iranyu eltérésbdl kiovetkeztetiink, tekintettel a (35)-re.

Az L-hez és W-hez hasonléan a V is definidlhaté a mintaviltozok nagy-
sdgrendi eseményei segitségével. V, jelenti azon (, &, &) elemharmasok
szamat, melyekre

nk<£j‘ §1<§/‘

és V, azon (§;, 1y, 1) elemhidrmasok szdméat, melyekre

S<my me<m
egyidejileg teljestil. Tekintettel azonban arra, hogy

Pin. <&, & < &) :_f’ G(2) F(z) dF(z) .

és
=

P& <, m<m)= | F(x)G(x)dG(z),

—x
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a V-vel tulajdonképpen a jobboldalakon 4ll6 két integril osszegét beecsiiljiik
meg, azaz

o0

M(V) = | G) F)dF@) + | F(2)G(@)dG(@),

—c0

vagy a parcidlis integralisok megfelel§ alkalmazisival:
2 1 ¥ 2
M) =2~ [ (6@ — FopdF@ = — T,

teljes Osszhangban a (35)-tel és (15)-tel.

3. §. A W szérasnégyzetének kiszamitasa

Alternativ hipotézis esetén a hirom statisztikai fiiggvény (L, W és V)
koziil ardnylag a W szérdsnégyzete hatirozhaté meg legkénnyebben, az is
csak akkor, ha a (12) és (13) alakokbdl indulunk ki. A (12)-b8l kivetkezik:

= LT A e Rl
2,
(2 )

2
n2[ ) mn
2
Cov-val a zirdjelbe tett két viltozd kovariancidjdt jeloltiik, ennek definiciéja

(36) DW)=

Cov(ly, L) = M{(Gy — M) (Ga — ML)} -

A (36) szerint a W szérasnégyzetéhez a W, és W, kovarianciijat és szoris-
négyzeteit kell el6bb meghatiroznunk.
A W, szérasnégyzetének kiszamitisat az alibbi szdmitdsmenet mutatja:

wW,= 2 Rk %l »
1k, 1
(37) 1) =T [( 2 Sk 211) ] (= [M( 2 lk“tl)]

M(Zzu. 211) = 2 Mz 2y) (nJ Ps

2
N N N 2 2 o ~ %
(i% ik 211)2 = 2 2R+ 2 2 RikRi %2+ 2 2 Zika it B ke Zj1 +

+2 Zzikl ity %jka ity 2 221‘]{1 %Ry R + 2 } Riky Rily Fiks Rily 0
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M(Z zlzk 2?1) =m (Z) *Po s

M(22 Zik 2 2 2p) =2 ‘2

9 (2p2 — 2py),

m
M(2 Zzilu Ril Zjky :jl) =2 9 n(n—1)(n —2)-2s,
(38) ° " ; .
m) (n)(n —
M(szikl Zi 2k Zj1s) = 2 [2 g l 9 ] P3,
n
M(szmzu :ikgzil) =2m |2 ‘(n—2)-ps,

’ 1 (n)(n—2
M(2 2 :il\‘l :ih zikz zilz) E= i ‘) : ( ;)] [ 2 J o

A jobboldalakon szerepl6 betiijelek (p,, poy, S, P3, p,) kiilonféle integrilokat
jelentenek; pontos jelentésiiket a cikk végén levs tablazatban foglaltuk ossze.
A kapott eredményeknek a (37)-be val6 behelyettesitésével és az egyszerisité-
sek elvégzésével azt kapjuk, hogy

lp2+?(m—l)(p2 — Pu) +4(m—1) (n —2)s — |
D%(W,) =m

n
-’] "l— m(2n — 3) p; + é(n-‘-’)(n—?))(prp§)+2(n—2)Pa] '
(39)
Teljesen analég médon nyerhetd a W, szorasnégyzete is:
D¥(W,) =
[Pt 3 B o 07~ |

=(3

(40)

_n(zm—s)i;gq-%—(m—2)(m—3)(?4—i7§)+2(m—2)1_’3|..

A W, és W, kovariancidjanak kiszdmitdsa céljabol a Wy-t a

W, :2(1 ~ B (L~ R3p)

ik
alakba irva vonjuk be a szdmitisba. A szdmitis menete
Cov(Wy, Wy) = 2 Cov {2, 25, (1 — 25) (1 — 2} +
-} 200" {20 2 (L — 2111~ ijz)} -+ ZCOV {(Zik 2y (1 —25) (1 — 2jk)}’
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Zcov{zikzilv (k=) (1 — ij)} =4 (7; (2] “(— P2 P2)

2 Cov {2k, 2> (1 — 2i,) (1 — zjka)} =

(41) :2(7:] (Z)("‘2"—8—Psl‘p252+p2),

2 Cov {21 2its (1 — 25) (1 — zjk)} =
= 2 Cov{(l —Z,) A —Zy), Z 2} =

=27 (5] m =2 (=5 =B — e+ 7).

tehat végil is
m

(42) Cov(W,, W,) = — 2(2

(’n)[? Pe Py + (N — 2) (8 + P3; + Do Py —Ps) +}_
2 l + (m — 2) (s + Ps; + Ps Ps — Do)

A W szérasnégyzete ezek utdn méir kénnyen kaphats, mivel a nyert ered-
ményeket ((39), (40) és (42)) csak be kell helyettesiteni a (36)-ba.

Nullhipotézis esetén a képletek nagyban leegyszerisodnek. Ha az emli-
tett tablazatbol a p,, Py, ps, sth. integrilok nullhipotézis esetére kiszamitott
értékeit a képletekbe behelyettesitjiik, az alabbi eredményeket kapjuk:

1 n
(43.2) | D2(W1)=%m[2)(m—l—n—{—1)(4n—3),
17 m
(43.b). D2(W2)———%n(2'(m+n—{—l)(4m—3),
(a4) Cov (3, We) = — (") [*] m 4 m+ 1),

s ezeknek megfelelGen:

(45) Dg(W):i_(m+nr+1)(m+n—2)_
45 m(m — 1) n(n — 1)

Ami a kész alakban megadott (38), ill. (41) alatti kozbees eredményeket
illeti, ezekkel kapesolatban csak annyit jegyziink meg, hogy a 2, karakterisz-
tikus valtozokbol alkothaté kiilonféle szorzatok varhato értékei a kozolt tab-
lazat integraljaival adhatok meg. A megfelel6 szamitisok részletezése tilsé-
gosan hosszlira nytujtani a dolgozatot, ezért itt azt elhagyjuk.
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Az integrilok tablazata

Az integral értéke

Az i_nioegxél Az integral kifejezése nullhipotézis
jele esetén

o 1
Pe | G¥x) dF(x) T
o = il
P [ Fxx)dG(x) 5
0 il
P [ G¥) dF(x) g
. 2 1
Ps | F(x)dG(z) 5
pu= g —bn| | G F@dFE) = 3 — [ P@)6@) d6w) 5

I e 1 S
i Py [ @) dF(z) =
% = 1
! Ps | Fi(x)dG(x) T
bisd 1
Ps1 [ G¥x) F(z) dF(x) =
= o 1
e [ F() G(a) dG(x) =
e 1
o ! G(,) { J G*(y) dF(%)} dF(z,) 15
A = = \ I
‘ s | Fm)-l | F2(w1)dG<w1)'dG(x2) s

(Beérkezett : 1959. szeptember 29.)
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ON THE LEHMANN TEST
A. ZAJTA
Abstract

In order to eliminate the deficiencies of the Wilcoxon test, LEEMANN
[1] and RE&NYI [2] developed new tests which are consistent with any alter-
native hypothesis of the null hypothesis. Since the expressions L and W
— proposed by LEEMANN and RENYI to perform the test — differ from
each other, the two procedures have, for a long time, been considered as two
separate tests. It was just recently that CsAkr [3] realized their identity,
the relationship between L and W being a simple linear one:

L=2W —1.

In the present paper, a new proof of this connection is given and a third
expression (V) is put forward to perform the test. The new expression is,
in certain respects, even simpler than W in that it contains only linear func-
tions of the rank numbers (Paragraph 2.). In addition, the variance of W
is calculated for the general case from which a formula (45), suitable for the
substitution G(x) = F(x) and valid for the case of the null hypothesis may
be derived.

0 NMPOBE LEHMANN-A
A. ZAJTA
Pe3iome

Yto0Bel 0cBOOOUTHCA OT HepocTaTKoB 1po0bl WILCOXON-a, LEHMANN
[1] m RENYI [2] mocTpousiiM HOBYIO Npo0Y, KOHCHUCTEHTHYIO OTHOCHUTEJbHO
BCeX aJIbTePHATMBHBLIX THUIOTe3 TMIIOTe3bl HyJsl. TaK Kak Beipakenust L u W,
npesioyKennble LEEMANN-oM u RENYI st npoBejieHust Npo0bl, OTJIMYAIOTCS
ApPYr OT Jpyra, JA0Jroe BpeMsioTH /Be Ipo0bl 0UMTANMCh PA3IMUHBIMM, U JUUIL
HegaBHOo K. OsAKY [3] 3ameruy, 4yTo OHU TOXKIECTBEHHBI, TAK KaK Mexxay Lu W
UMeeT MeCTo MPoCToe JIMHeHHoe COOTHOLIeHHe

L=2W —1.

B nacrosuueit padote naercst HoBoe J0Ka3aTeIbCTBO 3TOI'0 COOTHOLIEHM ST U JIaeTcst
TpeTbe Bbipa)kenue (V) aus nposeenust npodbl. HoBoe BelparkeHue ¢ HEKOTo-
poit TouKu 3penusi mpoule yem W, TaK KaK CoJAepyKUT JIMLIb JUHeHHbIe QyHKUUN
paHroBbiX yucesn (MyHKT 2). Kpome Toro Beuucasiercst jucnepcust W B o0uiem
ciyuae, OTKy/a B ciyuae G(x) = F(x) monyuaercst popmyra (45), cnpasejumsast
B cjyyae THIIOTe3bl HYJISL.
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