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A tanulmány a vál tozó keresztmetszetű (lépcsős) tengelyekre vezet le olyan 
tételeket, amelyek az optimális csapágytámaszköz értékváltozása és a tengelyt 
valamint annak csapágyazását jellemző paraméterek értékváltozása közötti kapcsola-
tokat fejeznek ki. A levezetett tételek összefüggéseket mondanak ki az optimális 
csapágytámaszköz hossza , a tengely lépcsőzése (tengelyszakaszok hosszai és átmérői , 
a konzolhossz, va lamint a csapágy merevségek között; f igyelembe véve még az általános 
hajtás esetét, amikor a tengelyt a támaszközén belül egy a hajtásból eredő hajlító 
erő is terheli. Foglalkozik továbbá az optimális orsómerevségnek az optimális csapágy-
távolság megváltozásánál fellépő relatív megváltozásával, valamint e változásnak egy 
a tengely lépcsőzését je l lemző számmal va ló összefüggésével. A tételek levezetése a leg-
általánosabb feltételek mellett , numerikus számítások nélkül, tisztán analitikus mód-
szerekkel történik. 

1. Bevezetés 

E b b e n a t a n u l m á n y b a n változó ke re sz tme t sze tű (lépcsős), konzolos ké t -
t ámaszú tenge lyek ill. o rsók jellemző p a r a m é t e r e i ( tengelyszakaszok hosszai 
és á tmérői , konzolhossz, c sapágymerevségek) és az opt imál i s c sapágy távo l ság 
közöt t i összefüggésekre, v a l a m i n t a c sapágy távo l ság-vá l tozás és az op t imál i s 
orsómerevség-vál tozás kapcso la t á r a v e z e t ü n k le á l t a lános té te leket . E z e k 
a v izsgála tok t u l a j d o n k é p p e n azoknak az e redménye inknek az á l t a lános í tá -
sával fogla lkoznak, a m e l y e k e t az á l l a n d ó keresz tmetsze tű orsók je l l emző 
pa ramé te re i és az opt imál is c sapágy távo l ság közöt t i összefüggésekre v o n a t -
kozóan k ö z ö l t ü n k [1]. 

Vizsgá la ta inkban o l y a n változó ke resz tme t sze tű t enge ly t (orsót) te -
k in tünk , ame lynek a ké t c s a p á g y közé eső szakasza n számú különböző keresz t -
metsze tű részből áll (1. á b r a ) . A t enge ly kinyúló része a konzol, ké t egy-
más tó l kü lönböző á t m é r ő j ű részből áll. A Px terhelés a konzol végén h a t , és a 
h a j t á s á l ta l k i f e j t e t t P 2 erő ha t á svona la a k-ik tengelyszakaszba esik (1 <ü,k <[ n): 
P 2 erő t á m a d á s p o n t j á t az a koord iná ta ha tározza meg. A mellső c s a p á g y 
merevségét : a hátsó c s a p á g y é t s2 jelöli . 

* Lipka István, Szerszámgépipari Művek Fejlesztő Intézete, 2314 Halásztelek. 
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1. ábra 

2. Az optimális csapágytámaszköz 

A vá l tozó ke resz tme t sze tű tengelyek opt imál is t ámaszközének a m e g h a -
tá rozására e g y i k előbbi do lgoza tunkban [2] egy h a r m a d f o k ú egyenle te t 
veze t tünk le, amelynek egye t l en pozi t ív gyöke szo lgá l t a t j a az op t imál i s 
c sapágy távo l ságo t (azt a c sapágy távo l ságo t , amelyre a P1 erővel te rhe l t t e n -
gelyvég l eha j l á sa minimális . ) Ennek a h a r m a d f o k ú egyenle tnek m ó d o s í t o t t 
a l ak j a arra az esetre, amikor a mellső és h á t s ó csapágy merevsége két egymás -
tó l különböző Sp, illetve s2 é r t é k , a köve tkező : 

(1) ( s + 2 P l C 1-2 A + Pl(?(l-+±] = 0 
l U l S2J 

I t t l a c sapágy támaszköz , с a konzolhossz, sx a mellső és s2 a há t só c s a p á g y 
merevsége, az A e g y ü t t h a t ó jelentése ped ig a köve tkező : 

A _ (1 - *0)PpC2 + P2ac s 

3 E 
(2) 

I t t x0 a c s a p á g y szerkezeté t jellemző á l l andó (egyszerű gördülő c s a p á g y r a 
x0 = 0, sikló csapágyra és kétsoros hengergörgős csapágyra is x0 ^ 0,3), E 
a tengely a n y a g á n a k ruga lmasság i modu lusa , az 

s = 2 
1 

\h I, i+l 
(2 ' ) 

összeg a t e nge ly lépcsős szerkeze té t jel lemző számér ték , mive l af (i = 1, 2, . . . , 
n 1) az egyes tengelylépcsőket megha tá rozó k o o r d i n á t á k és Ip, I2 , . . . , I n 

az egyes tengelylépcsők ke resz tme t sze tének ekvator iá l is m á s o d r e n d ű t e h e t e t -
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lenségi n y o m a t é k a i . Végü l а В és В e g y ü t t h a t ó k ér tékei : 

В = 
P2c a3 1 

E [ 6 1 , 3 

1 

U + i /J 
П-1 

I i + 1 / , ) } 

D = 
3 E J n 6 EIn 

(3) 

A támaszközén be lü l terhelet len orsóra ( t ehe rmen tes í t e t t h a j t á s ) , 
amikor P2 = 0, а В e g y ü t t h a t ó ér téke nu l la és az A és D e g y ü t t h a t ó k é r t é k e i 
a köve tkezőképpen egyszerűsödnek: 

A = G - g Ű = J V ! _ ( 1 ) B = = 0 . 

3 E 3 EIn 

Enné l fogva az (1) egyenle t is egyszerűsödik. 

3. Tételek az optimális csapágytámaszközre , 
á l ta lános h a j t á s esetében 

Az a l ább iakban k i m o n d o t t és beb izony í to t t t é te lek az ál talános h a j t á s 
esetére v o n a t k o z n a k , a m i k o r az orsót a t ámaszközén belül is terheli e g y a 
h a j t á s á l t a l k i f e j t e t t P2 h a j l í t ó erő. E t é t e l ek b izonyí tása egy a h a r m a d f o k ú 
po l inomokra vona tkozó a l ább i l e m m á n alapszik . 

T e k i n t s ü k a k ö v e t k e z ő alakú h a r m a d f o k ú egyen le te t : 

X3 4- «1* — a0 = 0 , 

ahol az ax e g y ü t t h a t ó te tszésszer in t i pozi t ív vagy nega t ív s zám; az a0 e g y ü t t -
ha tó a z o n b a n mindig poz i t ív , t e h á t : 

ах ^ 0 , a0 > 0 . 

E n n e k az egyenle tnek, m ive l együ t tha tó i so roza tában : (1; a x ; — a0) p o n t o s a n 
egy j e lvá l t á s lép fel, m i n d i g van egy és csakis egy pozitív gyöke, a m e l y e t 
je lö l jünk f - v e l . Tehá t : 

| 3 + a i | - a 0 = 0 

vagy az egyenle t h a r m a d f o k ú po l inomjá t 9?(x)-szel jelölve: 

(p[x) = X3 a i x — ao • 

Mivel I a cp(x) polinom nul lahelye , azért 

*>(!) = 0 . 

J l # Műszaki Tudomány 49, 1974 



1 6 4 LIPKA ISTVÁN 

Lemma. H a az x-pozi t ív számra f enná l l a 

Ф) > 0 

egyenlőtlenség, akkor 

* > í , 

h a pedig 

Ф) < 0 , 

akkor 

x<Z . 

T e h á t a <p(x) polinom é r t éke a £ gyökhe lyné l nagyobb x-ér tékekre poz i t ív , 

a £-nél k isebb x-értékekre p e d i g negat ív . 

E n n e k a l emmának a helyessége egyszerűen abból köve tkez ik , hogy az 
у = <p(x) gö rbe , mivel a ç>(x) = 0 egyenle tnek pontosan egy £ pozit ív gyöke 

v a n , egyszer metsz i át az x - t enge ly t a £ - p o n t b a n . Enné l fogva a qp(x) előjele a 
£-hely előt t i p o n t o k b a n u g y a n o l y a n min t az x = 0 p o n t b a n : <p(0) = —a 0 < 0, 
t e h á t nega t ív , ennélfogva a £ u tán i p o n t o k b a n a <p(x) poz i t ív és ez éppen a 

l e m m á n a k az állítása. 

1. tétel. Legyenek a tengelylépcsők é r téke i (az á t m é r ő k , a lépcsőhosszak 
és az a k o o r d i n á t a ) rögz í t e t t ek , t ehá t az I i másodrendű tehete t lenségi n y o m a -
tékok is r ö g z í t e t t ér tékek. Legyen t o v á b b á а с konzolhossz és az s4 c sapágy-
merevségi é r t é k is rögzí te t t , és a ha j t á s á l t a l az orsóra k i f e j t e t t P2 erőre á l l jon 
fenn a k ö v e t k e z ő egyenlőt lenség: 

2(l-x0)P1 — >P2, (4) 
a 

akkor a h á t s ó csapágy s2 merevségének a növelése csökken t i az op t imál i s 
csapágytávolságot . 

Bizonyítás. Tekintsük az (1) alatti harmadfokú egyenletet, amelynek gyöke az optimális 
csapágytávolság, az í0pj. Osszuk az egyenlet bal oldalát a D együtthatóval , amelynek értéke 
a Pt erőre kirótt (4) alatti feltétel és D (3) alatti definíciója szerint pozit ív: 

Az egyenlet ké t együtthatójára vezessük be a következő rövidítő jelöléseket: 

„ ( A P.c2 Г 1 1 )) 

(5) 
( В 2PlC\ 

" ' - - t o + A ^ r j -
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Ekkor a fenti harmadfokú egyenlet, amelynek gyöke az í0pt (optimális csapágytávolság) 
a következő: 

*2pt + « i * o p t - « o = 0 - U ' ) 
Most már növeljük meg az a0 együttható (5) alatti kifejezésében az s2 értékét. Ekkor, mivel 
(2), (2') és (3) szerint az А, В, D kifejezések n e m tartalmazzák az s2 csapágymerevségi értéket 
és a D pozit ív, az a 0 együttható értéke csökkenni fog az (5) alatti első képlet szerint. Az al 
együt tható értéke azonban (5) szerint vál tozat lan marad, mert a B, D, s, és с változatlan 
rögzített értékek, amikor az s2 értékét növel jük. Jelölje az a 0 együttható csökkentett értékét 
a'0, tehát: 

a'0 < a0. 

írjuk be a fenti (1') egyenletben a 0 helyébe a nála kisebb a'0 értéket. Ekkor az egyenlet bal 
oldalán a negatív tag abszolút értékét csökkentjük és ezért a bal oldal értéke megnövekszik, 
pozitív lesz. Tehát fennál, hogy 

'opt + «l'opt — °ó > 0 • 

Eszerint az új 
x3 + atx — oj = 0 

harmadfokú egyenlet egyet len pozitív gyöke, vagyis az új optimális csapágytávolság az 1'0p, 
az előbbi lemma szerint kisebb lesz mint az eredeti optimális csapágytávolság azaz: 

l'opt < 'opt » 

amit bizonyítanunk kellett . 

2. tétel. Legyen az (1') a la t t i egyen le t a4 e g y ü t t h a t ó j á b a n (5) szerint fel-
lépő В kifejezés é r téke pozi t ív , i l letve nem-nega t ív . T e h á t В (3) a l a t t i definíció-
j a é r t e lmében áll jon f e n n a köve tkező egyenlőt lenség: 

t o v á b b á a ha j tásbó l szá rmazó P 2 e rőre te l jesü l jön a (4) alat t i 

2 ( 1 - x 0 ) P 1 - > P 2 
a 

fe l té te l . Ekkor , lia а с konzolhossz é r t é k e , v a l a m i n t a tengelylépcsők ér tékei 
is rögz í t e t t ek , az s4 és s2 csapágymerevségek megnövelése (akár az egyiknek, 
akár m i n d a ke t tőnek) csökkent i az opt imál i s c sapágy távo l ságo t . 

Bizonyítás. Mivel а В kifejezés fe l tétel szerint nemnegat ív és (4) szerint D pozitív, 
az (1') alatti egyenlet a, együtthatója (5) szerint negatív. Tehát , ha az s, mercvségi értéket 
megnöveljük az a, együttható abszolút értéke csökkenni fog. D e a pozitív a0 együttható értéke 
is csökken, ha az s, csapágymerevség értékét megnöveljük, valamint akkor is, ha az s2 értékét 
növeljük. Tehát s, és s , értékét megnövelve, az egyenlet új a2 , a[ együtthatóira fennállnak a 
következő egyenlőtlenségek: 

<*'o < «о- aí > 

Eszerint, ha az (1') egyenletben a0 helyébe a nála kisebb a j kivonandót írjuk, az o, helyébe 
pedig a nála nagyobb aj negat ív értéket, akkor az egyenlet bal oldalát növeljük, tehát annak 
értéke pozit ív lesz: 

'opt + "í 'opt — o„ > 0. 
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Ennélfogva a lemma értelmében az új egyenlet gyöke, vagyis az új optimális í o p t csapágytávol-
ság kisebb mint a régi, azaz: 

ópt < 'opt 
és ezzel a 2. tétel t bebizonyítottuk. 

A 2. t é te l fe l té te lében a (6) a l a t t i egyenlőt lenség a k ö v e t k e z ő kétféle 
m ó d o n te l jesü lhe t . H a a h a j t á s á l t a l k i f e j t e t t P 2 e rő csökkenti a t enge lyvég 
l eha j l á sá t , v a g y lega lább is nem növel i , t ehá t a P 2 i ránya megegyez ik a P1 

erő i r ányáva l : P 2 > 0 (vagy P 2 = 0), a k k o r a (6) a l a t t i egyenlőt lenség teljesül, 
h a o t t a kapcsos záró je lben álló k i fe jezés is nem nega t ív , t ehá t f enná l l , hogy 

De, a m i n t S Z Ő K E Béla megjegyez te (ld. [ 2 ] 6 9 . old.) , A P 2 erő i r á n y a az előtét 
tengely elrendezésétől f ü g g és így az is e lőfordulha t , hogy P 2 < 0, vagyis a P 2 

erő felfelé i r ányu l és növel i a t enge lyvég leha j lásá t . Az u tóbbi e s e t b e n azonban 
a (6) a la t t i fe l té te l a k k o r tel jesül , h a fennáll a következő egyenlőt lenség: 

a 

61, 

3 1 k - 1 

i=1 4 + 1 

Л - 1 

4 i=fc 4 + 1 

<0 (62) 

Ezeknek a megá l l ap í t á soknak az a l a p j á n k i m o n d h a t j u k a köve tkező té te leke t : 
2V tétel. Legyenek a tengelylépcsők ér tékei , а с konzolhossz, va l amin t 

a h a j t á s b ó l származó P 2 ha j l í tó erő he lyé t meg h a t á ro zó a k o o r d i n á t a , rögzí te t t 
é r t ékek , és a P 2 erőre te l jesü l jön a (4) a la t t i egyenlőt lenség. A t e n g e l y lépcső-
zésére á l l jon f enn а (6г) a la t t i egyenlőt lenség. E k k o r , ha a P 2 e rő csökkent i 
a tengelyvég l eha j l á sá t , vagy lega lább is nem növel i , az és s2 c sapágymerev-
ségek megnövelése csökkent i az op t imál i s csapágytávolságot . 

Ugyanis ezeknek a fe l t é te leknek a fennál lása esetén te l jesül a (6) a l a t t i 
egyenlőt lenség, v a l a m i n t a (4) a la t t i is, és így a 2. t é te lbő l köve tkez ik a 21 t é te l 
helyessége. Ugyan így b i zony í tha tó a 

22: tétel. H a a tengelylépcsők, а с konzolhossz, va lamin t a P 2 erő helyét 
megha tá rozó a k o o r d i n á t a rögz í t e t t é r tékek, t o v á b b á tel jesül a (62) a l a t t i 
egyenlőt lenség, akkor , ha a P 2 erő i r ánya o lyan, hogy növeli a tengelyvég 
leha j lásá t , az s1 és s2 c sapágymerevségek növelése csökkenti a maximál i s 
c sapágytávo lságo t . 

Megjegyzés. A (6X) a la t t i egyenlőt lenség midig te l jesül az á l l a n d ó kereszt-
me t sze tű tengelyre , mivel ebben az esetben a (6T) a la t t i ba l o ldalán álló 
s z u m m á k é r téke nu l la . A 22 t é t e l fe l té te lében a (4) a la t t i egyenlőt lenség 
azér t nem szerepel, m e r t o t t P 2 < 0 és így (4) a l a t t i a u t o m a t i k u s a n tel jesül . 
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3. tétel. Ha a tengelylépcsők ér téke i , v a l a m i n t az Sj és s2 c sapágymerev-
ségek ér tékei r ögz í t e t t ek , t ovábbá fenná l l a (4) a l a t t i egyenlőt lenség, vagyis 

2 ( l - x 0 ) P 1 - í - > P a , 
a 

és a (3) a la t t i В k i fe jezés értéke n e m negat ív , a k k o r а с konzolhossz növelése 
csökkent i az op t imá l i s csapágytávolságot . 

Bizonyítás. írjuk fel az o 0 együttható (5) alatti előállításában fellépő AID törtkifejezést 
(2) és (3) szerint; ez az egyszerűsítések u tán a következő alakú lesz 

A (1 - * 0 )P ,c + P2a 
7Г " P " 

(1 - * b ) P , e ^ - e 

A jobboldalon álló törtkifejezés a következő két összeadandóra bontható fel 

(1 - x0)PlC + Рга = 1 + 

(1 _ X o ) P i e _ A e 

4 P , * 

(1 — xo)Pic 2 ° 

amelyeket A/D előbbi kifejezésébe írva 

D * Я"Ь 

Ebből a felírásból, mivel a kapcsos zárójelben álló tört nevezője a (4) alatti feltétel szerint 
pozitív, nyomban látható, hogy A/D értéke csökken, ha а с növekszik. Tehát az a 0 (5) alatti 
előállításában az A/D csökken, ha с növekszik, továbbá ebben az előállításban a 

D Ül 'J 

tag is csökken, ha а с növekszik. Ugyanis (3) szerint 

TV2 P, 

6 InE 

amelynek a nevezője fe l téte l szerint pozitív és értéke növekszik, ha а с növekszik. 
Ezzel megmutattuk, hogy az o 0 együt tható (5) alatti értéke csökken, ha а с növekszik. 

De az al együttható értéke is csökken, ha а с növekszik, mert az (5) alatti előállításban az első 
tag (3) szerint: 

В 
D 

f a 3 1 *-» . ( 1 Í j a , í 1 1 j l 
адw+тй(l^r - 1 7 ) + у • - d 

P,c( 1 - x)0 - P,a 
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főorsó 

2. ábra 

amelynek az értéke csökken, ha а с növekszik, mivel feltétel szerint (B j> 0) a tör t számlálója 
nemnegat ív és nevezője nő, ha а с növekszik. Ugyanígy az al együttható előáll ításának a má-
sodik tagja: 

szintén csökken, h а с növekszik, mivel ekkor a törtkifejezés nevezője nő. Tehát i t t is ugyanaz 
az eset forog fenn, mint a 2. tétel bizonyításánál , vagyis az (1') egyenlet bal oldala megnövek-
szik, tehát pozit ív lesz, ha а с konzolhosszat megnöveljük és így a lemmából következik, hogy 
az optimális csapágytávolság csökken, ha а с értékét megnövel jük. 

Megjegyzés. T E R P L Á N Zénó professzor fe lh ív ta a szerző f igye lmé t arra , hogy 
„ r i t k á n h a t n a k az orsót t á m a d ó radiá l is erők azonos s íkban" . E r r e vonatko-
zóan megjegyzendő , hogy az e lőzőekben beb izony í to t t 1., 2., 215 és 3. té telek 
a b b a n az ese tben is é rvényben m a r a d n a k , ha a P t és P2 radiá l is erők nem 
h a t n a k egy s íkban , h a n e m h a t á s v o n a l u k két a t é r b e n kitérő egyenes . Ebben 
az esetben ugyanis b o n t s u k fel a h a j t á s b ó l szá rmazó P2 ha j l í tó e rő t két olyan 
P2 és P2 komponens re , ahol a Pó a P x te rhelő erővel mos t már egy s íkban fek-
szik (2. áb ra ) , a P 2 komponens ped ig az előbbi s íkra merőleges s íkban h a t , 
t e h á t a tengely vég leha j lásá t nem befolyásol ja és így f igyelmen k í v ü l hagyha tó . 
Most már , h a te l jesül az 1., 2., 2p és 3. t é te lekben szereplő (4) a l a t t i feltétel , 
vagyis fennál l , hogy 

2P,c 6EInI>, 
s.D 

PÁ 1 - «ok - ^ f 

2(l-x0)P1->Pi 2 ' 
a 

Műszaki Tudomány 49, 1974 



KONZOLOS KÉTTÁMASZÚ TENGELY 1 6 9 

akkor az egys íkban ha tó P 4 és P2 radiális e rők re is t e l j e s ü l a (4) a l a t t i fe l té te l , 
mivel ezekre f e n n á l l , hogy 

2(1 - * o ) p i — > p 2 , 
a 

m e r t 

Р'ъ = cos y ; ( 0 < c o s y < l ) 

és így 

P ^ < P 2 . 

Ezzel beb i zony í to t t uk , hogy a k i m o n d o t t t é t e l ek nem egys íkban h a t ó radiá l is 
erők ese tében is é rvényesek . 

4 . Tételek az optimális c sapágy támaszköz re 
a t ámaszközén belül terheletlen o r s ó r a ( tehermentes í te t t h a j t á s ) 

I t t fe l té te lezzük, h o g y a ha j t á sbó l n e m szá rmaz ik olyan h a j l í t ó erő, 
a m e l y az orsóra h a t , t e h á t m o s t P2 = 0 . 

4. tétel. Legyenek a tengelylépcsők ér téke i (az a koo rd iná t a is) és а с 
konzolhossz rögz í te t tek , a k k o r az op t imál i s c sapágy távo l ság csökken, h a az 
Sj és s2 c sapágymerevségeke t megnöve l jük . 

Bizonyítás. A 2. tételből következik. Ugyan i s , mivel P 2 = 0, teljesül a 2. tétel (6) 
alatti feltétele és a (4) alatti feltételi egyenlőtlenség is nyilván fennál l , ennélfogva a 2. tétel 
állítása is teljesül. 

5. tétel. H a a tengelylépcsők é r téke i rögzí te t tek , v a l a m i n t az sx és s2 

csapágymerevségek is, akkor а с konzolhossz növelése csökkent i az op t imá l i s 
c sapágy távo l ságo t . 

Bizonyítás. A 3. tételből következik. Ugyanis , mivel P2 = 0 a (3) alattiból В kifejezés 
értéke nulla, tehát nemnegatív és a (4) alatti fe l té te l is fennáll, v a g y i s teljesülnek a 3. tétel 
feltételei, amiből következik az 5. téte l állítása is. 

6. tétel. H a a tengely lépcsők értékei rögz í te t t ek , a k k o r a csapágymerev-
ségek ér tékeinek, v a l a m i n t a konzolhossznak a megnövelése csökkent i az 
op t imál i s c sapágy támaszköz t . 

Bizonyítás. Rögzített с konzolhossznál, amikor a tengelylépcsők is rögzítettek, növeljük 
meg a csapágymerevséget (vagy merevségeket) a k ívánt értékűre. Ekkor a 4. tétel szerint 
csökkent az optimális csapágytávolság. Ezután a megnövelt csapágymerevséget (vagy 
merevségeket) tekintsük rögzítettnek és növeljük m e g а с konzolhosszat a kívánt értékűre. 
Ekkor az 5. tétel szerint az optimális csapágytávolság tovább csökken. Végeredményben tehát 
az optimális csapágytávolság kiinduló értékénél kisebbet kaptunk a csapágymerevség és a 
konzolhossz megnövelésével. 
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5. A változó keresztmetszetű orsó maximális merevségének változása 
az optimális csapágytávolság megváltoztatásánál 

A konzol v é g é n Pl e rővel t e rhe l t vá l tozó ke re sz tme t sze tű orsónak a P1 

e r ő h a t á s v o n a l á b a n való te l jes besüllyedésére, egyenlőnek fe l té te leze t t me l l ső 
és hátsó csapágymerevség ese té re a köve tkező ál talános kép le te t v e z e t t ü k 

le [2]: 

(7) y = Dl + C + — + — + A 
J l l2 S l P 

a h o l 

3 E I 0 1 Ъ Е 1 т 

В és D jelentése a (3) alatti , A j e len tése a (2) a l a t t i , s az egyen lőnek fe l t é te leze t t 
mellső és há t só c sapágymerevség . А С ki fe jezésében J 0 1 és I 0 2 a konzolrészek 
másodrendű tehe te t lenségi n y o m a t é k a i . A t o v á b b i a k b a n fe l té te lezzük, h o g y 
m o s t a konzol c sak egyrészes, t e h á t J02 = 0, I 0 1 = I 0 , enné l fogva == с és 
í g y а С fent i k i fe jezése : 

P r 3 

C = (8) 
3 EI0 

Az a l á b b i a k b a n a v á l t o z ó ke resz tmetsze tű orsó merevségének a v á l t o -
z á s á t v izsgál juk, vál tozó c s a p á g y t á m a s z k ö z esetére. Az orsó merevségén a 
te rhe lő erőnek és a konzolvég l eha j l á sának a v iszonyát , v a g y i s a PJy v i s z o n y t 
é r t j ü k , amely (7)-szerint az l c s apágy t ámaszköznek a f ü g g v é n y e és így y(/)-lel 
j e lö l j ük : 

p 

У 

K ö n n y e n beb izony í tha tó , h o g y az orsómerevség, vagyis a j(l) függvény a leg-
kedvezőbb, v a g y i s l egnagyobb ér tékét az l = lopt op t imál i s c s apágy támasz -
közre éri el, a m e l y az (1') a l a t t i h a r m a d f o k ú egyenle tnek a gyöke. T e h á t 
az optimális azaz a l e g n a g y o b b orsómerevség: 

j opt = opt) » 

amelynek é r t ékvá l tozásá t v i z sgá l j uk a köve tkezőkben a r r a az esetre, a m i k o r 
az Zopt opt imál is c s apágy t ámaszköz helyet t egy (Zopt + Al) t á m a s z k ö z t v e s z ü n k 
és erre t e k i n t j ü k a 

j ( i opt + ДО 

orsómerevség é r t é k é t , amely ny i l ván kisebb m i n t j(l0pt). 
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H a az l c sapágy támaszköz é r t é k e megvál tozik Aí-lel, a k k o r a teljes 
besül lyedés (7) a la t t i é r téke is megvá l toz ik valamilyen Zly-nal, és így az (l + Al) 
t ámaszközhöz t a r tozó orsómerevség a következő lesz: 

Pi 
y + Ay 

Mivel az l t ámaszközhöz a PJy o r sómerevség t a r toz ik , azért az orsómerev-
ség m e g v á l t o z á s á n a k az értéke, h a az l támaszköz megvál toz ik (ZlZ)-lel: 

Pl A = p y - t o - 4 r ) . 
y + Ay y y(y + Ay) 

v a g y az orsómerevségre előbb b e v e z e t e t t j(l) függvénnye l felírva az o rsómerev-
ségeket : 

№ = — i jV + a i ) = P l 

У y + Ay 

A merevség megvá l tozása : 

j(l + Al) - m = A = P i y - ( y + ày) . 

y + Ay y y(y + Ay) 

Az i t t fellépő t ö r t nek a számlálójá t és nevező jé t osz tva Pj-gyel : 
У — (Г + Ay) 

j(l + Al) - j(l) = — . (9) 
У у + Ay 

Pi Pi 
Mivel a (7) a la t t i kép le t szer int : 

P j P j P j / P 

és u g y a n c s a k (7) szerint az (l -f- Zlí)-hez t a r t o z ó megfelelő érték 

Pj Pj P1 l + Al (1 + Al)2 

+ A 
s 

2c 2-c ! 2 

1 + Al (1 + Alf + ( 1 0 ) 
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a ke t tőnek kü lönbsége 

y y + Ay __ D Л1 В Al А 2lAl + (Alf 
P\ Р Г Px P , / ( / + Al) Px P(l + AÏ)2 

1 / 2cZlf 4 êAl 2<?(Al)2 

H Г7Г + ' S [ 1(1 + Al) 1(1 + Alf l2(l + Alf 

E z t a kifejezést a (9) alat t i számlá ló jába í r v a , a merevség megvá l tozásá ra 
a z t kap juk , h o g y 

j(l + Al)~j(l) = ^ , 

a h o l 

M = - — + — — + — — + — + 
Px Px 1(1 + AI) Px 1(1 + Alf Px l2(l + Alf 

+ _L ( 2 c d 1 , 4c2z» + 2c2(zlZ)2 

s [1(1 +Al) ' 1(1 +Al)2 ' P(l + Alf 

és 

N = J_ У + аУ  
Pl Pl 

Az M kifejezés második és h a r m a d i k t a g j á b a , va lamin t u g y a n o t t a k e r e k 
zárójelben álló első és második t a g b a v igyük b e a következő f e lbon t á soka t : 

1 1 Al 
1(1 + Al) P P(l + Al) 

1 __ 1 2lAl + (Al)2 

1(1 + Al)2 P P(l + Al)2 

E k k o r az orsómerevség v á l t o z á s á t előállító e lőbb i di f ferenciát , min t k é t t ö r t 
kifejezésnek az összegét fe l í rva 

j(l + AI) - j ( l ) = Ml+M* 
N N 

aho l 

D A, , B a, ( 1 Al \ , A
 П A, 

Mx = — -— Al -\ AI I H -2 Al 
1 2 lAl + (Al)2 

Pi Pi [P P(l + M) I Pi 

• Л (Al)2 

P „ P(l + Al)2 
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es 

M0 t H Í -
Al 

P(l + Al) 
+ 4 г Al 

1 

¥ 
2lAl + (Al)2) + 2c2(Al)2 "i 

P(l + Al)2 P(l + Al)2 

Az M1 és M2 k i fe jezésekben szereplő t a g o k más csopor tos í tásával az e lőbbi 
differencia így is í r h a t ó : 

j{l + A l ) - j ( l ) = ^ + m 

N N 

ahol 
D В Al A 2AI 1 

m = — -— Al 4 
Px P1 l2 Pp F s 

N 

+ ^ P P 

m = 
В (Al)2l A 2Al2IAI + (AI)* | A (Al)2 

Pi P(l + Al) Pp P(l + Al)2 Pp P(l + Al)2  

2c(Al)2
 í c 4 l 21AI + (Al)2 2<?(Al)2 

l2(l + Al) P(l + Л1)2 P(l + Al)2 

I t t m ' a (7) a la t t i y -k i fe jezés /-szerinti d i f f e renc iá lhányadosá t k i számí tva , 
a köve tkező a l akban í rha tó fe l : 

D A1 , В Al , A 2AI 1 
— Al H  
Pp Pp l2 Pp /3 s 

2 . Ü L + 4 . . Ü L p p 

Al 
pi 

D ——— A— — 
P P s 

I 2c 4 с2 

[ P /з 
Al dy 
Pp ' dl 

T e h á t , h a l az l 0 -lal jelölt op t imá l i s csapágytávolsággal egyenlő , akkor, mive l 
/ = Z0-ra y - n a k m a x i m u m a v a n , a d i f ferenciá lhányadosa l = /0-ra: 

dy 

dl(i= 

= 0 , 

és így m' nul la , t e h á t az m'/N t ö r t értéke is nul la . Eszer int a j(l0 + Al) — j(lb) 
differencia ér téke 

j(l0 + Al) - j ( l 0 ) 
В (AI)2 

+ 4 
3 (Al)2 

N I Pp P0(l0 + Al) Pp P0(l0 + Aï)2 

+ 
2(Zl/)3 

Pp /g(/0 + 4/) 2 

~ N 

+ 1 Г 2 ci 
s [ l2(l0 

2c(Al)2 

+ 6c2(zl/)2 4c2(zl/)3 

i 0 ) I « L 

A-Al) P0(l0 + Al)2 P0(l0 + Al)2 

2c 6c2 4 (?Al 
11 

+ + 

+ В 

+ Al (/„ + Al)2 l0(l0 + Al)2 

3 2 Al 

+ 

A + — + 
Pp l0 + Al Ppl/(0 + /l/)2 /0(i0 + ^ ) 
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E b b ő l , mivel N ér téke 

Pi № o) 

m i v e l t ovábbá az (y -)- Ay)IPx é r t éke a (10) a l a t t i kifejezés, a maximális orsó-
merevség r e l a t í v m e g v á l t o z á s á n a k abszolút é r téke : 

Л * о ) - Л * о + Л ) _ М П 2 G 

a h o l 

Л*о) 

2c + 6c2 

In H 

4c2Al 

l0 + Al (l0 + Alf l0(l0 + Alf 
+ 

В 

Px l0+Al + Px 

2 Al 

L Co + Alf l0(l0 + Alf 

H 
ID . . . С \ В/Рх А/Р, 
— (l0 + Al) + — s + , ' „ s + — — ' — s + 
Pi 

+ 1 
2c 

l0 + Al (/„ + zli)2 

2c2 

l0 + Al + (/„ + Alf 

I t t a (2) es (3) a la t t i szer int 

a i ) 

A 

Pi 

(1 - *o)c2 + 
Pi 

ас 

3 E 
S , 

В P 2 c 

Pi PiE 6Ik
 + 3 

1 

1 = 1 1
 1i+l 1il A i-k 

n-1 

I, i+1 Ii I 

D 

3 EL 
( l - * o ) 

P2ac 

6 Р Л Я 

és (8)-szerint 

Pi 3 E J 0 

A m a x i m á l i s orsómerevség relatív m e g v á l t o z á s á n a k (11) alat t i kép le té -
b e n , a számlá lóban és a n e v e z ő b e n is fellép az A / P j tö r tk i fe jezés , amely l i n e -
á r i s f ü g g v é n y e a tengely lépcsőzését j e l l emző S s z á m n a k . Ennél fogva a (11) 
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a la t t i tö r tk i fe jezés f e l í r ha tó mint az S-vá l tozónak l ineár is t ö r t f ü g g v é n y e 
a köve tkező a lakban : 

jVo) - j ( l 0 + Al) = (AIY> h + b2S 

j(l0) U ) b3 + b,S 

ahol a l ineáris t ö r t f ü g g v é n y együ t tha tó i : 

2c 6c2 4êAl + 
l0 + Al (l0 + Alf l0(l0 + Alf 

В 

b2 = s 
(1 — xn)c2 -| — ac 

P, 

3 EIn 

ЪЕ 

(1 - «о) 

+ 

Рх{10 + AI) 

2 Al 
(l0 + Alf l0(l0 + Alf 

acP~ 

+ + 1 + 
lo+Л 

6 EInP, 

2c 

(le + à l) + 
3 EIn 

+ 
2c2 

l0 + Al 1 (/„ + Alf 

(12) 

(12') 

(1 - x0)c2 + ~ a c 
64 = s . 

3 E(l0 + Alf 

A (12') a l a t t i képle tekben а В kifejezés (3) alat t i é r t é k é t rövidség k e d v é é r t 
nem í r t uk ki . 

6. A max imá l i s orsómerevség relatív megvá l tozása 
tehermentes í te t t h a j t á s esetében 

E b b e n az esetben P 2 = 0 és így В is el tűnik a (3) szerint , enné l fogva 
a (12) a l a t t i lineáris t ö r t f ü g g v é n y e g y ü t t h a t ó i a k ö v e t k e z ő kifejezések lesz-
nek : 

= 2 

b2 = s 

— + 6 
l0 + Al 

(1 - x0)c2 

3 E 

h + Al, 
3 

+ 4 

+ 

Al 
l0 + Al) l0 

2AI 

(l0 + Alf l0(l0 + A l f j 

b3 = 
(1 - x0)c2 

3 E P 
(l0 + Al) + 

3 Е Е 
s + 1 

2c 

lo + Al 
+ 2 

l0 + Alj 

s( l - x0) 

(13; 

(13) 

3 £ [ l0 + Al 
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7. tétel. T e h e r m e n t e s í t e t t ha j t á s r a a maximál i s orsómerevség r e l a t ív 
m e g v á l t o z á s á n a k (12) a la t t i é r t é k e az S p a r a m é t e r n e k m o n o t o n növekvő 
függvénye . 

Bizonyítás. Az t kell megmutatnunk, hogy a (12) alatti előállításban fellépő lineáris 
törtfüggvény az S változónak monoton növekvő függvénye , ha a lineáris törtfüggvény együtt-
hatói a (13) alatti értékek. 

Tekintsük a lineáris tört függvény következő felbontását 

b, + b2S _ b2 6A — ЬгЬ3 

b3 + 6 4 S Ь4
 + bt(b3 + 64S) • V ' 

A (14) alatti fe lbontás jobb oldalán álló második tört számlálójáról, azaz a lineáris törtfügg-
v é n y (ójí>4 — b2b3) determinánsáról kimutatjuk, hogy annak értéke negatív, tehát 

í>A - ь2ь3 < o, 
vagy i s fennáll a következő egyenlőtlenség 

b2b3 > Ь4Ь4. 

H a ide b2, b3 és ó4, b4 (13) alatti ér tékét beírjuk, akkor a bebizonyítandó egyenlőtlenségünk 
a következő lesz: 

[ P w <<» + + w ) s + 1 + 2 v b > + 2 ( 1 7 b / ) ] X 

[ X !
( 1 : f [ „ 3 f ^ 3 E l(l3+Aiy ' l0(l0 + Aiy 

> [2 í 0 + éü + 6 ( i „ + Al) + 4 ( í„ + Z » ) I 7 ] ( 3 E 0 ) ( l 0 + Al) ' 

vagy az 

s ( l - *0) 
3 E 

értékkel mindkét oldalon egyszerűsítve: 

L + b 

[ b k ( 1 - * ° ) ( í < - + + 1 Й 7 ) s + 1 + 1 7 b - + 2 ( v b ) ] [ 3 + х - ] 
2c 

> l0 + Al + 

Az utóbbi egyenlőtlenség bal o ldalát két összeadandóra bontva, azt a következő alakban is 
felírhatjuk: 

2 
> 

2с ( , Ä Al \( с Y 
> 77+73Г + 1 + 4 1 7 ) ( " v T Á T ) ' 

amely szerint végü l is a következő egyenlőtlenségnek kell fennállnia: 

Az utóbbi egyenlőtlenség azonban nyilván triviálisan teljesül, mivel a baloldalon a szorzás 
elvégzése után fel lép a 6c/Z0 + AI tag , amelynek értéke nagyobb mint az egyenlőtlenség jobb 
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olda la . Ezzel beb izony í to t tuk , hogy (6,b4 — Ь2Ь3) < 0, vagy is , hogy a (14) előál l í tásban a máso-
d ik t ag n e g a t í v , ame lynek abszolú t é r t éke csökken, ha a nevezőjében fellépő S vál tozó növek-
szik. Eszer int a (14) előál l í tásban a 

k i v o n a n d ó é r t éke csökken, ha S növeksz ik , és így a (14) a l a t t i l ineáris t ö r t f ü g g v é n y növekszik, 
h a az S vá l tozó nő . E b b ő l köve tkez ik , hogy t e h e r m e n t e s í t e t t h a j t á s ese tében a maximál i s 
orsómerevség r e l a t í v megvá l tozásának (12) a la t t i é r téke növeksz ik , ha az S p a r a m é t e r é r t éke 
nő és ezzel a 7. t é t e l t b e b i z o n y í t o t t u k . 

E n n e k az e r e d m é n y n e k az a lap ján m e g v i z s g á l h a t j u k az t , hogy mi lyen 
m é r t é k b e n vá l toz ik az orsómerevség, ha az orsó lépcsőzésére je l lemző S pa ra -
m é t e r é r téke vá l toz ik . 

8. tétel. N ö v e l j ü k m e g az egyes tengelylépcsők á tmérő i t , k ivéve a leg-
nagyobb á t m é r ő j ű n-ik lépcsőét , amelynek á t m é r ő j é t h a g y j u k vá l toza t l anu l . 
E k k o r a m a x i m á l i s orsómerevség re la t ív megvá l tozásának a (12) a la t t i é r t éke 
csökken. 

Bizonyítás. Í r j u k fel a lépcsőzésre jellemző S s z á m é r t éké t a köve tkező á t r endeze t t 
a l a k b a n : 

Ebbő l a fel írásból közvet lenül l á t h a t ó , hogy az S ér téke csökken , ha az / „ Z2, . . . , / „ _ , másod-
r e n d ű tehete t lenségi n y o m a t é k o k növekednek , ami beköve tkez ik akkor , ha az első (n — 1) 
tengelylépcső á t m é r ő j é t megnöve l jük , ellenben az u tolsó á t m é r ő j é t vá l toza t l anu l h a g y j u k . 
Most már , mivel az S é r téke csökken, a 7. tételből köve tkez ik , hogy a max imál i s orsómerevség 
re la t ív megvá l tozásának (12) a l a t t i é r t éke is csökken, a m i b izonyí tandó vo l t . 

9. tétel. A maximál i s orsómerevség re la t ív m e g v á l t o z á s á n a k (12) a l a t t i 
é r téke az á l l andó ke resz tme t sze tű orsóra a legkisebb. 

Bizonyítás. A 7. tételből köve tkez ik , hogy a legkisebb S ér tékre a legkisebb a maximál is 
orsómerevség megvá l tozásának az é r t éke , t ehá t S = 0-ra , ame ly az S (2 ' ) a l a t t i definíciója 
szer int az á l l andó keresz tmetsze tű orsó esetében következik be . E k k o r u.i. / „ = / , = . . . = / „ . 

Ebben az e s e t b e n a (12) a l a t t i képle t így a lakul : 

aho l b, és 63 é r t é k e a (13) a la t t i (Vö. még [3]). 
Vizsgál juk m e g , hogy a max imá l i s orsómerevség r e l a t í v megvá l tozásának ér téke mekko-

r á r a n ö v e k e d h e t i k , mekkora a felső k o r l á t j a , ha az S p a r a m é t e r értéke növeksz ik . Az S pa ra -
m é t e r legnagyobb ér téke elméletileg S = oo lehet, amelyre a (14) a la t t i l ineáris t ö r t függvény a 

M, — ЬгЬ3 
í>4(63 + btS) 

+ («i - «D 4 - + . • • + 
*3 

К + b2s _ 62 
b 3 + b 4 S ( S - o o ) bi 

é r t é k e t veszi fel , ame ly i>2 és 64 (13) a l a t t i meghatá rozása szer in t a következő 
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A (12) k é p l e t második t ö r t tényezőjéről b e b i z o n y í t o t t u k , hogy 6263 > 6,64 m i a t t (14)-ben 
a második t ö r t negatív, eszer in t a (12) a l a t t i kép le tben a l ineáris tör tk i fe jezés é r t é k e mindig 
kisebb m i n t 3 -f- 2/lZ/Z0 és így a maximális o rsómerevség relat ív megvál tozására mind ig fennáll , 

P l . h a zl///0 = 0,4 (az opt imál is c sapágy távo l ság 40%-ka l megvál tozik) , a k k o r a maxi-
mális o rsómerevség relat ív megvál tozása k i s e b b m i n t : 

0,42(3 + 2 • 0,4) = 0,608 = 60 ,8%. 

7. A maximális orsómerevség relatív megváltozása általános hajtás 
ese tében 

A v á l t o z ó keresz tmetsze tű orsó op t imál i s (azaz maximál is) merevségének 
a re la t ív megvá l tozásá t , abban az e se tben , amikor a ké t csapágy t ávo l sága 
az op t imál i s tó l kü lönböző ér tékű az 5. pon t (12) a l a t t i képlete szo lgá l t a t j a , 
ha a b b a n a bv b2, b3, 64 e g y ü t t h a t ó k a (12') a la t t i é r t ékek , ahol á l t a l ános h a j t á s 
ese tében: P 2 =h 0. Az op t imál i s orsómerevség re la t ív megvá l tozásának m é r t é k é t 
a köve tkező példán t a n u l m á n y o z z u k . 

A vá l tozó keresz tmetsze tű négy lépcsős (re = 4) orsót (csőtengely) m e g h a t á r o z ó ada tok 
legyenek a következők (1. [2] Example 4.) 

с = 13 c m ; Чу = 2,5 cm; re, = 21,5 cm; a 3 = 25,5 cm; f , = 3,0776 cm4; L = 4,9572 cm4; 
I 3 = 11,8276 cm4; f 4 = 13,1564 cm4; f 0 = 64 ,800 cm4. E = 2,1 • 106 kp/cm2 . A P , = 75 kp-os 
erő h a t á s v o n a l á n a k k o o r d i n á t á j a : a = 20 c m és a terhelő erő P4 = 100 k p . Mivel a főcsapágy 
kétsoros hengergörgős, a zé r t x0 = 0,3. A csapágymerevség : s = 80000 kp/cm. 

Az opt imál i s csapágytávolság k i s z á m í t o t t értéke (1. [2] 77. oldal). 

l0 = 63 cm 

Ha mos t e z t a csapágytávolságot 40%-kal c s ö k k e n t j ü k , akkor a csapágytávo lság : 

l0 -f. Al = 37,8 cm 

lesz és í gy 
ZlZ = —25,2. 

Ezekkel a z ada tokka l a (12) a la t t i lineáris t ö r t f ü g g v é n y együ t tha tó i , mivel m é g В = 
= —0,1526110, a következő ér tékek lesznek: 

by = - 2 , 0 2 1 6 1 , b2 = 0,00613, 

b3 = - 0 , 1 1 6 0 8 , by= 0,00278. 

Mivel a t e n g e l y lépcsőzését je l lemző (2') a l a t t i számérték m o s t : (1. [4] 40. old.) 

S = è о / [ 4 r^—l = 1307,644 , 
1-Х V 4 L I + I J 

a 4 0 % - k a l csökkente t t t enge ly t ávon a m a x i m á l i s orsómerevség relat ív csökkenése a (12)-
szerint a köve tkező lesz: 

j(lo) - jVo + Щ _ 0 42 — 2,02161 + 0,00613 • 1307,644 _ 
j ( í 0 ) ~ ' - 0,11608 + 0,00278 • 1307,644 ~ 

5 99425 
= 0,16 3 ' 5 1 9 1 7 = 0,16 • 1,70331 = 0,272 ^ 2 7 % 
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T e h á t 27%-os merevségcsökkenés t okoz az, ha az optimális c s a p á g y t ámaszközné l 
40%-ka l k isebb c sapágy támaszköz t v e s z ü n k . Ezzel s zemben állandó ke re sz tme t sze tű tenge ly-
nél egy 4 0 % - o s csapágytávolság c sökken tés kb . csak 9 % - o s merevségcsökkenést okoz, a 
merevségcsökkenés é r t é k é t a (12) és (12 ' ) szerint S = 0 - r a számí tva . 
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4. LIPKA, I . : I nves t iga t ion into the De fo rma t ion of S h a f t s and the P r o b l e m of Minimizing 
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Relat ions between the Op t imum Bearing Dis tance of Cantilever Two-suppor t Sha f t s 
wi th Variable Cross-sections and the S h a f t Characteris t ics . The au tho r p resen t s re la t ions 
be tween t he o p t i m u m bear ing dis tance, t h e conf igura t ion (diameters and s t e p lengths) and t h e 
charac te r i s t i c p a r a m e t e r s of s tepped s h a f t s and bear ing r ig idi ty . He also t a k e s into accoun t 
t he case of a general dr ive , when t h e s h a f t is a t t a ched be tween the s u p p o r t s by a bend ing 
force der iving f r o m the dr ive . F u r t h e r m o r e , the paper dea ls wi th the v a r i a t i o n of the o p t i m u m 
sha f t r ig id i ty as a f u n c t i o n of o p t i m u m bea r ing d is tance var ia t ion and t h e connect ion of t h i s 
va r i a t ion w i t h n u m b e r expressing t he s t epp ing of he s h a f t . The theorems h a v e been deduced 
w i t h o u t numer ica l calculat ions, while considering the m o s t general condi t ions . 

Z u s a m m e n h ä n g e zwischen dem opt imalen Lagerabstand einer gestuften, z w e i f a c h gelagerten 
auskragenden Welle u n d ihren K e n n w e r t e n . Der Verfasser leitet f ü r W e l l e n mi t ve ränder -
l ichem Querschn i t t (Stufenwel len) Z u s a m m e n h ä n g e zwischen Wel lens tufung ( L ä n g e und Durch -
meßer der Wel l enabschn i t t e ) und o p t i m a l e r S tü tzwei te , Auskragung sowie d e n P a r a m e t e r n 
der Wel len lagerung (Wellensteif igkei t ) ab . Auch der F a l l des a l lgemeinen Antr iebs w i r d 
berücks ich t ig t , wenn innerha lb der S t ü t z w e i t e die Welle auch durch eine v o m Antr ieb he r -
r ü h r e n d e B iegekra f t be las te t wird. Des wei te ren besp r i ch t der Aufsatz die r e l a t ive Ä n d e r u n g 
der op t ima len Wellenste i f igkei t bei Ä n d e r u n g der o p t i m a l e n Lage ren t f e rnung sowie den Zu-
s a m m e n h a n g dieser Ä n d e r u n g mit einer K e n n z a h l fü r die S t u f u n g der Welle. Die Sätze werden 
f ü r die a l lgemeins ten Bedingungen rein ana ly t i sch , ohne numer ische Be rechnungen , abgelei tet . 
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