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A tanulminy a v4ltozd keresztmetszetii (lépcsSs) tengelyekre vezet le olyan
tételeket, amelyek az optimilis csapigytdmaszkéz értékviltozdsa és a tengelyt
valamint annak csapédgyazdsat jellemzd paraméterek értékvialtozdsa kozotti kapesola-
tokat fejeznek ki. A levezetett tételek Osszefiiggéseket mondanak ki az optimilis
csapaAgytamaszkoz hossza, a tengely 1épcsizése (tengelyszakaszok hosszai és atméréi,
a konzolhossz, valamint a csapdgy merevségek kozott; figyelembe véve még az altalanos
hajtds esetét, amikor a tengelyt a tdmaszkézén belil egy a hajtasbél eredd hajlité
er$ is terheli. Foglalkozik tovabbé az optim4lis orsémerevségnek az optimalis csapagy-
tavolsag megvaltozdsanal fellépd relativ megvéltozasaval, valamint e véltozdsnak egy
a tengely lépcsdzését jellemz8 szdmmal valé osszefiliggésével. A tételek levezetése a leg-
altaldnosabb feltételek mellett, numerikus szamitdsok nélkiil, tisztdn analitikus méd-
szerekkel torténik.

1. Bevezetés

Ebben a tanulmanyban valtozé keresztmetszetii (1épcsds), konzolos két-
tamaszd tengelyek ill. orsék jellemzd paraméterei (tengelyszakaszok hosszai
és atmérdi, konzolhossz, csapagymerevségek) és az optimalis csapagytavolsag
koézotti dsszefiiggésekre, valamint a esapagytavolsig-viltozas és az optimalis
orsémerevség-valtozas kapcesolatara vezetiink le altalanos tételeket. Ezek
a vizsgalatok tulajdonképpen azoknak az eredményeinknek az altalinosita-
sival foglalkoznak, amelyeket az 4allandé keresztmetszetd orsék jellemzd
paraméterei és az optimilis csapigytavolsag kozotti Ssszefiiggésekre vonat-
kozéan kozsltiink [1].

Vizsgalatainkban olyan valtozé keresztmetszetd tengelyt (orsét) te-
kintiink, amelynek a két csapagy kozé es§ szakasza n szami kiillonboz8 kereszt-
metszetd részbgl all (1. abra). A tengely kinyiilé része a konzol, két egy-
mastél kiilonbézé 4tmérdju részbél all. A P, terhelés a konzol végén hat, és a
hajtas altal kifejtett P, erd hatasvonala a k-ik tengelyszakaszba esik (1<{k < n):
P, er6 tamadaspontjat az e koordinata hatarozza meg. A mells6 csapagy
merevségét: s;, a hitsé csapagyét s, jelshi.
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2. Az optimalis csapagytamaszkéz

A valtozé keresztmetszetii tengelyek optimilis timaszkozének a megha-
tarozasira egyik el6bbi dolgozatunkban [2] egy harmadfokd egyenletet
vezettiink le, amelynek egyetlen pozitiv gyoke szolgiltatja az optimalis
csapagytavolsagot (azt a csapagytavolsagot, amelyre a P, erével terhelt ten-
gelyvég lehajlasa minimalis.) Ennek a harmadfokd egyenletnek médositott
alakja arra az esetre, amikor a mells§ és hatsé csapagy merevsége két egymas-
tél kiilonb6zd s,, illetve s, érték, a kovetkezd:

2P;c

S

Dl3—~(B+ )1—2[A+P1c2(i+i))=0. 1)

$ Sy

Itt | a csapagytamaszkoz, ¢ a konzolhossz, s; a mells§ és s, a hatsé csapagy
merevsége, az A egyiitthaté jelentése pedig a kovetkez§:

(1 —xg) Py 4 Pac

A= i S (2)

Itt %, a csapagy szerkezetét jellemz§ éallando (egyszerd gordiils csapiagyra
%y = 0, sikl6 csapagyra és kétsoros hengergorgds csapagyra is x»,~ 0,3), E
a tengely anyagénak rugalmassiagi modulusa, az

S_n_la3[_1._— 1k (2,)
2 I, LHJ

Osszeg a tengely lépcsds szerkezetét jellemzd szamérték, mivel a; (1 ='1,2, .. .,
n — 1) az egyes tengelylépcsiket meghatarozé koordinatak és I, I,, ..., I,
az egyes tengelylépcsSk keresztmetszetének ekvatorialis masodrendd tehetet-
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KONZOLOS KETTAMASZU TENGELY 163
lenségi nyomatékai. Végiil a B és D egyiitthaték értékei:

_ PZC a3 1 in—l i
o E {6Ik ;_—_21 (I;Jrl I) + 2 2 ( 1+1 Il]}

P 2ac
= (1 —2%0) —
3EI, 6EI,

®)

A tamaszkézén beliil terheletlen orséra (tehermentesitett hajtas),
amikor P, = 0, a B egyiitthat6 értéke nulla és az 4 és D egyiitthaték értékei
a kdvetkezdképpen egyszertisédnek:

__ 2 2
_ (L= o) Pye S; Dzﬁ—(l—xo), B=0.
3E 3EIL

Ennélfogva az (1) egyenlet is egyszertisodik.

3. Tételek az optimalis csapigytamaszkozre,
altalanos hajtas esetében

Az alabbiakban kimondott és bebizonyitott tételek az altalanos hajtas
esetére vonatkoznak, amikor az ors6t a tamaszkozén beliil is terheli egy a
hajtas dltal kifejtett P, hajlit6 exd. E tételek bizonyitdsa egy a harmadfokid
polinomokra vonatkozé aldbbi lemmaéan alapszik.

Tekintsiik a kévetkezd alakid harmadfokd egyenletet:

4 ax—a,=0,

ahol az a, egyiitthaté tetszésszerinti pozitiv vagy negativ szam; az a, egyiitt-
haté azonban mindig pozitiv, tehat:

a=0, a;>0.

Ennek az egyenletnek, mivel egyiitthat6i sorozataban: (1; a;; — a,) pontosan
egy jelvaltas 1ép fel, mindig van egy és csakis egy pozitiv gyoke, amelyet
jeloljiink &-vel. Tehat:

£+af—a,=0
vagy az egyenlet harmadfoki polinomjat ¢(x)-szel jelolve:
p(x) =2 4+ a;x — a,.

Mivel & a p(x) polinom nullahelye, azért
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Lemma. Ha az x-pozitiv szamra fennill a

p(x) >0
egyenlétlenség, akkor
x> &,
ha pedig
p(x) <0,
akkor
x<§.

Tebat a p(x) polinom értéke a & gyskhelynél nagyobb x-értékekre pozitiv,
a &-nél kisebb x-értékekre pedig negativ.

Ennek a lemmanak a helyessége egyszeriien abbdl kévetkezik, hogy az
y = ¢(x) gorbe, mivel a ¢(x) = 0 egyenletnek pontosan egy & pozitiv gydke
van, egyszer metszi 4t az x-tengelyt a Z-pontban. Ennélfogva a ¢(x) elGjele a
&-hely elGtti pontokban ugyanolyan mint az x = 0 pontban: ¢(0) = — a, << 0,
tehat negativ, ennélfogva a £ utani pontokban a ¢(x) pozitiv és ez éppen a
lemmanak az éallitasa.

1. tétel. Legyenck a tengelylépesdk értékei (az atmérSk, a lépcsGhosszak
és az a koordinata) rogzitettek, tehat az I; masodrendii tehetetlenségi nyoma-
tékok is rogzitett értékek. Legyen tovabba a ¢ konzolhossz és az s, csapagy-
merevségi érték is rogzitett, és a hajtas altal az orséra kifejtett P, erdre alljon
fenn a kdvetkezd egyenltlenség:

2(1 ~—x0)P1i>P2, (4)
a

akkor a hatsé csapagy s, merevségének a novelése csokkenti az optimalis
csapagytévolsagot.

Bizonyitds. Tekintsiik az (1) alatti harmadfoki egyenletet, amelynek gyéke az optimalis
csapdgytdvolsig, az lop¢. Osszuk az egyenlet bal oldalit a D egyiitthatéval, amelynek értéke
a P, erdre kirétt (4) alatti feltétel és D (3) alatti definiciéja szerint pozitiv:

B 2P,c A Pe? (1 1
3 . 1 _ il 1 il il —
g (D + le)l 2(D + D (sl+sz)) 0.

Az egyenlet két egyiitthatéjira vezessiik be a kovetkezd rovidits jeloléseket:

_2(A P,c2(1 1
“=2\pt D ?W]J

B 2P
al——(f_*_ s, D )

)
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Ekkor a fenti harmadfoki egyenlet, amelynek gybke az lop (optimélis csapigytavelsag)
a kovetkezo:

3 —

lopt + allopt 8= 0. (1')
Most mar néveljiik meg az a, egyiitthaté (5) alatti kifejezésében az s, értékét. Ekkor, mivel
(2), (2’) és (3) szerint az A4, B, D kifejezések nem tartalmazzik az s, csapigymerevségi értéket
és a D pozitiv, az a, egyiitthatd értéke csokkenni fog az (5) alatti els§ képlet szerint. Az a,
egyiitthaté értéke azonban (5) szerint viltozatlan marad, mert a B, D, s, és ¢ valtozatlan
rogzitett értékek, amikor az s, értékét noveljiik. Jelolje az a, egyiitthaté csokkentett értékét
ag, tehat:

a; < a,.
Irjuk be a fenti (1’) egyenletben a, helyébe a nila kisebb a] értéket. Ekkor az egyenlet bal
oldaldn a negativ tag abszolut értékét csokkentjiik és ezért a bal oldal értéke megnéveksaik,
pozitiv lesz. Tehat fennal, hogy
Bpt + aylopt — e > 0.
Eszerint az 4j
B 4+ax—a,=0
harmadfoki egyenlet egyetlen pozitiv gyoke, vagyis az Gj optimélis csapégytévolsig az I5p;
az eldbbi lemma szerint kisebb lesz mint az eredeti optimalis csapdgytdvolsag azaz:
lopt < lopts

amit bizonyitanunk kellett.

2. tétel. Legyen az (1’) alatti egyenlet g, egyiitthatéjaban (S) szerint fel-
1ép6 B kifejezés értéke pozitiv, illetve nem-negativ. Tehit B (3) alatti definfci6-
ja értelmében alljon fenn a kovetkezs egyenlftlenség:

a3 1 k2 1
Pl 4 — at[— - _l a?
2{61A 32. ’(1 1) ,_k ‘(

i+1

e o

Liyy
tovabba a hajtisbél szarmazé P, erdre teljesiiljon a (4) alatti
c
2( — xg)P,—> P,
a

feltétel. Ekkor, ha a ¢ konzolhossz értéke, valamint a tengelylépesék értékei
is rogzitettek, az s, és s, csapigymerevségek megnovelése (akar az egyiknek,
akar mind a kett8nek) csdkkenti az optimilis csapagytavolsagot.

Bizonyitds. Mivel a B kifejezés feltétel szerint nemnegativ és (4) szerint D positiv,
az (1’) alatti egyenlet a, egyiitthatéja (5) szerint negativ. Tehdt, ha az s, merevség értéket
megnoveljilk az a, egyiitthaté abszolit értéke csokkenni fog. De a pozitiv a, egyiitthaté értéke
is csokken, ha az s; csapagymerevség értékét megnoveljiik, valamint akkor is, ha az s, értékét
néveljik. Tehat s, és s, értékét megnovelve, az egyenlet #j af, a; egyiitthatéira fennillnak a
kévetkezd egyenldtlenségek:

a; < ay, aj > a.
Eszerint, ha az (1’) egyenletben a, helyébe a néla kisebb af kivonandét irjuk, az a; helyébe
pedig a néla nagyobb aj negativ értéket, akkor az egyenlet bal oldalat noveljiik, tehat annak
értéke pozitiv lesz:

lopt + a3 lopt — ao > 0.
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Ennélfogva a lemma értelmében az 1j egyenlet gyike, vagyis az j optimélis l;p¢ csapigytdvol-
sag kisebb mint a régi, azaz:

opt < lopt

és ezzel a 2. tételt bebizonyitottuk.

A 2. tétel feltételében a (6) alatti egyenlStlenség a kévetkezd kétféle
mddon teljesiilhet. Ha a hajtis altal kifejtett P, exr§ csokkenti a tengelyvég
lehajlasat, vagy legalibb is nem néveli, tehat a P, irdnya megegyezik a P,
erd irdnyaval: P, > 0 (vagy P, = 0), akkor a (6) alatti egyenlGtlenség teljesiil,
ha ott a kapesos ziréjelben all6 kifejezés is nem negativ, tehat fennall, hogy

n—

_+_

=1

@ 1k (1 1]
ay

1 1 1
T ( —] >0. (6)

a
2 Tk Ii+1 Ii

De, amint Sz6kE Béla megjegyezte (1d. [2] 69. old.), a P, erd iranya az el5tét
tengely elrendezésétél fiigg és igy az is el§fordulhat, hogy P, < 0, vagyis a P,
erd felfelé irdnyul és noveli a tengelyvég lehajlasat. Az utébbi esetben azonban
a (6) alatti feltétel akkor teljesiil, ha fennall a kdvetkez§ egyenlStlenség:

1k 1 1 an 1 ;
KPRl Pt AT
6Ik i=1 Iipy I; Iiyy

Ezeknek a megallapitasoknak az alapjan kimondhatjuk a kovetkez8 tételeket:
2,. tétel. Legyenek a tengelylépesdk értékei, a ¢ konzolhossz, valamint

a hajtashol szarmazé P, hajlit6 er8 helyét meghatarozé a koordinata, rogzitett
értékek, és a P, erdre teljesiiljon a (4) alatti egyenldtlenség. A tengely lépesa-
zésére élljon fenn a (6,) alatti egyenlStlenség. Ekkor, ha a P, er8 csékkenti
a tengelyvég lehajlasat, vagy legaldbb is nem néveli, az s, és s, csapadgymerev-
ségek megnivelése csokkenti az optimalis csapagytavolsagot.

Ugyanis ezeknek a feltételeknek a fennallisa esetén teljesiil a (6) alatti
egyenlStlenség, valamint a (4) alatti is, és igy a 2. tételbél kovetkezik a 2, tétel
helyessége. Ugyanigy bizonyithaté a

2,. tétel. Ha a tengelylépcsdk, a ¢ konzolhossz, valamint a P, erd helyét
meghatiroz6 a koordinata rogzitett értékek, tovabba teljesiill a (6,) alatti
egyenl§tlenség, akkor, ha a P, erd irdnya olyan, hogy ndveli a tengelyvég
lehajlasat, az s, és s, csapagymerevségek novelése csokkenti a maximalis
csapagytavolsigot.

Megjegyzés. A (6,) alatti egyenl§tlenség midig teljesiil az allandé kereszt-
metszetli tengelyre, mivel ebben az esetben a (6,) alatti bal oldalan allé
szummak értéke nulla. A 2, tétel feltételében a (4) alatti egyenlStlenség
azért nem szerepel, mert ott P, <Z 0 és igy (4) alatti automatikusan teljesiil.
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3. tétel. Ha a tengelylépcsdk értékei, valamint az s, és s, csapadgymerev-
ségek értékei rogzitettek, tovibba fennall a (4) alatti egyenlStlenség, vagyis

2(1 — %,) P~ > P,,
a

és a (3) alatti B kifejezés értéke nem negativ, akkor a ¢ konzolhossz névelése
csokkenti az optimalis csapigytavolsagot.

Bizonyitds. Irjuk felaz a, egyiitthaté (5) alatti el§allitasaban felléps A/D tortkifejezést
{2) és (3) szerint; ez az egyszeriisitések utdn a kdvetkezd alakd lesz

_4:[" (A — %)Pyc + Pra s.
b 1 —xo)Plc——I;la

A jobboldalon 4ll6 tortkifejezés a kovetkezs két Gsszeadandéra bonthaté fel

3
(1 — %,)Pic + P,a o et
p,_ T P, ’
(A — %p)Pye — T’ a (1 —xg)Pyc — -—22—41
amelyeket A4/D el6bbi kifejezésébe irva
3
= Psa
LS+ 2
1 — %g)Pie— 22 a

Ebb#&l a felirasbél, mivel a kapesos zdréjelben allé tort nevezdje a (4) alatti feltétel szerint
pozitiv, nyomban lthaté, hogy A/D értéke csdkken, ha a ¢ novekszik. Tehit az a, (5) alatti
eldallitdsaban az A/D csékken, ha ¢ novekszik, tovibbd ebben az eléllitdsban a

Pet (1 1
D (? +¥)

tag is csokken, ha a ¢ névekszik. Ugyanis (3) szerint

Pt p,
D~ P, a °’
3EI, A — %) — Pz'z‘
oI . E

amelynek a nevezdje feltétel szerint pozitiv és értéke novekszik, ha a ¢ névekszik.

Ezzel megmutattuk, hogy az a, egyiitthat6 (5) alatti értéke csokken, ha a ¢ novekszik.
De az g, egyiitthaté értéke is csékken, ha a ¢ névekszik, mert az (5) alatti eldéllitdsban az elsg
tag (3) szerint:

ad 1k 1 1 a 11 1 1
Peler, 13 £ e 1) 2\ 0w T
Pe(l — %), — Ppa ’
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foorsd

amelynek az értéke csokken, ha a ¢ novekszik, mivel feltétel szerint (B > 0) a tort szdmléléja
nemnegativ és nevezdje nd, ha a ¢ novekszik. Ugyanigy az a, egyiitthaté eldallitdsdnak a ma-
sodik tagja:

e 6EI,P,

"t Pl — %) —

Pia
2

szintén csokken, h a ¢ névekszik, mivel ekkor a tortkifejezés nevezdje né. Tehat itt is ugyanaz
az eset forog fenn, mint a 2. tétel bizonyitdsanal, vagyis az (1”) egyenlet bal oldala megnévek-
szik, tehat pozitiv lesz, ha a ¢ konzolhosszat megnéoveljiik és igy a lemmébél kovetkezik, hogy
az optimalis csapagytavolsag csokken, ha a ¢ értékét megnoveljiik.

£

Megjegyzés. TERPLAN Zéné professzor felhivta a szerzé figyelmét arra, hogy
,,ritkdn hatnak az orsét timadé radialis er6k azonos sikban’. Erre vonatko-
z6an megjegyzendd, hogy az el6z6ekben bebizonyitott 1., 2., 2,, és 3. tételek
abban az esetben is érvényben maradnak, ha a P, és P, radialis er6k nem
hatnak egy sikban, hanem hatasvonaluk két a térben kitér6 egyenes. Ebben
az esetben ugyanis bontsuk fel a hajtasbél szarmazé P, hajlité erdt két olyan
P; és P; komponensre, ahol a P; a P; terheld erdvel most mar egy sikban fek-
szik (2. abra), a P; komponens pedig az el6bbi sikra meréleges sikban hat,
tehat a tengelyvég lehajlasat nem befolyasolja és igy figyelmen kiviil hagyhaté.
Most mar, ha teljesiil az 1., 2., 2, és 3. tételekben szerepld (4) alatti feltétel,
vagyis fennall, hogy

TRECRT NGy
a
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akkor az egysikban haté P, és P; radidlis erdkre is teljesiil a (4) alatti feltétel,
mivel ezekre fennall, hogy

2(1 — %,)P,~ > P},

a
mert
P,=P,cosy; (0<Tcosy<1)
és gy
P, < P,.

Ezzel bebizonyitottuk, hogy a kimondott tételek nem egysikban haté radialis
erdk esetében is érvényesek.

4. Tételek az optimalis csapagytamaszkozre
a tamaszkozén beliil terheletlen orsora (tehermentesitett hajtas)

Itt feltételezziik, hogy a hajtash6l nem szarmazik olyan hajlité erd,
amely az orséra hat, tehat most P, = 0.

4., tétel. Legyenek a tengelylépcesk értékei (az a koordinita is) és a ¢
konzolhossz rogzitettek, akkor az optimalis csapagytavolsig csékken, ha az
s, és s, csapagymerevségeket megniveljiik.

Bizonyitds. A 2. tételbdl kovetkezik. Ugyanis, mivel P, = 0, teljesiil a 2. tétel (6)
alatti feltétele és a (4) alatti feltételi egyenldtlenség is nyilvan fenndll, ennélfogva a 2. tétel
allitasa is teljesiil.

5. tétel. Ha a tengelylépcsék értékei rogzitettek, valamint az s; és s,
csapagymerevségek is, akkor a ¢ konzolhossz névelése csokkent: az optimalis
csapagytavolsagot.

Bizonyitds. A 3. tételb8l kovetkezik. Ugyanis, mivel P, = 0 a (3) alattibél B kifejezés
értéke nulla, tehit nemnegativ és a (4) alatti feltétel is fennall, vagyis teljesiilnek a 3. tétel
feltételei, amibdl kovetkezik az 5. tétel allitdsa is.

6. tétel. Ha a tengelylépcsGk értékei rogzitettek, akkor a csapagymerev-
ségek értékeinek, valamint a konzolhossznak a megnévelése csokkenti az
optimalis csapagytamaszkozt.

Bizonyitds. Rogzitett ¢ konzolhossznél, amikor a tengelylépcsdk is rogzitettek, noveljilk
meg a csapagymerevséget (vagy merevségeket) a kivdnt értéklire. Ekkor a 4. tétel szerint
csokkent az optimilis csapdgytdvolsig. Ezutin a megnévelt csapdgymerevséget (vagy
merevségeket) tekintsiik rogzitettnek és néveljilk meg a ¢ konzolhosszat a kivant értékiire.
Ekkor az 5. tétel szerint az optimélis csapigytdvolsdg tovibb csokken. Végeredményben tehit
az optimdlis csapigytdvolsag kiindulé értékénél kisebbet kaptunk a csapagymerevség és a
konzolhossz megnivelésével.
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5. A viltozé keresztmetszetii orsé maximalis merevségének valtozasa
az optimalis csapagytivolsig megvaltoztatasanal

A konzol végén P, erdvel terhelt valtozd keresztmetszetii orsénak a P;
er8 hatasvonalaban valé teljes besiillyedésére, egyenldnek feltételezett mellsd
- és hatsé csapagymerevség esetére a kévetkez8 altalanos képletet vezettiik
le [2]:

B A P 2¢c 2¢2
=Dl4+C+— 4+ +L |1 4+= 4", 7
y + +l +l2+ s | + ] + 2 (7
ahol
c=-Bd L B o ay

3EI, 3EI,

B és D jelentése a (3) alatti, A jelentése a (2) alatti, s az egyenlnek feltételezett
mells§ és hatsé csapagymerevség. A C kifejezésében I és I, a konzolrészek
masodrendii tehetetlenségi nyomatékai. A tovabbiakban feltételezziik, hogy
most a konzol csak egyrészes, tehat I, = 0, I, = I, ennélfogva ¢; = ¢ és
igy a C fenti kifejezése:

’

I T
3EI,

(8)

Az alabbiakban a valtozé keresztmetszetii orsé merevségének a valto-
zasat vizsgaljuk, valtozé csapagytamaszkoz esetére. Az orsé merevségén a
terheld ernek és a konzolvég lehajlisinak a viszonyit, vagyis a P,/y viszonyt
értjiik, amely (7)-szerint az I csapagytimaszkéznek a fiiggvénye és igy j(I)-lel
jeloljiik:

="
Y

Konnyen bebizonyithaté, hogy az orsémerevség, vagyis a j(I) figgvény a leg-
kedvezébb, vagyis legnagyobb értékét az l = l;p¢ optimalis csapagytamasz-
kozre éri el, amely az (1') alatti harmadfoki egyenletnek a gydéke. Tehat
az optimilis azaz a legnagyobb orsémerevség:

Jopt =j(lopt) ]
amelynek értékvaltozasat vizsgaljuk a kévetkezfkben arra az esetre, amikor

az Lo optimalis csapagytamaszkoz helyett egy (lopt + Al) tamaszkdzt vesziink
és erre tekintjitk a

j(lopt + Al)

orsémerevség értékét, amely nyilvan kisebb mint j(l,p¢).
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Ha az I csapigytamaszkdz értéke megviltozik Al-lel, akkor a teljes
besiillyedés (7) alatti értéke is megviltozik valamilyen Ay-nal, és igy az (I + 4I)
timaszkdzhdz tartozé orsémerevség a kovetkez§ lesz:

T
y+ Ay

Mivel az I timaszk$zhoz a P,/y orsémerevség tartozik, azért az orsémerev-
ség megviltozasanak az értéke, ha az l tamaszkéz megvaltozik (Al)-lel:

P P_py—l=4d),

y+4y y Y y(y + 4y)

vagy az orsémerevségre elSbb bevezetett j(I) fiiggvénnyel felirva az orsémerev-
ségeket:

Py P,
=1, jl+ 4=
Y y + Ay
A merevség megvaltozasa:
. . P P, _ A
U ay—joy=—P P py—G+dy)
y+dy oy y(y + 4y)

Az itt felléps tortnek a szamléléjat és nevezdjét osztva P,-gyel:

y—+4
P
J+ A —j) = - (9)
¥y yt+dy
P, P
Mivel a (7) alatti képlet szerint:
y D Cc B/P, A/P; 2c?
I A BT T el W W il 8 14 2€ 42
P, P + P, + 1 2 + + +

és ugyancsak (7) szerint az (I 4 A4l)-hez tartozé megfelels érték

y+4dy D B[P, Al P,

Al —
P, Pl(+ )+ +I+Al+(l+Al)2+
1 2¢ 2.¢2
—~ |1 , 10
+s +I+Al+(l+Al)2 (10)
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a kettének kiilonbsége

y _y+dy D, B A A 2041 4 (Al
P, P, P, P I+ 4l) P, B+ Al
1 2l 4c2Al 26( Al
T3 Il + AI) + Il 4 A1) + B+ A1)

Ezt a kifejezést a (9) alatti szamlaléjéba irva, a merevség megvaltozasara
azt kapjuk, hogy

M
i+ Al —jly = —,
J( + Al — j() N
ahol
D B A A4 24 A (4
M= ——Aly——— 4= =2 = 7
P, + P, I(I + Al + P, I(I + Al + P, B(l + Al +
1 ( 2cdl 4c2Al 262 Al)?
s I+ 4) 10+ 4z B+ Ape)’
és

N Yty
Pl Pl

Az M kifejezés miésodik és harmadik tagjaba, valamint ugyanott a kerek
zardjelben ill6 elsé és masodik taghba vigyiik be a kovetkez§ felbontisokat:

1 1 Al

Y

11 A4 (A

(44 B B+ 4

Ekkor az orsémerevség viltozasat eldallité elbbi differenciat, mint k ét tort
kifejezésnek az §sszegét felirva

M M.
i+ Aly —jl) = —L + 22,
jl+ 4an —j N TN
ahol
2
M1=__I_)_Al+_£m(i__‘”_]+i241(i_.2.l‘”+(4”)
P, P, Bz B+ 4 P, B Bl 4 Al

4 (A
MR
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2

€s

2 2

M2=—[2CAI(———) 142 [L_ 2141 4 (A1) } 2¢3(Al) ,
s 2P+ 4y B Bl + A1y P+ Aaly?

Az M, és M, kifejezésekben szerepl§ tagok mas csoportositasaval az eldbbi

differencia igy is irhaté:

’ 1t 11y

J A — () ==+ T

ahol
D B Al A 241
) BT e e 9202 402
" TR e TP, 13+s( +
2 2
mh—_ B4y A, , 2044 ) iﬂ_

P, B(l+4l) P, B+ Al P, B+ Ap’
m"'=i[_ 2e(AP o 244 (AP | 20 ]
(1l + Al B4 Al B+ Al

Itt m’ a (7) alatti y-kifejezés l-szerinti differenciilhanyadosit kiszamitva,
a kovetkezd alakban irhaté fel:

$

B Al A2 1(, Al Al
_ Dy BA 4 Lo L4 =
P, +P112+113+s‘ ,2+C,3]
__ Ay B 42 P2 4y A dy

P, ’ s e P P, dl

Tehat, ha I az I -1al jelolt optimalis csapagytavolsaggal egyenl§, akkor, mivel
! = ljra y-nak maximuma van, a differencidlhdnyadosa I = I -ra:

dy _ 0
dlg_y

és fgy m' nulla, tehat az m'/IN tort értéke is nulla. Eszerint a j(I, + 4l) — j(l,)
differencia értéke

(A1) A 3(dle

1, + Al) — G
Jlbo 4 = jllo) N{ P B, + ) TP, B+ A
4 _2ap 1 [ 2¢(Al)? 6(Aly? s )
Py Bl + 41 s | B(lo +4) B, + 4 B, + A1) ]] B

1 (A2 1 2¢ 6c? 4c2A11
--%i [?[10 A ar T )

1 A 3 241
+7lo+m +_[ Ko+ e+ to<lo+Al)2]]'
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Ebbél, mivel IV értéke
y _ 1

P ()
mivel tovabba az (y + dy)/P, értéke a (10) alatti kifejezés, a maximalis orsé-
merevség relativ megviltozasanak abszolit értéke:

jlo) —jlo+ 41 _ (ﬁ *6

J(lo) l,) H’
ahol
2
C— 2¢ 4 6¢c? 4c2Al
I, + 4l (I, + 41)? Iy(l, + Al1)?
B 1 A 3 241
o Al )
P l,+ Al P L, + 4l)? I(l, + Ab?

(11)

D C\  BIP, AP,
H= (2, + 4+ &
(P(°+ S N Ry

1

2¢ 4 2¢2
lo+ 4l (lg+ 4l

+1+

Ttt a (2) és (3) alatti szerint

(1 —xg)e® + _Ip;z_ ac

A 1S,
- P, 3E
3 k-1 n-1
D_Befe 1l L esipd 1)
P, PE | 6], 3 =3 Iiy, I; 2 = Iy I;
2
D __¢ (1 — 25) — i,
P, 3EI, 6P I.E
és (8)-szerint
c_ @
P, 3EI,

A maximalis orsomerevség relativ megvaltozasanak (11) alatti képleté-
ben, a szimlaléban és a nevezGben is fellép az A/P, tortkifejezés, amelyline -
dris figgvénye a tengely 1épcsdzését jellemzd S szamnak. Ennélfogva a (11)
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alatti toértkifejezés felirhaté mint az S-viltozénak linedris tortfiiggvénye
a kévetkezd alakban:
j(lo) — jlla + 41 (szm+bs 12
J(h) lo] b3+ bS
ahol a linearis tortfiiggvény egyiitthatéi:
2¢ n 6¢? 4c2Al s B ,
ly+ 4l (lo + A1 (1, + Aly? Py(l, + A

by

(12')

P,
1 — 2g)® 4 —2
. I=w)etprac L2
' 3E [ (o + A Lo(lo + Al ]

2 P N
b= || (1 —x) 222 Al ———I
. [“Eu( o) 6Ehpj<o+ )+ oo |5+

B/P, 2¢ 262
R A TRy TI ST T

_+.

(1 — 2y)c®+ il ac
b, = Py
¢ 3E(l, + Al
A (12') alatti képletekben a B kifejezés (3) alatti értékét rovidség kedvéért
nem irtuk ki.

6. A maximalis orsémerevség relativ megvaltozisa
tehermentesitett hajtas esetében

Ebben az esetben P, = 0 és igy B is eltiinik a (3) szerint, ennélfogva
a (12) alatti linearis tortfiiggvény egyiitthatéi a kovetkezd kifejezések lesz-

nek:
2 Al
b=2—2F 6|— ,
‘ %+Al+'(%+AJ Hloval
(1 — 5,)c? 3 241
b, — : 13
= e (1%
(1 — x,)c? c 2
b= (L =% g 4+ a4 2 :
s sgr, ot )+3EIOJS+ + +Al+ (10+Az)
(13)
_3(1_"0)
b (0+AJ
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7. tétel. Tehermentesitett hajtisra a maximilis orsémerevség relativ
megvaltozasdnak (12) alatti értéke az S paraméternek monoton névekvs
fiiggvénye.

Bizonyitds. Azt kell megmutatnunk, hogy a (12) alatti eldallitdsban fellépd linearis
tértfiiggvény az S viltozénak monoton novekvd fiiggvénye, ha a linedris tortfiiggvény egyiitt-
hatéi a (13) alatti értékek.

Tekintsiik a linedris tortfiiggvény kovetkezd felbontdsat

B+ 5.S by . bb, — by
_——t . = = _ 14
b+ 5,5 b, by(bs + 5,5 a%

A (14) alatti felbontds jobb oldalan 4116 maésodik tort szamlaléjirél, azaz a linedris tortfiigg-
vény (bb, — b,b;) determinansarél kimutatjuk, hogy annak értéke negativ, tehit

bb, — bb, < 0,
vagyis fennall a kovetkezd egyenldtlenség
b,b, > byb,.

Ha ide by, b, és b, b, (13) alatti értékét beirjuk, akkor a bebizonyitandé egyenlgtlenségiink
a kovetkezd lesz:

— %) c c 2
[( 3gr, G T D+ 3EI ) s+1+2—7p +2(10+A1)J x
(1 — xy)e? [ 3 241
ST 3E |G i+ Al)*]

c c 2 c 2 A7 s(1 — %) c z
2 (o) +(orar) o™ (v a) -
>[ Lra i\ rar) Tt Tar) s A

vagy az

s(1 — %) ( c 2
T 3E 10+Az)

értékkel mindkét oldalon egyszen’isitve:

c? 2¢ ¢ 2 241
| (3Ez; @ = =0ta + a0+ 557 ser)t e ) B )

2¢ c Al
= 1, + 4 +(10+A1) (6+4—]

Az utébbi egyenl§tlenség bal oldaldt két dsszeadandéra bontva, azt a kovetkezd alakban is
felirhatjuk: :

(1 —xo) 241 44 ¢ 2
[( SEI, (’“”"’*L3»121)“”4r o+Az]( "l‘) (6+ o)(to+m)>
2¢ Al ¢ 2

o+ 41 (i) -

>Ea T (+ o A o

amely szerint végiil is a kovetkezd egyenlGtlenségnek kell fennallnia:

(1 — xg) 2¢ ( Al) e
[( 3ET, ('°+")+3Er)’+1+zo+m]3+21 > 2 A

Az utébbi egyenlotlenseg azonban nyilvin trividlisan teljesiil, mivel a baloldalon a szorzas
elvégzése utan fellép a 6c/l, + Al tag, amelynek értéke nagyobb mint az egyenldtlenség jobb
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oldala. Ezzel bebizonyitottuk, hogy (b,d, — b,b,) < 0, vagyis, hogy a (14) eldéllitdshan a maso-
dik tag negativ, amelynek abszolit értéke csokken, ha a nevez8jében fellépd S valtozd novek-
szik. Eszerint a (14) eldallitdsban a

bib, — byb,
by(b; + b,S)

kivonandé értéke csokken, ha S névekszik, és igy a (14) alatti linedris tortfiiggvény noveksazik,
ha az S valtozé n8. Ebbgl kivetkezik, hogy tehermentesitett hajtis esetében a maximailis
orsémerevség relativ megvaltozasinak (12) alatti értéke novekszik, ha az S paraméter értéke
nd és ezzel a 7. tételt bebizonyitottuk.

Ennek az eredménynek az alapjin megvizsgalhatjuk azt, hogy milyen
mértékben valtozik az orsémerevség, ha az orsé 1épcsdzésére jellemz§ S para-
méter értéke viltozik.

8. tétel. Nveljiilk meg az egyes tengelylépesSk atmérdit, kivéve a leg-
nagyobb atmérdji n-ik 1épesdét, amelynek dtmérdjét hagyjuk valtozatlanul.
Ekkor a maximalis orsémerevség relativ megvaltozasinak a (12) alatti értéke
csokken.

Bizonyités. Irjuk fel a lépcsdzésre jellemzd S szdm értékét a kovetkezd 4trendezett
alakban:

s=X'at(f— 1) =elp +@ - +@—adp+..-+
= . i Il I’+l 1 Il as al Iz as a, Ia s

i=1

1 a
+ (@i — 6f_p)) —— — 2L,
+— ( n—1 1. 2) In—l In
Ebbél a felirasb6l kizvetleniil 1athaté, hogy az S értéke csokken, haaz I, I,,.. ., I,_, misod-
rendii tehetetlenségi nyomatékok névekednek, ami bekdvetkezik akkor, ha az elsg (n — 1)
tengelylépcsé Atmérdjét megnoveljiik, ellenben az utolsé &tmérgjét viltozatlanul hagyjuk.
Most mar, mivel az S értéke csékken, a 7. tételbél kovetkezik, hogy a maximélis orsémerevség
relativ megvaltozdsdnak (12) alatti értéke is csokken, ami bizonyitandé volt.

9. tétel. A maximalis orsémerevség relativ megvaltozdsanak (12) alatti
értéke az allandé keresztmetszetii orséra a legkisebb.

Bizonyitds. A 7. tételbl kovetkezik, hogy a legkisebb S értékre a legkisebb a maximalis
orsémerevség megviltozdsinak az értéke, tehdt S = 0-ra, amely az S (2°) alatti definiciéja
szerint az 4llandé keresztmetszetii ors6 esetében kivetkezik be. Ekkor wi. I,,= I, = ... = I,

Ebben az esetben a (12) alatti képlet igy alakul:

o) — je + A (AL ) b
BTN ‘(1.,, By’

ahol b, és b, értéke a (13) alatti (V6. még [3]).

Vizsgiljuk meg, hogy a maximalis orsémerevség relativ megviltozdsdnak értéke mekko-
rara ndvekedhetik, mekkora a felsd korldtja, ha az S paraméter értéke novekszik. Az S para-
méter legnagyobb értéke elméletileg S = oo lehet, amelyre a (14) alatti linearis tortfiiggvény a

b, + bZS _ _22_
by + b,S(5.) B

értéket veszi fel, amely b, és b, (13) alatti meghatdrozdsa szerint a kovetkezd

b,
BT
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A (12) képlet mésodik tort tényezGjérdl bebizonyitottuk, hogy b,b; > bb; miatt (14)-ben
a misodik tort negativ, eszerint a (12) alatti képletben a linedris tortkifejezés értéke mindig
kisebb mint 3 -+ 24i/l, és igy a maximalis orsémerevség relativ megviltozasdra mindig fennill,

hoey je) — (s + 1) Aly? Al
<) (s+27)

ly
Pl. ha Aljl, = 0,4 (az optimadlis csapagytdvolsig 40%-kal megviltozik), akkor a maxi-
mélis orsémerevség relativ megvéltozasa kisebb mint:

0,4%(3 + 2 - 0,4) = 0,608 = 60,8%,

Ly

7. A maximaélis orsémerevség relativ megvaltozasa altalanos hajtas
esetében

A valtozé keresztmetszetii orsé optimalis (azaz maximalis) merevségének
a relativ megvaltozasat, abban az esetben, amikor a két csapigy tavolsiga
az optimalistél kiilonboz8 értékd az 5. pont (12) alatti képlete szolgaltatja,
ha abban a b, b,, b, b, egyiitthaték a (12°) alatti értékek, ahol altalanos hajtas
esetében: P, + 0. Az optimalis orsémerevség relativ megvaltozasanak mértékét
a kovetkezd példan tanulmanyozzuk.

A valtozé keresztmetszetii négy 1épesds (n = 4) orsét (csdtengely) meghatdrozé adatok
legyenek a kovetkezok (I. [2] Example 4.)

¢=13 em; a, = 2,5 cm; a, = 21,5 cm; a; = 25,5 cm; I, = 3,0776 cm?; I, = 4,9572 em?;
I, =11,8276 cm*; I, = 13,1564 cm*; I, = 64,800 cmt. E = 2,1 - 108 kp/cm?®. A P, = 75 kp-os
erd hatasvonalinak koordindtdja: a = 20 cm és a terhel erd P, = 100 kp. Mivel a f6csapagy
kétsoros hengergorgds, azért »x, = 0,3. A csapagymerevség: s = 80000 kp/cm.

Az optimilis csapdgytavolsig kiszamitott értéke (1. [2] 77. oldal).

l, =63 cm
Ha most ezt a csapigytavolsagot 40°-kal csdkkentjiik, akkor a csapagytivolsag:
ly+ Al = 37,8 em

lesz és igy
Al = —25,2.

Ezekkel az adatokkal a (12) alatti linedris tortfiiggvény egyiitthatéi, mivel még B =
= —0,1526110, a kévetkezd értékek lesznek:

b, = —2,02161, b, = 0,00613,
b, = —0,11608, b,= 0,00278.
Mivel a tengely lépcs@zését jellemzd (2°) alatti szamérték most: (1. [4] 40. old.)
3
S = .‘Jas.-(L 2 ) = 1307,644,
f=1 I; Ix‘+1

a 409,-kal csbkkentett tengelytdvon a maximalis orsémerevség relativ csokkenése a (12)-
szerint a kovetkez§ lesz:
Je) — g + 1) 0.42 — 2,02161 4 0,00613 - 1307,644
[A) = 5% 770,11608 + 0,00278 - 1307,644
5,99425
3,51917

= 0,16 = 0,16 - 1,70331 = 0,272 ~ 27%,
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Tehat 279%,-0s merevségesbkkenést okoz az, ha az optimilis csapagy tdmaszkdznél
409,-kal kisebb csapdgytamaszkizt vesziink. Ezzel szemben éllandé keresztmetszetii tengely-
nél egy 409%-os csapagytavolsag csokkentés kb. csak 99,-os merevségesokkenést okoz, a
merevségesokkenés értékét a (12) és (127) szerint S=0-ra szamitva.
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Relations between the Optimum Bearing Distance of Cantilever Two-support Shafts
with Variable Cross-sections and the Shaft Characteristics. The author presents relations
between the optimum bearing distance, the configuration (diameters and step lengths) and the
characteristic parameters of stepped shafts and bearing rigidity. He also takes into account
the case of a general drive, when the shaft is attached between the supports by a bending
force deriving from the drive. Furthermore, the paper deals with the variation of the optimum
shaft rigidity as a function of optimum bearing distance variation and the connection of this
variation with number expressing the stepping of he shaft. The theorems have been deduced
without numerical calculations, while considering the most general conditions.

Zusammenhiinge zwischen dem optimalen Lagerabstand einer gestuften, zweifach gelagerten
auskragenden Welle und ibren Kennwerten. Der Verfasser leitet fir Wellen mit verdnder-
lichem Querschnitt (Stufenwellen) Zusammenhiinge zwischen Wellenstufung (Lénge und Durch-
meBer der Wellenabschnitte) und optimaler Stiitzweite, Auskragung sowie den Parametern
der Wellenlagerung (Wellensteifigkeit) ab. Auch der Fall des allgemeinen Antriebs wird
beriicksichtigt, wenn innerhalb der Stiitzweite die Welle auch durch eine vom Antrieb her-
rithrende Biegekraft belastet wird. Des weiteren bespricht der Aufsatz die relative Anderung
der optimalen Wellensteifigkeit bei Anderung der optimalen Lagerentfernung sowie den Zu-
sammenhang dieser Anderung mit einer Kennzahl fiir die Stufung der Welle. Die Sétze werden
fiir die allgemeinsten Bedingungen rein analytisch, ohne numerische Berechnungen, abgeleitet.
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