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A tanulmény ismerteti a nagy halézatok szamitdsara szdmba j6v6 médezereket
és ezeket gazdasdgossiguk szemszogébdl vizsgdlja. Részletes elemzés tdrgydva teszi
a halézati matrix ritkasigdt kihaszn4lé médszereket, melyek a t6bbi médszert haté-
konysdgban lényegesen feliilmdljak. A tovébbiakban a ,,ritka matrix technika” szem-
sz0gébdl elemzi a dekompoziciés eljarasokat és ramutat azokra az eddig kiakn4zatlan
lehet§ségekre, melyek a dekompozicié és a ritka matrix technika egyiittes alkalmazasa-
bél adédhatnak.

Bevezetés

A nagy rendszerek problematikaja szoros kapcsolatban all a numerikus
megoldasi médszerek gazdasigossaganak kérdésével. Kiilondsen élesen vetsdik
fel ez a hal6zatelméletben, mivel itt mar viszonylag egyszerii gyakorlati fel-
adatok megoldisa is komoly igényeket tamaszt mind a szdmitasi id8, mind
a memériasziikségletet illetden. A kérdés fontossdga nemesak a nagykiterjedési
energiaeloszté halézatoknal nyilvanval6é, hanem minden olyan fizikai rend-
szernél is, amely mint halézat értelmezhets.

A nagy halézatok szamitisanil szdmbajovd modszerek a kévetkezd
hirom osztalyba sorolhatdk:

a) halézatredukciés médszerek

b) dekompoziciés (diakoptikai) mddszerek

¢) a halézati matrix ,,ritkasagat” (sparsity) kihasznalé médszerek.

Ez a felosztas lényegében megfelel a torténelmi fejlédésnek. A halézat-
redukciés médszerek nagy részben még a szamitogépek megjelenése eldtt
lettek kialakitva. A G. Kron kezdeményezte diakoptikai médszerek a szamito-
gépek megjelenésével valtak idSszeriivé. A halézati méatrix ritkasagat ki-
hasznalé6 médszereket a szamitégépek altal teremtett lehet§ségek sziilték.
Ezeknek koszonhets, hogy az utolsé tiz évben a hailézatszamitasok gépidé
és memdriaigénye 5—10-ed részére csokkent, (azonos géptipust feltételezve).
A médszerek emlitett hdarom osztilya kozott természetesen nem lehet éles
hatarvonalat hizni. Ez kiilonésen a b) és ¢) osztalyra vonatkozik.

A tovébbiakban elsésorban a halézati matrix ritkasagat kihasznalé
médszerekkel foglalkozunk, mivel ezek hatékonysagban a tébbi médszereket
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182 SINGER DENES

Iényegesen feliillmiljak és ramutatunk arra, hogy a régebbi médszerek — spe-
cialis alkalmazasoktél eltekintve, nem gazdasigosak. Uj lehetdségeket lat-
szanak feltarni a dekompoziciés és a halézati matrix ritkasagat kihasznalé
médszerek kombinacidjaval adédé szamitasi eljarasok.

Sziikségesnek tartjuk hangsilyozni, hogy az ismertetendd mddszerek
elsGdlegesen linearis, id6ben invarians reciprok halézatokra, ill. ezek stacio-
narius allapotainak szdmitdsira vonatkoznak. Mint ismeretes a nemlineéris
halézatok széles osztalydnak szamitdsa ezen feladatokra visszavezethetd.
Ugyanez vonatkozik a reciprok lineiris és nemlineéris halézatok tranzienseinek
szdmitasira is. Ezért az ismertetendd mddszerek jelentGsége messze tiil-
mutat elsddleges alkalmazasuk kérén.

A hdlézati egyenletek megvdlasztdsdrdl

Nagy halézatok szimitasinak gazdasdgossiga nagy mértékben fiigg
a halézati egyenletek alakjinak célszerli megvilasztasatsl. Altalaban nem
célszerli kozvetleniil a két Kirchhoff-féle torvénybsl és a halézatelemek vég-
ponti egyenleteibdl kiindulni. Megfelelébbek az ezekbdl kilénbozd transzfor-
maciék dtjin adédé egyenletek. A halézati egyenleteknek ily médon adédé
két legfontosabb alakja a csomdéponti, illetve hurokalak, melyeket vektoriali-
san a kovetkezdképpen irhatunk:

A'YAe' = Al — YE] 1)
C'ZCi’ = C[E — ZI (2)
A jeloléseket illetéen lasd az 1. tablazatot.

A halézati egyenletek mas alakiak lesznek, ha az (1) és (2) egyenletek-
ben A, illetve C topoldégiai matrixokat méas méatrixokkal fejezziik ki. Tovabbi

I. tablazat

Jelolés Megnevezés*
e agfesziiltség vektor
e csomoéponti fesziiltség vektor
E forrasfesziiltség vektor
i dgaram vektor
i’ hurokdram vektor
I agforrasaram vektor
Z ! impedancia métrix
. Y ¢ admittancia matrix
- A dg-csomépont matrix
C dg-hurok métrix
Z; hurok impedancia matrix; Z; = C'ZC
YN csoméponti admittancia madatrix; Yy=
= A'YA

* Megjegyzés: A jelolések fesziiltségek és dramok helyett barmely intenziv, illetve extenziv
valtozét is jelenthetnek.
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NAGCY HALOZATOK SZAMITASA 183

alakok szarmaznak az A és C matrixoknak, valamint a tébbi valtozénak a fa-
agak, illetve hidagak szerinti particionalasaval, sth. Lasd erre vonatkozédlag
pl. [1]-et.

A halézati egyenletek alakjanak megvélasztasanal a kovetkezd szem-
pontok jatszanak szerepet:

a) a halézat topolégiai viszonyai: pl., hogy fa-szerli vagy erdsen hurkolt-e
a halézat,

b) a halézat szimmetria tulajdonséagai,

¢) a halézat nagysiga,

d) az ismert, illetve ismeretlen valtozék jellege,

e) a szamitasok célkitiizései, pl., hogy egyedi szamitasrél van-e szé,
vagy hogy valtozatlan struktira mellett csak a forrasparaméterek valtoznak.

Emellett, a feladat természetébél folyé szempontok mellett a halézati
egyenletek alakjanak megvalasztdsanal egy altalanos szempontot is szem el§tt
kell tartani, a szimultin megoldandé egyenletek sziminak minimalizalasat.
Ha eltekintiink a feladat jellegétgl, dltalaban az az alak a legmegfelelbb,
melynél az egyenletrendszer matrixdnak dimenziéja minimalis. Pl. kevéssé
hurkolt, lényegében fa-struktiraji halézatnal célszerd a (2) hurokalak alkal-
mazésa, mivel itt az invertilandé Z;, matrix dimenziéja [l x 1]; I a fiiggetlen
hurkok sziama. Az (1) csoméponti alak hasznalatdnédl az invertdlandé Yy
matrix [(n — 1) X (» — 1)] dimenziéji; n a csomépontszam. Mivel felté-
telezésiink szerint I <€ n, a (2) alak hasznalatanal itt tetemes id§ és memdria
megtakaritas érhet§ el: els§ kozelitésben az id§- és memdriaigény (n /)3,
illetve (n/l)? aranyban csékken.

A nagy halézatok szamitasira szolgalé mddszerekkel szemben a kévet-
kez§ altalanos kévetelmények tamaszthatdk:

a) a megoldandé egyenletek matrixinak mérete minimalis kell hogy
legyen,

b) hasznositsa az egyenletmatrix ritkasagat,

c¢) hasznositsa a halézat szimmetria tulajdonsagait.

Emellett a matematikai kovetelmények mellett szitkséges, hogy:

d) a megoldas alkalmazkodjék a feladatosztaly jellegéhez,

e) a gépi adatbevitelhez, az adatok térolasidhoz és visszakereséséhez
alkalmazza a leghatékonyabb médszereket.

Nagy linearis egyenletrendszerek numerikus megoldasanal
szambajovée moédszerekrdl

A linearis egyenletrendszerek megoldasara rendelkezésre 4llé6 szamos
numerikus médszer kézil nagy halézatok egyenleteinek megolddsira elsd-
sorban a kovetkez8 hirom mddszer jon tekintetbe:
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184 SINGER DENES

a) LU faktorizacié

b) az inverz matrix szorzat matrix alakjaban valé el§allitasa

c) Hardy-Cross féle iterdciés médszer.

A LU-faktorizéciondl az egyenletrendszer G matrixat az L alsé, illetve
U fels§ hiromszégmatrix szorzataként allitjuk eld, vagyis:

Gx=LUx=1b 4)

b az ismert, x az ismeretlen viltozé vektora: Ha g;-vel, Ij-vel, illetve u-vel
jeloljiik a G matrix, ill. L és U haromszégmatrixok elemeit, ezek elsallitasa
a kovetkezd algoritmusokkal térténhet [2]

.

k-1
u = (3:‘1’ -2 likukj] I i<lj (5)
k=1
j=1 - .
lijzgij—Zlikukj 12] (6)
k-1

A (4) egyenletrendszer megoldisa az L és U elemeinek kiszamitasa utan
csupan egy eléremené és egy visszafelémend szubsztiticiét igényel. A (4)
kovetkezGképpen frhaté:

Ly=5b (7

ahol
Ux=y (8)

Harom ismeretlenes egyenletrendszer esetében:

I X1 b,
Ly L, Yo | =1 b (9)
Ly by Lz il y, by

Eléremend szubsztitiiciét alkalmazva:
¥ = b/l

l
y2=b2—b1—12i=b2—-lmy1
11

by [ L) L Ly
y3=by—b = — b, — b, =b—lyy, —= ¥ (10)
: s * Ly by Ly

Az y,, ¥, ¥, ezen értékeit az

1wy ug [ =, Y1
I ug || %2 | =] %2 an
1 X3 | Ys
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NAGY HALGZATOK SZAMITASA 185

egyenletbe helyettesitve az x,, x,, x, ismeretlenek szdmaéara a kévetkez§ értékek
adédnak:

X3=1Y3

Xy =Yg — Us)3

(12)

X =¥ — UppYs + (tyallay — Usg)ys

Sziikséges megjegyezni, hogy az algoritmus csak akkor mikddik, ha
valamennyi I; #+ 0, ellenkezd esetben az u; értékek végtelennek adddnak;
lasd az (5) kifejezést. Ez a nehézség a G matrix sorainak, illetve oszlopainak
megfelels cserélésével megkeriilhetd.

Az inverz matrixnak mdtrixszorzat alakjiban valé elSallitasara tobb
lehet8ség kinalkozik. A médszernek a kovetkez§kben ismertetend8 variansa
a tobbiekkel szemben bizonyos szdmitéastechnikai eldnysket latszik biztositani
[3]. Hozzuk els§ sorban a Gx = b egyenletet, illetve ennek G matrixat az ismert
Gauss-féle elimindciés médszerrel haromszégalakra. Az egyenletrendszer
kiszélesitett matrixabdl:

81 81z -+ Bun by
T A (13)
8n18nz - - - 8nn bn
a sorok lineiris kombinaciéjaval fokozatosan a HY, H® | .. H® H® matrixo-
kat nyerjiik, ahol H a keresett haromszogmatrix. A H" matrix a kovet-
kezd alaki:

! g? s g M 7
1 &% g b
H® —| 8 &ak ks - Bk «*+8kn by,

_8m

B+1)1 Blk+1)

8n2

8ns

&nn

Bk+1)3 * « « Bk+1)k+1) * * « k+1)n b+ 1)

b,

-

A HP, k= 1,2,...,n matrixok elemei segitségével képezzilk most a

dy Uy Uz .Uy,

by doy Ugy... Uy,

(15)
cdyy

Ly 1, 1.
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186 SINGER DENES

métrixot, ahol a d;, [;;, illetve u;; elemek kovetkez6képpen vannak definidlva:
d; =1/gli™ g+ 0
=g i<y (16)
lij = g%"” 1>

A g;; elemek felsd indexe itt a H® k = 1,2, ..., n indexére;utal; pl. a gf-;_l)
a HY™ matrix i-edik diagonalis elemét jelenti.

Definialjuk a D, L, L*, U, U* matrixokat, melyek az egységmatrixtdl
csak az i-edik sorban, ill. oszlopban kiilonbéznek. Az egyszerliség kedvéért
a (17)-ben a teljes matrixok helyett csak a kérdéses sor, ill. oszlopvektorokat

rjuk fel.
D;,=1{0,0,...0,d; 0...0,0]
Li=10, 0,...0,1, — Lyyay — bpays, - -« — ln—rye — Lui ]t
Lr=[{—1 — by ... — LGy, 1,0,...0,0] (17)
U;=100,...0,1, — miciy), — Uiira), - - + — Uita—1), — Yin)

Ul* == [—‘ WUyjo — Ugj e o o u(,-_l),-, 1,0, N 0,0]t

Igy a D az egységmatrixtél csak az i-edik sorban kiilonbézik, melynek helyébe
a D, sorvektor 1ép. Ugyanigy az L az egységmatrixtdl az i-edik oszlopban lev§
L; oszlopvektorban kiilonbézik.

Az igy definialt matrixok jelent8sége abban all, hogy inverziik egyszeriien
felirhaté. A D; inverzének elemei a d;; reciprok értékeként adédnak. Az L,
L}, U; és U} invertalasahoz csupin csak a nemdiagonilis elemek el§jelét
kell megforditani.

A (17) matrixok segitségével a (4) egyenlet megoldasa:

x =G~ (18)
a kivetkezGképpen irhaté:
x=UU,...Uj,_y, DL y\DipyLign—gy - + - LeDoL; Db (19)

A G méatrix inverziéja igy egyszerd ritka métrixok szorzasira lett visszavezetve.
Sziikséges megjegyezni, hogy a kézvetlen matrix-inverzié ritka matrixoknal
rendkiviil elénytelen, mivel az invertalas felszamolja a nulla elemeket és igy
elvesznek azon el6nyok, amelyeket a ritka matrix szimitastechnikailag
jelent.

A halézatszamitasnal az inverz matrix szorzat alakban valé elGallitasa
akkor jelent elényt a LU-faktorizaciéval szemben, ha a halézat topolégidja
és paraméterei valtozatlanok, csupéan b forrasparaméterek valtoznak.
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NAGY HALOZATOK SZAMITASA 187

A reciprok halézatok matrixa mindig szimmetrikus, ezeknél a (19) ki-
fejezés egyszerlisodik. A (18) egyenlet megoldasa ebben az esetben:

x=UU,... U, DU, _,, ... UUb, (20)
ahol
D=DD,-D,

Szimmetria esetében a miiveletek szima is majdnem felére csokken,
. -1 . . ’, rs 4 - , Za s s ’ -
mivel a gg ); i > j elemek értékének kiszdmitasahoz nem sziikségesek a mat-

rix diagonalisat6l balra levé elemek. A kiértékelés itt a
gD = gl Vg (21)
dsszefiiggés alapjan torténhet.

Megemlitjitkk, hogy a (17) méatrixok birtokaban a (18) egyenletrendszer
megoldisa még mas métrix-szorzatok alakjiban is nyerhetd, pl. az

x=U3U; ... Ui_,UD, LD, _ L*,_, - .. D,LDb (22

alakban.

Iterdciés médszerek nagy halézatok egyenleteinek megoldisara numerikus
instabilitasuk miatt altaldban kevésbé eldnydsek, mint a véges mddszerek.
Alkalmazasuk igy csak akkor célszerid, ha az egyenletrendszer megoldasarél
eleve kozelit8 informéiciéval rendelkeziink, vagyis midén az itericiés mive-
leteket ,,j6”" induld értékekkel kezdhetjiik el, pl. kis szdmi hurkot tartalmazé
halézatoknil. Ez az eset all fenn akkor is, ha a halézat ismert allapotatél csak
kevéssé eltérg allapot szamitasardl van szé.

Tteraciés megoldasi médszerek alkalmazhaték akkor is, ha a halézat
nagyobb szimid hurkot tartalmaz, de a hididgak ellenallisa nagy és igy a meg-
feleld aramok viszonylag kicsinyek. Ez a feltétel sok esetben mesterségesen is
biztosithaté a halézat fajanak megfelels kivalasztasaval gy, hogy a halézat
legnagyobb ellenalldsi agai szerepeljenek hiddgakként. A médszer, amelyet
az épitészeti statikdban valé alkalmazésa alapjan ,,térzstarté médszernek’
nevezhetnénk el, azzal az eldnnyel rendelkezik, hogy egyarant alkalmazhaté
ugy lineéris, mint nem-linearis halézatokra. A médszer leglényegesebb része
egy, az agak megfeleld rendezésére szolgalé algoritmus [6].

Ritka matrixi egyenletrendszerek megoldasarél

Nézziik meg, hogy az el6z8 megoldasi médszerek szempontjabél mit
jelent az egyenlet matrixanak ritkasédga, illetve hogyan hasznosithaté ezeknél
a ritkasig a szdmitasi idS és a memodriaigény csdokkentésére? Nagy halézatok
esetében ez a kérdés kiilondsen 1ényeges, mivel ezeknél a 0-elemek szama al-
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188 SINGER DENES

taldban sokszorosan meghaladja a nem nulla elemeket. Ez kénnyen belathaté
a halézati egyenletek (1) csoméponti alakja alapjan.
A csoméponti alakban szerepld Y, csoméponti admittanciamatrixban

csak az

Ynii = Z.Yi/
J

diagonalis és az

YNljzkylj j=k,l,m...

nemdiagonalis elemek kiilsnboznek nullatél. y,; az Y primitiv admittancia-
matrix elemei; k, I, m ... az i-edik csoméponttal ténylegesen Gsszekapesolt
csomépont indexeit jelenti.

A gyakorlatban eléfordulé elosztéhalézatoknal (és itt elsGsorban villa-
mos, giz és viz-halézatokra gondolunk), az egy csomépontba befuté agak
szama atlagban 2--3. A csoméponti admittancia-matrix ,,relativ ritkasagat”,
n-at, a kovetkez6képpen definidljuk:

n-—e—2

7 = 100 (23)

n—1

ahol ¢ az egyes csomépontokhoz kétott dgak szimanak atlagértéke; n a csomé-
pontok szima. Az elébbi e = 2—3 atlagértékkel szamitva egy 100, illetve
1000 csoméponttal rendelkezé halézat csoméponti admittancia matrixdnak
relativ ritkasaga 95—969,, illetve 99,5—99,69;-0s! A mondottak alapjin
nyilvinvalé, hogy a matrix ritkasdganak kihasznalasival biztosithaté elsé-
sorban a nagy halézatok szdmitasihoz sziikséges tetemes gépidé és memoria-
sziikséglet radikalis csokkentése.

A matrix ritkasaganak kihasznalasa elsGsorban megfeleld programozasi
technika alkalmazasidval érhetd el, ami lehet§vé teszi, hogy a tarolasnail,
illetve az egyenletrendszer megoldasanal eleve csak a nem nulla elemek legye-
nek figyelembe véve. Ezekre a kérdésekre még a tovabbiakban visszatériink.
Itt elsGsorban arra szeretnénk ramutatni, milyen szerepet jatszik a matrix
ritkasdganak kihasznélasa szempontjabél a megoldasi médszer megvalasztisa
és az egyenletrendszer belsd elrendezése (pivoting). Ez utébbi a halézati
egyenletek esetében lényegében a halézat csomépontjainak, illetve dgainak
megfeleld sorszamozésat jelenti.

Az egyenletrendszer rendezésének kérdése a linearis algebraban eredeti-
leg a szamitasi hibdk analizise kapcsan meriil fel. A kérdés jelent8ségére a
matrix ritkasaginak kihasznaldsa szempontjabél el8szor Sato és Tiney mutatott
ra [4]. Itt sziikséges megjegyezni, hogy olyan elrendezés, mely eldnyos a mat-
rix ritkasdganak kihasznéldsa szempontjabdl nem feltétleniil az a szamitasi
hibak minimalizaldsdhoz. A halézatszamitasi célokra eddig kidolgozott prog-
ramok csupan az els6 szempontot veszik figyelembe és hallgatélagosan fel-
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NAGY HALOZATOK SZAMITASA 189

tételezik, hogy a szamitasi hibak a tolerancidkon beliill maradnak. A szerzd
véleménye szerint ez az allapot nem megnyugtatd és sziikséges a kérdés be-
haté elemezése alapjan mindkét szempontbél kizel optimalis rendezési sémak
kialakitasa.

Q) b) o)

2. ébra

A halézat csomépontjainak szimozéasa és az Y,, csoméponti admittancia-
matrix 0-elemeinek elrendezése kozotti Osszefiiggést az 1. abran lathaté egy-
szeri halézat példaja illusztralja; lasd az la—b, illetve 2a—b abrakat. Az
egyébként azonos struktiraji la, illetve 2a halézat csupan abban kiilonbézik
egymistol, hogy az 1 és 4 csomépont szamozasa fellett cserélve. Az 1b, illetve
2b matrixok haromszdgesitésével (Gauss-féle eliminaciéjaval) nyert matrixot,
YX-t az lc, illetve 2¢ abrak érzékeltetik. Mig az eredeti szamozasnal az Yy
felsé haromszogmatrix telt, az dtszdmozas utan 309,-ban 0-elemeket tartalmaz.
Ugyanilyen aranyban csékkent a matrix tarolasahoz sziikséges meméria.

A csomépontok szdmozasi médjanak nemesak a memériaigényre, hanem
a sziikséges miiveletek szdmara és igy a gépidére is befolyasa van. Igy az 1.
abranak megfeleld szamozasnal, az Y, — Yp; transzformaciéhoz (a miveletek
optimalis megszervezésénél), 4 osztas, 6 szorzas és 10 kombinalt szorzas-
osszeadas sziikséges. A 2. adbranak megfelel6 szamozasnal ezen atalakitasnal
a miveletek szima 4 osztasra, 3 szorzasra és 3 kombinalt szorzasra-osszeadasra
redukalédik.

A csomépontok kiiléonbozd szamozasanil tehat a Gauss-féle eliminécié-
nal altalaban kilénb6z6nek adédik a 0-elemek és a sziikséges miiveletek
szama. Ugyanez vonatkozik a csoméponti admittancia-matrix LU faktorizacio-
jara, illetve a matrix inverzének szorzatként valé elgallitasara is.
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A matrix 0-elemeinek szama ezen transzformaciéknal a csomépontok
kedvezdtlen szamozasa esetén esetleg meg is nfhet, ami kedvezgtlen. A sor-
szamozas hatékonysigat az eredeti és a transzformicié végrehajtisa utdn
meglevd 0O-elemek szamanak héanyadosaval mérhetjiikk. Optimdlisnak ne-
vezhetiink olyan szdmozast, melynél ezen hanyados minimalis értéket
vesz fel.

A csomépontok optimalis szdmozasara vonatkozélag (vagy ami ezzel
egyenértékii, a faktorizilandé maétrix optimalis Atrendezésére vonatkozélag)
eddig nem ismeretesek altalanos érvényl algoritmusok. Az ez ideig szerkesztett
halézatszamité programok megelégszenek valamilyen kézel optimalis szamozas-
sal. A szaimbajové szamozasok kéziil hirmat emlitiink meg [5]:

1) A csomépontok szimozasa a kiindulé agak szdma alapjan torténik,
tehét el§szor keriilnek megszamozisra azon csomépontok, melyekbél egy dg
indul ki, majd azok, amelyekb&l kett§, stb. Azonos szami aggal rendelkezd
csomépontok sorszamai egymdis kozt felcserélhetsk.

2) A csomépontok igy szdmozandék, hogy a halézati egyenlet matrixa-
nak faktorizdcidjanal ennek sorra kévetkez8 sora a lehet§l egkevesebb nem-
nulla elemet tartalmazzon. Amennyiben t6bb sor is kielégiti ezt a kévetelményt,
barmelyik valaszthaté.

3) A csomépontok dgy szdmozandék, hogy a halézati egyenlet métrixa-
nak faktorizaci6janal az egyes 16péseknél a legkisebb szami uj nem-zéré elem
keletkezzék.

A legegyszeriibb az 1. szdmozas, mivel csupin az egyes csomépontok-
ban 6sszefuté Agak szadmardl kivan informiciét. A 2., illetve 3. szdmozisi
sémak alkalmazéisa lényegesen koriilményesebb, mivel eleve az egész fakto-
rizicids eljaras szimulaciéjat igényli. Ennek munkaigényessége viszont altala-
ban kiegyenliti azokat az elénydket, amelyeket alkalmazasuk az 1. szamozassal
szemben nyujthat.

A felsorolt szamozédsi sémik a szamitas gazdasigossiga szempontjabél
nem minden esetben elényosek. Sokszor a feladat specidlis adottsagait figye-
lembe vev§ szidmozist célszerti alkalmazni. (Itt eltekintiink attél, hogy kész
altalinos céld program alkalmazésa, még abban az esetben is elénydsebb
lehet, mint a feladat specialis adottsagait figyelembe vevd eljarasé, amelyhez
kiilén programot kell szerkesztenil) Néhany ilyen eset a kovetkezd:

1. Az 1j feladatnal az el8zdleg megoldotthoz képest csupan a halézati
egyenletek néhany forrdisparamétere valtozik meg. Ilyenkor célszerii a szamo-
zast dgy végezni, hogy a halézati egyenletek valtozast nem szenvedd sorai
keriiljenek eldre, mivel igy a faktorizaciénal a megfeleld eldretarté miveleteket
nem kell djra elvégezni.

2. Az vj feladatnal az el§z8hoz képest csupédn a hdilézati mdtrix néhiny
eleme valtozik meg. Itt olyan szdmozast célszerdl alkalmazni, hogy a halézati
matrix utolsé soraiként szerepeljenek a véltozast nem szenvedd sorok.
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3. A halézat specialis topolégiai tulajdonsigokkal rendelkezik. Igy pl.
eloszt6halézatoknal gyakran eléfordul, hogy ez tébb egymassal csupan kis-
szami aggal dsszekotott részhalézatra bonthaté szét. Itt célszerii vigy eljarni,
hogy eldszdr az els§, majd a masodik, sth. részhdlézat csomépontjait latjuk el
sorszimmal. '

Az emlitett esetekben a hilézati egyenletek megoldasihoz célszeriiek
a kiilonb6z6 dekompoziciés médszerek.

Programozasi technikak a matrixok ritkasaganak kihasznalasara

Az el6bb ismertetett faktorizaciés eljardsok énmagukban nem bizto-
sitanik a nagy hélézatok egyenleteinek gazdasidgos megoldasihoz sziikséges
hatékonysagot, ha ebben megfeleld programozasi médszerek nem segitenének.
A legutébbi iddben kifejlesztett ,,ritkamatrix technikdk® (sparse matrix
techniques) 1ényegesen lecsékkentik a tarolandé adatok szamat és igy a szitk-
séges memoriakapacitast. Ugyanekkor az egyenletmegoldassal kapesolatos
miiveleteket szintén a ,,komprimalt’® adatrendszerben végzik és igy menet koz-
ben is a leggazdasigosabban hasznaljak ki az operativ memériat.

Itt — anélkiil, hogy a kérdésbe részletesen belemennénk — csupan
vézolni kivdnjuk ezen médszereknek alapul szolgalé elveket. Részletesebb
informaciét nydjtanak a kézzétett programleirisok [7—9].

Ritka matrixoknal csupin a nemzéré elemek keriilnek tirolasra. Egy-
idejiileg tarolédnak a nemzéré elemeknek a matrixban valé elhelyezkedésére
vonatkozé informiciék is. Itt a kévetkezd lehetdségek allnak fenn:

a) a matrixelemek harom vektorban keriilnek térolasra, ahol az elsd
kett§ a sor, illetve oszlopindexet tartalmazza, a harmadik pedig az elemek
értékeibdl all. Ennél a tarolasi médnal az dn. i —j tirolasnal az elemek sorrendje
tetszoleges lehet.

b) a nemnulla elemek oszlop-, illetve sorfolytonosan vannak egyetlen
vektorban (arrayben) tarolva. Az elemeknek a sorokban (illetve oszlopokban)
elfoglalt helyére vonatkozé informaciékat egy méasodik vektor tartalmazza.
Egy harmadik vektor jarulékos informaciékat szolgiltat arra vonatkozéan,
hogy melyik a kovetkez§ oszlop (illetve sor) els§ eleme. A tarolasnak ez a
médja — az oszlop, illetve sorfolytonos tarolas --, kiiléngsen el6nyos a fakto-
rizdciés eljardsok szempontjabél, mivel az utébbiaknil egyszerre a matrix
egész sordn vagy oszlopan végziink miiveleteket.

¢) az 1in. bit-tirolasnal a nem-nulla elemek értékei hasonléan tarolédnak,
mint az el3z8 esetben (oszlop-, illetve sorfolytonosan). Az elem helyzetének
megjelolésére egy bit-lanc (bit-string) szolgidl. Amennyiben az elem zérus,
a bit-linc a kérdéses helyen 0, amennyiben nem nulla, 1-es all.
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A G egyenletmatrix ily médon torténé ,.komprimalasaval” nyert vek-
torbél az LU faktorizalt matrix el§4allitdsa mindenesetre bizonyos nehézségekbe
iitkdzik. A LU elemeinek képzésére az (5) és (6) kifejezések szolgalnak. A LU
Jj-edik oszlopanak eldallitasahoz, mint az (5) és (6)-bél lathats, az oszlopfoly-
tonesan rendezett L matrix egy egész sora sziikséges., Ez nem kénnyd cimzési
problémat jelent.

A nehézség megkeriilésére tobb méd lehetséges: Az egyik médszer az (5),
illetve a (6)-ban rogziti a k értékét és képezi az L és U j-edik oszlopit a k
rogzitett értékénél. Tételezziik fel, hogy az LU matrix 1,2, .. j—1-edik osz-
lopa ily médon meghatarozast nyert és pedig komprimdlt alakban, (tehat a 0-
értékii elemek elhagyasival), ezeket taroltuk az I, L,...l; ; vektorban.
A k rogzitett értékére az (5) és (6)-bél a kovetkezS kifejezések adédnak:

ug‘) = ug"-l)/lkk i = k
P =D — L) ki< %)
1P = [0 — Ll i <j

Az i itt az |, vektorban az elem sorszima.

ug.)) =a; i<j; (247)
1 =a; i>j

Az eljaras lehetdvé teszi az LU matrix komprimdlt oszlopmatrixanak, },-nak
egyetlen menetben valé szamitasat.

Nagy halézatok szamitasadra szolgalé eddig kidolgozott programok
kozos jellemzgit a kovetkezGkben foglalhatjuk ossze:

a) az egyenletrendszer megoldasara éltalaban véges faktoriziciés méd-
szereket hasznalnak,

b) automatikus fGelemkivalasztdssal és kozel optimalis rendezéssel
dolgoznak,

¢) komprimélt formaban tareljak a halézatra vonatkozé adatokat és
kozbiils§ eredményeket. Az algebrai miiveleteket kdzvetleniil a komprimalt
adatokon végzik.

A halézatok dekompozicidja

Dekompoziciés médszereken olyan médszereket értiink, amelyek a teljes
halézat egyenleteinek megoldasat a részhalézatra vonatkozé megoldasok dssze-
kapcsolasaval szolgaltatjak. Amennyiben a dekompoziciénak tisztin mate-
matikai megfontolasok szolgilnak alapul, ,,particionédlasrél” beszélhetiink.
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Abban az esetben, midén a matematikaik mellett fizikai megfontolasok is
szerepet jatszanak, G. Kron terminolégiajat hasznalva ,,diakoptikai médsze-
rekrdl” beszélhetiink [10]. Ilyen fizikai megfontolds lehet a Kirchhoff-féle
térvényeknek és az energiamegmaradés elvének explicit alkalmazisa mellett,
virtualis forrdsaramok és kapcsoliselemek, sth. bevezetése. Anélkiil, hogy a
lehetséges megoldasokba mélyebben belemeriilnénk, a két médszer tipusra
egy-egy reprezentativ példat ismertetiink.
A csoméponti egyenlet particionalasa a kivetkezGképpen tirténhet:

Az (1) egyenlet
AT =1, A'YA =Y,

jelolések bevezetésével, a kovetkezdképpen irhaté (E = O)

Yye! = I' (25)

Ezt a kovetkezfképpen frhatjuk:
Y, Y[ e I
n 12 1] 1’ (26)
Yy Y lle; L
ahol az egyszeriiség kedvéért feltételeztiik, hogy a hilézatot két részre bontot-
tuk: az Y,; és Y,, a részhalézatok csomdéponti admittancia-matrixai, Y,, Y,

kapcsolé matrixok; ej, es, Ij, I; a részhalézatok csoméponti fesziiltség, illetve
csoméponti forrasiram vektorai.

A (7)-et kifejtve, az e] szaméra az
er = Yu''[I} — Yyse)] @7

kifejezés adédik. A (26) kifejtésével nyert masodik egyenletbe, az e, ezen ki-
fejezését visszahelyettesitve az e; szimara az

(Yo, — Y, Y'Yy ]e; = I; — Yp Yy Ig (28)
egyenletet nyerjiik. Hasonléan az e; szamaéra az

Yy — Yyo¥5' Yo Jer = I} — Yy, Yool Iy (29)

egyenlet adédik.

A (28) és (29) egyenletek alkalmazasaval a halézati egyenlet megoldasat
az eredeti Y, matrixnal lényegesen kisebb maitrixok invertilasival sikeriil
végrehajtani.

A halézat (25) csoméponti egyenletének egy diakoptikai megfontoldsok
alapjan torténd felbontdsat a 3. dbran szemléltetjik [11].

Bontsuk a halézatot a 7 és 8 agak kiiktatasaval az I és Il részhalézatokra.
A 7 és 8 agak kiiktatasanak ellensilyozaséara az a, b, ¢, d csomépontokban
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3. dbra

g by I, Ig hipotetikus aramokat tételezhetiink fel, melyek nagysagat és
irdnyat gy vessziik fel, hogy az eg,e;, e, e; csoméponti fesziiltségek ne szen-
vedjenek valtozast.

Az i = [i,, ip, i, i5] csoméponti és az i, = [i,, is] kapcsoléag dramvek-
torok dsszefiiggését az

i = Ckik (30)

egyenletttel fejezhetjiik ki, ahol C, egy kapcsolé mitrix. Az e, = [e,, ],
kapesoloagfesziiltség és a e’ = [e;, €, e, ;] csomoponti fesziiltségek vektorai-
nak Osszefiiggését a
e = —Cle’ (31)
kifejezéssel adhatjuk meg.
A két részhalézat csoméponti egyenletei

Yyvie=1 4 ¢ (32)
Yyoes =1 + e, (33)

alakban irhaték, ahol az 1 és 2 index az I, illetve II részhalézatokra utal.
A (32) és (33) egyetlen hipermatrix egyenletként is felirhaté:

Wi iwrdlidi &1 (33)
ahol
g 0] (34)
0 Yy,

A kapcsoléagakra vonatkozélag a kovetkezs egyenlet adhaté meg:
Y;‘_Iik — Zkik o ek (35)
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A (34) és (35) egyenletekbdl a (30) és (31) helyettesitésével az
xDe'=I’+Ckik (36)
zkik = — C;‘e, (37)

egyenletek adédnak. A (36 és a (37)-b8l az i, eliminaldsadval az e-iemeretlen
csoméponti fesziiltségekre az

[Y3! — Y5'C,W-1CiYp]e’ = I (38)
egyenlet adédik, ahol
W =Z, + GY5C, (39)

A (38) egyenlet jelentdsége fileg abban all, hogy a csoméponti admittan-
ciamitrix helyett csak egy diagonalis hipermétrixot kell invertdlni, mely
lényegesen konnyebben végrehajthaté.

A matematikai particionalids és a diakoptikai médszerek elénydsek
a kdvetkezd esetekben:

a) ha a halézati egyenlet métrixa viszonylag kevés 0-elemet tartalmaz.
Ezen médszerek ugyanis altaldban az eredeti matrixndl lényegesen kisebb
matrixok invertdlasit igénylik. Mivel a matrixinverzié6 id&sziikséglete elsd
kozelitésben n3-nal arinyos, lényeges iddmegtakaritas érhetd el. (A valésagos
id3-megtakaritds felmérésénél szdmba kell venni a dekompoziciéval jaré
jarulékos szorzasi, Osszeadasi, atrendezési, stb. miiveleteket.)

b) sorozatszamitasoknal, amennyiben csupin a halézat egyes részei
szenvednek valtozast,

c¢) amennyiben a hilézat nagyszimd, azonos struktiraju részhalézatok-
bél épiilt fel, mint pl. parcialis differencidlegyenletek halézati médszerrel
torténé megoldasanal.

A dekompoziciés médszerek értékelését a kiilonbozé szerzék - bele-
értve ebbe G. Kront is — ezen specialis feltételek tiikrében adtik meg és
igy tilértékelték ezen mdidszerek jelentGségét. Ha a dekompoziciés médszere-
ket a matrixok ritkasagat kihasznalé legijabb médszerek fényében nézziik,
a régebbi értékelések csak részben alljak meg helyiiket.

Az a) alatti el6nydk illuzorikusak, mivel nagy hélézatoknil, mint ezt
a bevezetésben lattuk, a 0-elemek szama 959 felett van. Masrészt a matrix
ritkasagat kihasznalé legijabb szamitégépes maédszerek idgsziikséglete a cso-
mépontok, illetve hurkok szadméval arinyos, szemben a ritkasigot ki nem
hasznalé, kozel ezek kidbével aranyos idGigényd médszerekkel.

A régebbi dekompoziciés médszerek altalaban nem célszerfiek a halézati
egyenletek megoldasara, mivel olyan kifejezésekhez vezetnek, melyben mat-
rixinverziok szerepelnek; lasd a (28),(29) és (39) kifejezéseket. Mivel az inverz
matrixok 4ltaldban teltek, a megoldandé egyenletek matrixaban megné a nem-
nulla elemek szama és igy elveszhetnek azon elénydk, amelyek a matrixok
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ritkasagat kihasznalé médszerek alkalmazasabdl adédhatnak. Ez a hatrany
altalaban feliilmiilja azon elénysket, melyek a megoldandé egyenletek méreté-
nek, a dekompoziciés médszer alkalmazasabél adédé esskkenésébél szarmaz-
nak.

Megallapitasunk nem vonatkozik azon djabb kisérletekre, melyek a
hélézati egyenletek dekompoziciéjat ezek faktorizaciéjaval kapesoljak ossze.
A hilézat egyenlet (25) csoméponti alakja a kiévetkezdképpen particionalhaté:

Y Yo Y[ e I
Yo Yo, Vs lj e | =] L& (39)
Y, Y, Y il e I

A balold_ali hipermétrix, hasonléan, mint kozénséges matrixoknal felirhaté
LU-faktorizalt alakban

Ly I* Uy, Uglfe I
Ly Ly I* Uy e |=| I (40)
Ly Ly, Ly I* e I3

ahol L;;, U;; négyzetes matrixok, I* egységmatrixok. A (39) megoldis forma-

lisan egy el6remend és egy hatrafelémend szubsztiticiéval egyenértékd.
Bevezetve az y = [y, ¥,, y3] hipervektort, melyet a kovetkezdképpen

definiélunk:
I* Uy, Uy [ e 44
,: | R VP [eéJ:[yzjl (41)
gl Ly,
a (39) az
Ly [ 71 I
[Lm Ly, ] yzj' = [Ié} (42)
Ly Ly Ly Al y, I
alakba irhaté. Az
Loy, =1 (43)

egyenlet formalisan a (4) egyenlettel azonos. Az L;; LU-faktorizaciéjaval,
melyet az (5) és (6) alapjan minden tovabbi nélkiil végrehajthatunk és a matrix
iirességét kihasznalé programozasi technika alkalmazasaval a (43) egyenlet
az y,-re nézve megoldhaté. Az y, értékeinek az

Lyy, = I, — Ly y, (44)

egyenletbe valé helyettesitésével a (44) egyenlet hasonléan az y,-re nézve
megoldhaté. Az
Lysys = Is — Ly, yy — Ly, (45)

egyenlet az y,;-at szolgaltatja.
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Az ¥, ¥,, y; értékeinek a (41)-be valé visszahelyettesitésével és az igy
ad6dé egyenletek megoldasival a keresett e], e5, e csoméponti fesziltség-
vektorok meghatirozhatdék.

Kénnyen beldthaté, hogy ez az eljaras biztositja azokat az eldnydket,
amit a dekompozicié és az ehhez kapesolt — a matrix ritkasagat kihasznalo - -
programozasi technika egyiittesen jelent. Ez abbél kévetkezik, hogy a folyta-
télagos méatrixszubsztiticié eredményeként addédé (43), (44), (45) egyenletek
ugyanazon, — az L,,, L,,, L;; métrixok ritkasigat kihasznilé mdédszerrel oldha-
ték meg, mint a nemparticiondlt csomdéponti egyenlet. A (43), (44), és (45)
egyenletek dimenziéi viszont az utébbinal lényegesen kisebbek.
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