
NAGY HÁLÓZATOK MEGOLDÁSI MÓDSZEREIRŐL 

S I N G E R D É N E S 
A MŰSZAKI TUDOMÁNYOK DOKTORA 

[Beérkezet t : 1973. nov. 29-én] 

A t a n u l m á n y ismerteti a n a g y hálózatok s z á m í t á s á r a számba j ö v ő módezereket 
és ezeket gazdaságosságuk szemszögéből vizsgál ja . Részletes elemzés t á r g y á v á teszi 
a hálózat i m á t r i x r i tkaságá t k ihaszná ló módszereke t , melyek a több i módsze r t h a t é -
konyságban lényegesen fe lü lmúl ják . A t o v á b b i a k b a n a „ r i tka má t r ix t e c h n i k a " szem-
szögéből elemzi a dekompozíciós e l j á r á s o k a t és r á m u t a t azokra az eddig k i a k n á z a t l a n 
lehetőségekre, m e l y e k a dekompozíció és a r i tka m á t r i x technika e g y ü t t e s a lka lmazásá-
ból a d ó d h a t n a k . 

Bevezetés 

A nagy rendsze rek p r o b l e m a t i k á j a szoros kapcso la tban áll a numer ikus 
megoldás i módszerek gazdaságosságának kérdésével . Különösen élesen ve tőd ik 
fel ez a há lóza te lméle tben , mivel i t t m á r v iszonylag egyszerű gyakor l a t i fel-
a d a t o k megoldása is komoly i gényeke t t ámasz t m i n d a számí tás i idő, mind 
a memór ia szükség le t e t illetően. A k é r d é s fontossága nemcsak a n a g y k i t e r j e d é s ű 
energiaelosztó h á l ó z a t o k n á l ny i lvánva ló , hanem minden olyan f iz ika i rend-
szernél is, amely m i n t hálózat é r t e lmezhe tő . 

A nagy h á l ó z a t o k számí tásáná l s z á m b a j ö v ő módszerek a köve tkező 
h á r o m osztá lyba so ro lha tók : 

a) há lóza t redukc iós módszerek 
b) dekompozíc iós (diakopt ikai) módszerek 
c) a há lózat i m á t r i x „ r i t k a s á g á t " (sparsi ty) kihasználó módsze rek . 
Ez a felosztás lényegében megfe le l a t ö r t éne lmi fe j lődésnek. A hálózat -

redukc iós módszerek nagy részben m é g a számí tógépek megje lenése előtt 
l e t t e k k ia l ak í tva . A G. Kron kezdeményez te d i akop t ika i módszerek a számító-
gépek megje lenésével vá l t ak időszerűvé . A há lóza t i mát r ix r i t k a s á g á t ki-
haszná ló módsze reke t a számí tógépek által t e r e m t e t t lehetőségek szül ték. 
E z e k n e k köszönhe tő , hogy az u to l só t íz évben a há lóza t számí tások gépidő 
és memór ia igénye 5 — 10-ed részére csökkent , (azonos géptípust fel té telezve) . 
A módszerek e m l í t e t t há rom osz tá lya közöt t te rmésze tesen n e m lehet éles 
h a t á r v o n a l a t húzni . E z különösen a b) és c) osz tá ly ra vonatkozik . 

A t o v á b b i a k b a n elsősorban a hálózat i m á t r i x r i tkaságá t k ihasználó 
módszerekke l fog la lkozunk , mivel ezek h a t é k o n y s á g b a n a többi módszereke t 

* Dr . Singer D é n e s , 1021 B u d a p e s t , F u r u l y a u. 5 
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lényegesen f e lü lmú l j ák és r á m u t a t u n k a r ra , hogy a régebbi módszerek — spe-
ciális a lka lmazások tó l e l tekintve , n e m gazdaságosak . Űj lehetőségeket lát-
szanak fe l tá rn i a dekompozíciós és a hálózat i m á t r i x r i tkaságá t k ihasználó 
módszerek k o m b i n á c i ó j á v a l adódó számí tás i e l j á r á sok . 

Szükségesnek t a r t j u k hangsúlyozni , hogy az i smer te tendő módszerek 
elsődlegesen l ineáris , időben invar iáns reciprok há lóza tokra , ill. ezek stacio-
nár ius á l l apo ta inak számí tására v o n a t k o z n a k . M i n t ismeretes a nemlineár is 
há lóza tok széles o sz t á lyának számí t á sa ezen f e l a d a t o k r a v isszavezethe tő . 
Ugyanez vona tkoz ik a reciprok l ineáris és nemlineár is há lózatok t ranz iense inek 
s zámí t á sá r a is. E z é r t az i smer t e t endő módszerek jelentősége messze túl-
m u t a t elsődleges a lka lmazásuk körén . 

A hálózati egyenletek megválasztásáról 

N a g y há lóza tok számí tásának gazdaságossága nagy m é r t é k b e n függ 
a há lóza t i egyenle tek alakjának célszerű megválasz tásá tó l . Á l t a l á b a n nem 
célszerű közve t lenül a ké t Kirchhoff - fé le t ö r v é n y b ő l és a há lóza te lemek vég-
p o n t i egyenleteiből ki indulni . Megfelelőbbek az ezekből különböző t ranszfor-
mációk ú t j á n adódó egyenletek. A hálózat i egyenle teknek ily m ó d o n adódó 
k é t l egfontosabb a l a k j a a csomópont i , illetve h u r o k a l a k , melyeket vektoriál i -
san a k ö v e t k e z ő k é p p e n í r h a t u n k : 

A'YAe' = A'[I - Y E ] (1) 

C'ZCU = C ' [ E - Z I ] (2) 

A jelöléseket i l letően lásd az 1. t áb l áza to t . 
A hálózat i egyen le tek más a l a k ú a k lesznek, h a az (1) és (2) egyenletek-

ben A, il letve С topológia i m á t r i x o k a t más m á t r i x o k k a l fejezzük k i . További 

I . táblázat 

Jelölés Megnevezés* 

e ágfeszültség vek tor 
e' csomóponti feszültség vek to r 
E forrásfeszültség vektor 
i ágáram v e k t o r 
•/ I hurokáram vek to r 
I ágfor rásáram vektor 
Z impedancia m á t r i x 
Y admit tanc ia m á t r i x 
A ág-csomópont má t r ix 
С ág-hurok m á t r i x 
Z L hurok impedancia m á t r i x ; = C'ZC 
Y W csomóponti admi t tanc ia m á t r i x ; Y ^ = 

= A ' Y A 

* Megjegyzés: A jelölések feszültségek és áramok he lye t t bármely intenzív, i l letve extenzív 
vá l tozó t is j e len the tnek . 
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alakok szá rmaznak az A és С m á t r i x o k n a k , v a l a m i n t a több i vá l tozónak a f a -
ágak , illetve h ídágak szerint i par t ic ionálásával , s tb . Lásd e r re vona tkozólag 
pl . [ l ] -e t . 

A hálózat i egyenle tek a l a k j á n a k megvá lasz tásáná l a köve tkező szem-
p o n t o k j á t s z a n a k szerepet : 

a) a há lóza t topológiai v i szonyai : pl., hogy fa-szerű v a g y erősen hurko l t - e 
a há lózat , 

b) a há lóza t sz immet r i a tu la jdonsága i , 
c) a há lóza t nagysága , 
d) az i smer t , illetve i smere t len vál tozók jellege, 
e) a számí tások célkitűzései , pl., hogy egyedi számí tás ró l van-e szó, 

v a g y hogy vá l t oza t l an s t r u k t ú r a mellet t csak a f o r r á s p a r a m é t e r e k vá l toznak . 
Emel le t t , a f e l ada t t e rmésze téből folyó szempon tok me l l e t t a há lóza t i 

egyenle tek a l a k j á n a k megvá lasz tásáná l egy á l t a lános s z e m p o n t o t is szem e lő t t 
kell t a r t an i , a sz imul tán mego ldandó egyenle tek s zámának min imal izá lásá t . 
H a e l t ek in tünk a fe lada t jel legétől , á l t a l ában az az alak a legmegfelelőbb, 
melynél az egyenle t rendszer m á t r i x á n a k d imenz ió ja minimál i s . Pl. kevéssé 
hurko l t , l ényegében f a - s t r u k t ú r á j ú há lóza tná l célszerű a (2) hu roka lak a lkal-
mazása , mivel i t t az i n v e r t á l a n d ó ZL má t r i x d imenzió ja [I X /] ; í a függe t len 
h u r k o k száma. Az (1) c somópon t i alak ha szná l a t áná l az inver tá landó Yм 
m á t r i x [(n 1) X (n 1)] d imenzió jú ; n a c somópon t szám. Mivel fe l té -
te lezésünk szer int l n, a (2) a lak haszná l a t áná l i t t t e t emes idő és memór ia 
m e g t a k a r í t á s é rhe tő el: első közelí tésben az idő- és memór ia igény (n //)3 , 
i l letve (n//)2 a r á n y b a n csökken . 

A nagy há lóza tok s z á m í t á s á r a szolgáló módszerekkel szemben a köve t -
kező á l ta lános k ö v e t e l m é n y e k t á m a s z t h a t ó k : 

a) a mego ldandó egyen le tek m á t r i x á n a k mére te min imál i s kell h o g y 
l egyen , 

b) hasznos í t sa az egyen le tmá t r ix r i t k a s á g á t , 
c) hasznosí tsa a há lóza t sz immetr ia t u l a j d o n s á g a i t . 
Emel le t t a m a t e m a t i k a i köve te lmények mel le t t szükséges, hogy: 
d) a megoldás a l k a l m a z k o d j é k a f e l ada tosz t á ly jel legéhez, 
e) a gépi ada tbev i t e lhez , az ada tok t á ro lásához és visszakereséséhez 

a lka lmazza a l e g h a t é k o n y a b b módszereket . 

Nagy l ineáris egyenletrendszerek n u m e r i k u s megoldásáná l 
s z á m b a j ö v ő módszerekről 

A lineáris egyenle t rendszerek megoldására rendelkezésre álló számos 
numer ikus módszer közül n a g y hálózatok egyenle te inek megoldására első-
so rban a köve tkező há rom módszer jön t e k i n t e t b e : 
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a) L U faktorizáció 
b) az inverz m á t r i x szorzat m á t r i x a l a k j á b a n va ló előállí tása 
c) Hardy-Cross féle i terációs m ó d s z e r . 
A LU-faktorizációnál az egyenle t rendszer G m á t r i x á t az L alsó, i l letve 

U felső h á r o m s z ö g m á t r i x szorza takén t á l l í t j uk elő, vagy i s : 

Gx = L U * (4) 

b az i smer t , * az i smere t len változó v e k t o r a : Ha g (7-vel, í l7-vel, i l le tve u j7-vel 
je löl jük a G mát r ix , ill. L és U há romszögmá t r ixok e lemei t , ezek előáll í tása 
a köve tkező a lgor i tmusokkal t ö r t é n h e t [2] 

u i j = (SU - ^ lla i < j 

h j = g i j - 2 : l4<uk j i > j 
к-1 

(5) 

(6) 

A (4) egyenle t rendszer megoldása az L és U e lemeinek k i számí tása u t á n 
csupán e g y előremenő és egy visszafe lémenő szubsz t i túc ió t igényel . A (4) 
köve tkezőképpen í r h a t ó : 

Ly = 6 
ahol 

U * — y 

(7) 

(8) 

H á r o m ismeretlenes egyenle t rendszer esetében: 

A 
hi hi 
hi hi 'аз 

Előremenő szubszt i túciót a lka lmazva : 

J i = Wlhi 

l 

" у Г Г 

У2 — К (9) 

-Уз- U s J 

У2 = h ~ bi т = h — hû'i 
I 

Az y, , y2 , y 3 ezen értékeit az 

6, 32 

h j l 
Ьз '31У1 

111 22 

hi 

hi 
У2 (10) 

• 1 «12 « 1 3 " ' X1 ' " у Г 
1 « 2 3 

Х2 = Уг 
1 • * 3 - -Уз-
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e g y e n l e t b e h e l y e t t e s í t v e az xv x2, x3 i smere t l enek s z á m á r a a k ö v e t k e z ő é r t ékek 

Szükséges m e g j e g y e z n i , h o g y az a lgo r i tmus csak a k k o r m ű k ö d i k , h a 
v a l a m e n n y i l i t 4= 0, el lenkező e s e t b e n az uu- é r t é k e k v é g t e l e n n e k a d ó d n a k ; 
l ásd az (5) k i fe j ezés t . E z a n e h é z s é g a G m á t r i x s o r a i n a k , i l l e tve osz lopa inak 
megfe l e lő cserélésével m e g k e r ü l h e t ő . 

Az inverz m á t r i x n a k mátrixszorzat alakjában va ló e lőá l l í t á sá ra t ö b b 
l e h e t ő s é g k íná lkoz ik . A m ó d s z e r n e k a k ö v e t k e z ő k b e n i s m e r t e t e n d ő v a r i a n s a 
a t ö b b i e k k e l s z e m b e n b izonyos s z á m í t á s t e c h n i k a i e l ő n y ö k e t l á t s z i k b iz tos í t an i 
[3]. H o z z u k első s o r b a n a Grr = b egyen l e t e t , i l le tve e n n e k G m á t r i x á t az i smer t 
Gauss - f é l e e l iminác iós m ó d s z e r r e l h á r o m s z ö g a l a k r a . Az egyen le t r endsze r 
k i s zé l e s í t e t t m á t r i x á b ó l : 

a d ó d n a k : 

* з = У з 
x2 = У г »гзУз 

xi = Уг — и12>2 + ("12U23 — "1з)У: з 

(12) 

Ян S12 • • • gm bi 

= H (13) 

- gnl gn2 • • • gnn bn -

a so rok l ineár is k o m b i n á c i ó j á v a l f o k o z a t o s a n a H ( 1 ) , Н < 2 ) . . . Н( ,<) Н ( и ) m á t r i x o -
k a t n y e r j ü k , ahol H a ke re se t t h á r o m s z ö g m á t r i x . A m á t r i x a köve t -
kező a l a k ú : 

f i SÍP SÍP • • • SÍP Ф A 
1 g® ••• g'in b? 

JJ(.k) _ gkl gik gks .*. gkk 
g(k+1)1 g(k+1)2 S(fc+1)3 • • • S(fc+l)fc+l) 

gkn bk 
g(k+l)n b(k+1) 

- S n l Sn2 Sn3 • • • Snn "n — 

А к = 1, 2 , . . ., n m á t r i x o k elemei segí t ségével k é p e z z ü k mos t a 

Snn 

dll »12 »13 • • • » i n 

hl d22 »23 • • • »2n (15) 
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m á t r i x o t , ahol a dti, lm, illetve ul7 e lemek következőképpen v a n n a k definiálva: 

du = 1 / я Г 1 ) gu * 0 

u,j = gí? i < j (16) 

hj = ^ f 1 ) i > j 

A gjj elemek felső indexe i t t a H( ' l ) к = 1, 2, . . . , n indexére ;utal ; pl . a g/} ^ 
a H ( í má t r ix i-edik diagonális e lemét jelenti. 

Def in iá l juk a D, L, L*, Ü, U* mát r ixoka t , melyek az egységmátr ixtól 
csak az i-edik sorban, ill. oszlopban különböznek. Az egyszerűség kedvéért 
a (17)-ben a teljes m á t r i x o k helyet t csak a kérdéses sor, ill. oszlopvektorokat 
r j u k fel. 

Dj = [0, 0, . . . 0, djj, 0 . . . 0,0] 

Lj = [0 , 0 , . . . 0 , 1, — i(,•+!),•, — l(i+2)i, • • • — hn-l)i ~~ U * 

Ц = [ - hi. - 1/2, • • • - hu-1). 1 .0 , . . - 0,0] (17) 

Uj = [0,0, . . . 0 , 1 , - u í (+1)> — Ul(i+2)i . . . — u i (n_1) ( — uin] 

Uf = [— uu, — u2i. . . ily—l)/, I ' 0 ' • • • 0,0] ' 

í gy a D az egységmátr ix tó l csak az i -edik sorban különbözik, me lynek helyébe 
a Dj sorvektor lép. Ugyanígy az L az egységmátr ixtól az i-edik oszlopban levő 
Lj oszlopvektorban különbözik. 

Az így definiált má t r ixok jelentősége abban áll, hogy inverzük egyszerűen 
fe l í rha tó . A Dj inverzének elemei a dü reciprok é r tékeként adódnak . Az Lt, 
L f , Uj és Uf inver tá lásához csupán csak a nemdiagonál is e lemek előjelét 
kell megfordí tani . 

A (17) m á t r i x o k segítségével a (4) egyenlet megoldása: 

x = G~1b (18) 

a következőképpen í rha tó : 

я ; = и х и 2 . . . U ^ . y D n L ( n _ 1 ) D ( n _ 1 ) L ( n _ 2 ) . . . L2D2LJ),b (19) 

A G m á t r i x inverziója így egyszerű r i t k a mátr ixok szorzására le t t visszavezetve. 
Szükséges megjegyezni , hogy a közvetlen mátr ix- inverzió r i tka mátr ixoknál 
r endk ívü l előnytelen, mivel az inver tá lás felszámolja a nulla e lemeket és így 
elvesznek azon e lőnyök, amelyeket a r i tka m á t r i x számítástechnikai lag 
j e len t . 

A hálózatszámításnál az inverz mát r ix szorzat a lakban való előállítása 
akkor je lent előnyt a LU-faktor izációval szemben, ha a hálózat topológiája 
és pa raméte re i vá l toza t lanok , c supán b fo r rásparaméterek vá l toznak . 
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A reciprok h á l ó z a t o k m á t r i x a mindig sz immet r ikus , ezeknél a (19) ki-
fe jezés egyszerűsödik . A (18) egyenle t megoldása ebben az e se tben : 

* = ВД . . . U ( n _ 1 ) D U ( n _ 1 ) . . . U 'U '6 , (20) 

ahol 

D = D1D2 D„ 

Szimmetr ia e se tében a m ű v e l e t e k száma is m a j d n e m felére csökken, 
mivel a g/y - 1 ' ; i > j e lemek é r t ékének k i számí tásához nem szükségesek a m á t -
r ix diagonál isától b a l r a levő e lemek . A kiér tékelés i t t a 

= S ? í W (21) 
összefüggés a l ap j án t ö r t é n h e t . 

Megeml í t jük , h o g y a (17) m á t r i x o k b i r t o k á b a n a (18) egyenle t rendszer 
megoldása még m á s má t r ix - szo rza tok a l a k j á b a n is nyerhe tő , pl . az 

* = . . . U*_1U*DnL*D(„_1 )L*(„_j ) . . . D2L*Dá (22) 

a l a k b a n . 
Iterációs módszerek nagy h á l ó z a t o k egyenle te inek megoldására numer ikus 

ins tab i l i t ásuk m i a t t á l t a lában kevésbé előnyösek, m i n t a véges módszerek. 
Alka lmazásuk így c s a k akkor célszerű, ha az egyenle t rendszer megoldásáról 
eleve közelí tő i n fo rmác ióva l r ende lkezünk , v a g y i s midőn az i terációs műve-
l e t eke t , , jó" induló é r tékekkel k e z d h e t j ü k el, pl . k i s számú h u r k o t t a r t a l m a z ó 
há lóza tokná l . Ez az ese t áll fenn a k k o r is, ha a h á l ó z a t ismert á l l apo tá tó l csak 
kevéssé e l térő á l l apo t számításáról v a n szó. 

I terációs mego ldás i módszerek a l k a l m a z h a t ó k akkor is, h a a há lóza t 
n a g y o b b számú h u r k o t t a r t a lmaz , de a h ídágak el lenállása nagy és így a meg-
felelő á r a m o k v i szony lag kicsinyek. E z a fel tétel sok esetben mesterségesen is 
b iz tos í tha tó a h á l ó z a t f á j á n a k megfelelő k ivá la sz tá sáva l úgy, hogy a há lóza t 
l egnagyobb el lenál lású ágai szerepel jenek h í d á g a k k é n t . A módszer , amelye t 
az épí tészet i s t a t i k á b a n való a lka lmazása a l a p j á n „ t ö r z s t a r t ó m ó d s z e r n e k " 
nevezhe tnénk el, a zza l az előnnyel rendelkezik, h o g y egyarán t a l k a l m a z h a t ó 
ú g y lineáris, m in t nem-l ineár is há lóza tokra . A módsze r leglényegesebb része 
egy, az ágak megfe le lő rendezésére szolgáló a lgo r i tmus [6]. 

R i t k a mát r ixú egyenletrendszerek megoldásáról 

Nézzük meg, h o g y az előző megoldási módsze rek s z e m p o n t j á b ó l m i t 
j e len t az egyenlet m á t r i x á n a k r i t k a s á g a , illetve h o g y a n hasznos í tha tó ezeknél 
a r i t kaság a számí tás i idő és a memór ia igény csökkentésére? N a g y há lóza tok 
ese tében ez a ké rdés különösen lényeges , mivel ezekné l a 0-elemek száma ál-
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t a l ában sokszorosan megha lad ja a nem nulla e lemeket . Ez könnyen be lá tha tó 
a hálózat i egyenletek (1) csomópont i a l ak ja a lap ján . 

A csomópont i a lakban szereplő Y N csomóponti admi t t anc i amá t r ixban 
csak az 

Y NU = 2 У í j j 

diagonális és az 

YMJ = — yl} j = k,l, m . . . 

nemdiagonál is elemek különböznek nul lától . ytj az Y primitív admi t t anc ia -
m á t r i x elemei; k, l, m . . . az i-edik csomópont ta l ténylegesen összekapcsolt 
csomópont indexei t jelenti . 

A gyakor l a tban előforduló elosztóhálózatoknál (és i t t e lsősorban villa-
mos, gáz és víz-hálózatokra gondolunk) , az egy csomópontba b e f u t ó ágak 
száma á t l agban 2 — 3. A csomóponti admi t t anc i a -má t r ix „relat ív r i t k a s á g á t " , 
f]-át, a köve tkezőképpen def in iá l juk: 

9} = 100 
n - 1 

(23) 

ahol e az egyes csomópontokhoz k ö t ö t t ágak számának á t lagér téke; n a csomó-
pon tok száma. Az előbbi e = 2 — 3 á t lagér tékkel számítva egy 100, illetve 
1000 csomópont ta l rendelkező há lóza t csomópont i admi t tanc ia m á t r i x á n a k 
re la t ív r i tkasága 95 —96%, illetve 99,5 —99,6%-os! A m o n d o t t a k a lap ján 
nyi lvánvaló , hogy a má t r i x r i t kaságának kihasználásával b iz tos í tha tó első-
sorban a nagy há lóza tok számításához szükséges t e temes gépidő és memória-
szükséglet radikál is csökkentése. 

A m á t r i x r i tkaságának kihasználása elsősorban megfelelő programozás i 
t echnika a lka lmazásával érhető el, ami lehetővé teszi, hogy a tárolásnál , 
illetve az egyenletrendszer megoldásánál eleve csak a nem nulla e lemek legye-
nek f igyelembe véve. Ezekre a kérdésekre még a t ovább iakban v issza té rünk. 
I t t elsősorban ar ra szeretnénk r á m u t a t n i , milyen szerepet j á t sz ik a má t r ix 
r i tkaságának kihasználása szempont jábó l a megoldási módszer megválasz tása 
és az egyenletrendszer belső elrendezése (pivoting). Ez u tóbbi a hálózat i 
egyenletek esetében lényegében a há lóza t csomópont ja inak , i l letve ágainak 
megfelelő sorszámozását jelenti . 

Az egyenletrendszer rendezésének kérdése a lineáris a lgebrában eredeti-
leg a számítási h ibák analízise kapcsán merül fel. A kérdés jelentőségére a 
m á t r i x r i tkaságának kihasználása szempont jábó l először Sato é sT iney m u t a t o t t 
rá [4]. I t t szükséges megjegyezni, hogy olyan elrendezés, mely e lőnyös a m á t -
r ix r i tkaságának kihasználása szempont jábó l nem fel tét lenül az a számítási 
h ibák minimalizálásához. A hálózatszámítás i célokra eddig k idolgozot t prog-
r a m o k csupán az első szempontot veszik f igyelembe és hal lgatólagosan fel-
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tételezik, hogy a számítási hibák a toleranciákon belül maradnak. A szerző 
véleménye szerint ez az állapot nem megnyugtató és szükséges a kérdés be-
ható elemezése alapján mindkét szempontból közel optimális rendezési sémák 
kialakítása. 

A hálózat csomópontjainak számozása és az YN csomóponti admittancia-
mátrix O-elemeinek elrendezése közötti összefüggést az 1. ábrán látható egy-
szerű hálózat példája illusztrálja; lásd az la—b, illetve 2a —b ábrákat. Az 
egyébként azonos struktúrájú la, illetve 2a hálózat csupán abban különbözik 
egymástól, hogy az 1 és 4 csomópont számozása fel lett cserélve. Az lb, illetve 
2b mátrixok háromszögesítésével (Gauss-féle eliminációjával) nyert mátrixot, 
Y]y-t az lc, illetve 2c ábrák érzékeltetik. Míg az eredeti számozásnál az 
felső háromszögmátrix telt, az átszámozás után 30%-ban O-elemeket tartalmaz. 
Ugyanilyen arányban csökkent a mátrix tárolásához szükséges memória. 

A csomópontok számozási módjának nemcsak a memóriaigényre, hanem 
a szükséges műveletek számára és így a gépidőre is befolyása van. így az 1. 
ábrának megfelelő számozásnál, az YN —*• Y^ transzformációhoz (a műveletek 
optimális megszervezésénél), 4 osztás, 6 szorzás és 10 kombinált szorzás-
összeadás szükséges. A 2. ábrának megfelelő számozásnál ezen átalakításnál 
a műveletek száma 4 osztásra, 3 szorzásra és 3 kombinált szorzásra-összeadásra 
redukálódik. 

A csomópontok különböző számozásánál tehát a Gauss-féle elimináció-
nál általában különbözőnek adódik a 0-elemek és a szükséges műveletek 
száma. Ugyanez vonatkozik a csomóponti admittancia-mátrix LU faktorizáció-
jára, illetve a mátrix inverzének szorzatként való előállítására is. 
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A m á t r i x O-elemeinek s z á m a ezen t r ansz fo rmác iókná l a c somópontok 
kedvezőt len számozása esetén esetleg meg is nőhe t , ami kedvező t l en . A sor-
számozás h a t é k o n y s á g á t az e rede t i és a t ranszformáció v é g r e h a j t á s a u t á n 
meglevő 0 -e l emek számának h á n y a d o s á v a l m é r h e t j ü k . Optimálisnak ne-
vezhe tünk o l y a n számozást , melynél ezen hányados min imál i s é r téke t 
vesz fel. 

A c s o m ó p o n t o k opt imál is számozására vona tkozó lag (vagy ami ezzel 
egyenér tékű , a fak tor izá landó m á t r i x opt imál i s á t rendezésére vona tkozólag) 
edd ig nem i smere tesek á l ta lános é rvényű a lgor i tmusok . Az ez ideig szerkeszte t t 
há lóza t számí tó p rogramok megelégszenek va lami lyen közel op t imál i s számozás-
sa l . A s z á m b a j ö v ő számozások közül h á r m a t eml í tünk meg [5]: 

1) A c somópon tok számozása a k i induló ágak száma a l a p j á n tö r tén ik , 
t e h á t először ke rü lnek megszámozás ra azon csomópontok , me lyekbő l egy ág 
i n d u l ki, m a j d azok, amelyekből ke t tő , s tb . Azonos számú ággal rendelkező 
csomópon tok sorszámai e g y m á s köz t fe lcserélhetők. 

2) A c somópon tok úgy s z á m o z a n d ó k , hogy a hálózat i egyen le t má t r ixá -
n a k fak tor izác ió jáná l ennek sor ra köve tkező sora a lehetői egkevesebb nem-
nul la elemet t a r t a l m a z z o n . A m e n n y i b e n t ö b b sor is kielégíti ezt a k ö v e t e l m é n y t , 
bá rmely ik v á l a s z t h a t ó . 

3) A c somópon tok úgy számozandók , hogy a hálózat i egyen le t má t r ixá -
n a k fak tor izác ió jáná l az egyes lépéseknél a legkisebb számú uj nem-zéró elem 
keletkezzék. 

A legegyszerűbb az 1. számozás , mive l csupán az egyes csomópontok-
b a n összefutó ágak számáról k íván in fo rmác ió t . A 2., i l letve 3. számozási 
s émák a lka lmazása lényegesen kö rü lményesebb , mivel eleve az egész f ak to -
rizációs e l j á rás szimulációját igényli . E n n e k munkaigényessége v iszont ál talá-
b a n kiegyenlí t i azoka t az e lőnyöke t , ame lyeke t a lka lmazásuk az 1. számozással 
szemben n y ú j t h a t . 

A fe lsorol t számozási s é m á k a számí tás gazdaságossága s z e m p o n t j á b ó l 
n e m minden ese tben előnyösek. Sokszor a f e l ada t speciális a d o t t s á g a i t f igye-
lembe vevő számozás t célszerű a lka lmazni . ( I t t e l t ek in tünk a t t ó l , hogy kész 
ál ta lános célú program a lka lmazása , m é g a b b a n az ese tben is előnyösebb 
lehet , m in t a f e l ada t speciális ado t t s ága i t f igye lembe vevő e l já rásé , amelyhez 
kü lön p r o g r a m o t kell szerkeszteni!) N é h á n y i lyen eset a k ö v e t k e z ő : 

1. Az ú j fe lada tná l az előzőleg megoldo t thoz képes t c s u p á n a há lózat i 
egyenletek n é h á n y forrásparamétere vá l toz ik meg. I lyenkor célszerű a számo-
zás t úgy végezn i , hogy a há lóza t i egyenle tek vá l tozás t n e m szenvedő sorai 
kerü l jenek előre , mivel így a f ak to r i zác ióná l a megfelelő e lő re ta r tó műve le teke t 
n e m kell ú j r a elvégezni. 

2. Az ú j fe lada tná l az előzőhöz képes t csupán a hálózati mátrix n é h á n y 
eleme vá l toz ik meg. I t t o lyan számozás t célszerű a lkalmazni , h o g y a há lóza t i 
m á t r i x u tolsó sora iként szerepel jenek a vá l tozás t nem szenvedő sorok. 
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3. A hálózat speciál is topológiai t u l a j d o n s á g o k k a l rendelkezik . í g y pl. 
e losztóhálózatoknál g y a k r a n előfordul , hogy ez t ö b b egymással c s u p á n kis-
számú ággal összekötöt t részhálóza t ra b o n t h a t ó szé t . I t t célszerű ú g y eljárni, 
hogy először az első, m a j d a második , s t b . részhálózat c somópon t j a i t l á t j u k el 
so rszámmal . 

Az eml í t e t t e s e t e k b e n a h á l ó z a t i egyenletek megoldásához célszerűek 
a különböző dekompozíc iós módsze rek . 

Programozás i t e c h n i k á k a m á t r i x o k r i t k a s á g á n a k k ihaszná lásá ra 

Az e lőbb i s m e r t e t e t t faktor izác iós el járások ö n m a g u k b a n n e m bizto-
s í t anák a n a g y há lóza tok egyenle te inek gazdaságos megoldásához szükséges 
h a t é k o n y s á g o t , ha e b b e n megfelelő p rogramozás i módsze rek nem segí tenének. 
A legutóbbi időben k i fe j lesz te t t „ r i t k a m á t r i x t e c h n i k á k " ( sparse mat r ix 
t echn iques ) lényegesen lecsökkent ik a t á ro landó a d a t o k számát és így a szük-
séges m e m ó r i a k a p a c i t á s t . Ugyanekkor az egyenletmegoldással kapcsola tos 
műve le t eke t szintén a „ k o m p r i m á l t " a d a t r e n d s z e r b e n végzik és így m e n e t köz-
ben is a l eggazdaságosabban h a s z n á l j á k ki az o p e r a t í v memór iá t . 

I t t — anélkül, h o g y a ké rdésbe részletesen be lemennénk — csupán 
vázolni k í v á n j u k ezen módszereknek alapul szolgáló elveket. Részle tesebb 
in formáció t n y ú j t a n a k a közzétet t p rogramle í rások [7 — 9]. 

R i t k a má t r i xokná l csupán a n e m z é r ó elemek kerü lnek t á r o l á s r a . Egy-
idejűleg t á ro lódnak a n e m z é r ó e l emeknek a m á t r i x b a n való elhelyezkedésére 
vona tkozó információk is . I t t a k ö v e t k e z ő lehetőségek állnak f e n n : 

a) a má t r ixe l emek három v e k t o r b a n kerü lnek tárolásra , aho l az első 
k e t t ő a sor, illetve oszlopindexet t a r t a l m a z z a , a h a r m a d i k pedig az elemek 
ér tékeiből áll. Ennél a t á ro l á s i módnál az ün . i j t á r o l á s n á l az e lemek sorrendje 
tetszőleges l ehe t . 

b) a nemnul la e l e m e k oszlop-, i l le tve sor fo ly tonosan v a n n a k egyetlen 
v e k t o r b a n (arrayben) t á r o l v a . Az e l emeknek a s o r o k b a n (illetve oszlopokban) 
elfoglalt helyére v o n a t k o z ó in fo rmác ióka t egy m á s o d i k vektor t a r t a l m a z z a . 
E g y h a r m a d i k vektor j á ru lékos i n fo rmác ióka t szo lgá l t a t arra v o n a t k o z ó a n , 
hogy mely ik a köve tkező oszlop ( i l le tve sor) első e l eme . A t á r o l á s n a k ez a 
m ó d j a — az oszlop, i l l e tve sorfolytonos t á ro lás —, kü lönösen e lőnyös a fakto-
rizációs e l já rások szempon t j ábó l , m i v e l az u t ó b b i a k n á l egyszerre a má t r ix 
egész során vagy osz lopán végzünk műve le t eke t . 

c) az ú n . b i t - t á ro lásná l a nem-nu l la elemek é r t é k e i hasonlóan t á ro lódnak , 
m i n t az előző esetben (oszlop-, i l le tve sor fo ly tonosan) . Az elem helyze tének 
megjelölésére egy b i t - l á n c (bit-str ing) szolgál. A m e n n y i b e n az e lem zérus, 
a hi t - lánc a kérdéses h e l y e n 0, a m e n n y i b e n nem n u l l a , l - e s áll. 
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A G egyen le tmá t r ix ily m ó d o n tör ténő „ k o m p r i m á l á s á v a l " nyer t vek-
to rbó l az LU f ak to r i zá l t má t r ix e lőál l í tása mindenese t re bizonyos nehézségekbe 
ü t k ö z i k . A LU e lemeinek képzésére az (5) és (6) kifejezések szolgá lnak . A L U 
_/-edik oszlopának előál l í tásához, m i n t az (5) és (6)-ból l á tha tó , az oszlopfoly-
tonoean rendezet t L m á t r i x egy egész sora szükséges. Ez nem k ö n n y ű címzési 
p r o b l é m á t je lent . 

A nehézség megkerülésére t ö b b mód lehetséges : Az egyik módsze r az (5), 
i l le tve a (6)-ban rögz í t i а к é r t é k é t és képezi az L és U _/-edik oszlopát а к 
rögz í t e t t ér tékénél . Téte lezzük fe l , hogy az L U m á t r i x 1, 2, . . j—1-ed ik osz-
lopa i ly módon m e g h a t á r o z á s t n y e r t és pedig komprimált a l a k b a n , ( tehát a 0-
é r t é k ű e lemek e l h a g y á s á v a l ) , e z e k e t t á ro l tuk az l2, . . , lj_x vek to rban . 
А к rögz í t e t t é r t éké re az (5) és (6)-ból a k ö v e t k e z ő kifejezések adódnak : 

4*) = „{*-! )//W( i = к 

utf = u f t " » - liku[f k < i < j (24) 

ZfkuíJ) i < j 

Az i i t t az lk v e k t o r b a n az e lem sorszáma. 

u)f = a,7 i < j ; 

W = aij i>Í 

Az e l j á r á s lehetővé tesz i az LU m á t r i x komprimált o sz lopmát r ixának , í^-nak 
egye t l en mene tben v a l ó s zámí t á sá t . 

N a g y há lóza tok számí tá sá ra szolgáló edd ig k idolgozot t p rogramok 
közös jellemzőit a k ö v e t k e z ő k b e n fog la lha t juk össze: 

a) az egyenlet rendszer mego ldásá ra á l t a l á b a n véges f ak tor izác iós mód-
sze reke t haszná lnak , 

b ) a u t o m a t i k u s főelemkiválasztással és közel op t imál i s rendezéssel 
do lgoznak , 

c) kompr imá l t f o r m á b a n t á r o l j á k a h á l ó z a t r a vona tkozó ada toka t és 
közbülső e r edményeke t . Az a lgebra i műve le teke t közvet lenül a kompr imá l t 
a d a t o k o n végzik. 

(24') 

A há lóza tok dekompozíciója 

Dekompozíciós módszereken o lyan módszereke t é r tünk , a m e l y e k a te l jes 
há lóza t egyenleteinek megoldásá t a részbálózat ra vona tkozó megoldások össze-
kapcso lásáva l s zo lgá l t a t j ák . A m e n n y i b e n a dekompozíc iónak t i s z t án ma te -
m a t i k a i megfonto lások szolgálnak alapul, „pa r t i c ioná lá s ró l " beszé lhe tünk. 
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A b b a n az ese tben, m i d ő n a m a t e m a t i k a i k mellett f i z ika i megfon to lások is 
szerepet j á t s z a n a k , G. K r o n t e r m i n o l ó g i á j á t használva , ,d iakopt ika i módsze-
rekrő l " beszé lhe tünk [10]. I lyen f i z i ka i megfontolás l ehe t a Ki rchhof f - fé le 
t ö r v é n y e k n e k és az e n e r g i a m e g m a r a d á s elvének explici t a lka lmazása mel le t t , 
v i r tuál is f o r r á s á r a m o k és kapcso láse lemek, stb. bevezetése . Anélkül , hogy a 
lehetséges mego ldásokba mélyebben be lemerü lnénk , a k é t módszer t í pus ra 
egy-egy r ep rezen ta t ív p é l d á t i s m e r t e t ü n k . 

A csomópont i egyenle t pa r t i c ioná lása a köve tkezőképpen t ö r t é n h e t : 
Az (1) egyenlet 

A'J = 1', A'YA = Yn 

jelölések bevezetésével , a k ö v e t k e z ő k é p p e n írható (E = O) 

YNe' = Г (25) 

Ez t a köve tkezőképpen í r h a t j u k : 

[ " i í í h í -
. 21 22 J L e2 J L i2 

ahol az egyszerűség k e d v é é r t f e l t é t e l ez tük , hogy a h á l ó z a t o t két részre b o n t o t -
t u k : az Y n és Y22 a részhálóza tok c s o m ó p o n t i admi t t anc i a -má t r ixa i , Y21, Y12 

kapcsoló m á t r i x o k ; e], e2, I{, a r é szhá lóza tok csomópont i feszültség, i l letve 
csomópont i fo r r á sá ram vek to ra i . 

A (7)-et k i fe j tve , az e[ számára az 

eí = Y r i " [ 7 ( - Y 1 2 e 2 ] (27) 

kifejezés adód ik . A (26) ki fe j tésével n y e r t második egyen le tbe , az en ezen ki-
fejezését v i sszahe lye t tes í tve az e2 s z á m á r a az 

[Y22 - Y21YJY12]e'2 = V2- YnYxl4[ (28) 

egyenle te t n y e r j ü k . Hason lóan az e[ s z á m á r a az 

[ Y u - Y12Y22
1Y21]e[ = I[ - Y 1 2 Y^J 2 (29) 

egyenlet adód ik . 
A (28) és (29) egyenle tek a lka lmazásáva l a há lózat i egyenlet m e g o l d á s á t 

az eredet i YN má t r i xná l lényegesen k i s e b b mátr ixok inver tá lásáva l s ikerül 
vég reha j t an i . 

A há lóza t (25) c somópon t i egyen le t ének egy diakoptikai megfon to lások 
a l ap ján t ö r t é n ő f e lbon tá sá t a 3. á b r á n szemlé l te t jük [11]. 

B o n t s u k a há lóza to t a 7 és 8 ágak k i i k t a t á sáva l az I és I I részhá lóza tokra . 
A 7 és 8 ágak k i i k t a t á s á n a k e l lensúlyozására az a, 6, c, d c somópon tokban 
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• è 

3. ábra 

i a i ibi ici id h i p o t e t i k u s á r a m o k a t t é t e l ezhe tünk fel, m e l y e k nagyságát é s 
i r á n y á t úgy ves szük fel, hogy az e'a,e'b, e'c, e'd c somópont i feszül tségek ne szen-
ved jenek v á l t o z á s t . 

Az i = [ia , ib, ic, id] c somópon t i és az ik = [i7, i8] kapcso lóág á r a m v e k -
to rok összefüggését az 

(30) 

egyenle t t te l f e j e z h e t j ü k ki, aho l C t egy kapcso ló má t r ix . Az ek = [e,, e 8 ] , 

kapcsolóágfeszül tség és a e' — [e'a, e'b, e'c, ed] c somópont i feszül tségek vek to ra i -

n a k összefüggését a 

е' = -СУ (31) 

kifejezéssel a d h a t j u k meg. 
A két részhá lóza t c somópont i egyenletei 

Tivieí = I í + e i 

^ЛГ2е2 = 2̂ ~Ь e2 

(32) 

(33) 

a l akban í r ha tók , ahol az 1 és 2 index az I , i l letve I I részhálózatokra u t a l . 
A (32) és (33) egye t len h i p e r m á t r i x egyen le tkén t is f e l í rha tó : 

ahol 
Y 0 e ' = Г + i , 

Yr 
Y N l О 

(33) 

(34) 
О Y N 2 . 

A kapcso lóágakra vona tkozó lag a k ö v e t k e z ő egyenlet a d h a t ó meg: 

^ k 4 = = 4 (35) 

Műszaki Tudomány 49, 1974 
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A (34) és (35) egyenle tekből a (30) és (31) helyet tes í tésével az 

XDe' = I'+Ckik (36) 

Zkik = -Cke' ( 37 ) 

egyenle tek a d ó d n a k . A (36 és a (37)-ből az ik e l iminálásával az e- ismeret len 
c somópon t i feszül tségekre az 

[Y51 - Y 5 ^ W - i C [ Y b i ] e ' = Г (38) 

egyenle t adód ik , ahol 

W = Zk + CkYb
1Ck (39) 

A (38) egyenle t je lentősége főleg a b b a n áll, hogy a c somópon t i a d m i t t a n -
c i a m á t r i x he lye t t csak egy diagonális h ipe rmá t r i xo t kell invertálni , m e l y 
lényegesen k ö n n y e b b e n v é g r e h a j t h a t ó . 

A m a t e m a t i k a i pa r t i c ioná lás és a d iakopt ika i m ó d s z e r e k e lőnyösek 
a köve tkező ese tekben : 

a) ha a há lózat i egyenle t má t r i xa v i szonylag kevés 0 -e lemet t a r t a l m a z . 
E z e n módszerek ugyanis á l t a l á b a n az e rede t i má t r ixná l lényegesen k i s e b b 
m á t r i x o k inve r t á l á sá t igényl ik . Mivel a mát r ix inverz ió időszükséglete első 
közel í tésben n 3 -nal arányos, lényeges időmeg taka r í t á s é r h e t ő el. (A va lóságos 
i d ő - m e g t a k a r í t á s felmérésénél számba kel l venn i a dekompozíc ióval j á r ó 
j á ru lékos szorzási, összeadási, á trendezési , s t b . műve le teke t . ) 

b) so roza t számí tásokná l , amenny iben csupán a h á l ó z a t egyes részei 
s zenvednek vá l tozás t , 

c) a m e nny ibe n a há lóza t nagyszámú, azonos s t r u k t ú r á j ú részhálózatok-
ból épül t fel, m i n t pl. pa rc iá l i s differenciálegyenletek h á l ó z a t i módszerre l 
t ö r t é n ő megoldásánál . 

A dekompozíciós módsze rek ér tékelését a különböző szerzők — bele-
é r t v e ebbe G. K r o n t is — ezen speciális fe l té te lek t ü k r é b e n ad ták m e g és 
így tú lé r t éke l t ék ezen módsze rek je lentőségét . H a a dekompozíciós módszere-
k e t a m á t r i x o k r i tkaságá t k ihaszná ló l e g ú j a b b módszerek fényében nézzük , 
a régebbi ér tékelések csak r é szben állják m e g helyüket . 

Az a) a l a t t i előnyök i l luzórikusak, mive l nagy há lóza tokná l , m i n t ezt 
a beveze tésben l á t t u k , a 0 -e lemek száma 9 5 % felet t van . Másrészt a m á t r i x 
r i t k a s á g á t k ihasználó l e g ú j a b b számítógépes módszerek időszükséglete a cso-
m ó p o n t o k , i l letve hurkok s z á m á v a l a rányos , szemben a r i t kaságo t ki n e m 
haszná ló , közel ezek köbével a rányos idő igényű módszerekkel . 

A régebbi dekompozíciós módszerek á l t a l á b a n nem célszerűek a há lóza t i 
egyenle tek megoldására , m ive l olyan kifejezésekhez v e z e t n e k , melyben m á t -
r ix inverz iók szerepelnek; lásd a (28), (29) és (39) ki fe jezéseket . Mivel az inve rz 
m á t r i x o k á l t a l á b a n teltek, a mego ldandó egyen le tek m á t r i x á b a n megnő a n e m -
nu l l a elemek száma és így e lveszhetnek azon előnyök, a m e l y e k a m á t r i x o k 
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r i t ka ságá t k ihasználó m ó d s z e r e k a l k a l m a z á s á b ó l a d ó d h a t n a k . Ez a h á t r á n y 
á l t a l ában f e lü lmú l j a azon e lőnyöke t , m e l y e k a m e g o l d a n d ó egyenletek méreté-
nek, a dekompozíc iós m ó d s z e r a l k a l m a z á s á b ó l adódó csökkenéséből s zá rmaz-
nak . 

Megá l l ap í t á sunk n e m vona tkoz ik azon ú j a b b k ísér le tekre , m e l y e k a 
há lózat i egyen le tek dekompoz íc ió j á t ezek f a k t o r i z á c i ó j á v a l kapcso l ják össze. 
A há lóza t egyenle t (25) c somópon t i a l a k j a a k ö v e t k e z ő k é p p e n pa r t i c ioná lha tó : 

Y Y Y Ж 1 1 12 х 1 3 
Y Y Y 

21 22 23 
Y Y 

L X 3 1 * 3 2 

K l Г i n 
II ц 

J - e j L i í J 
(39) 

A ba lo ldab h ipe rmá t r i x , hason lóan , m i n t közönséges m á t r i x o k n á l f e l í r h a t ó 
L U - f a k t o r i z á l t a lakban 

Ü l L22 

Ü l Ü 2 1*33 

U21 U1 3 

I* U. 23 

I* 

f e i l X I 
ei = ц 

L e j hu 
(40) 

ahol L ф Uíj négyzetes m á t r i x o k , I* egységmát r ixok . A (39) megoldás f o r m á -
lisan egy e lőremenő és e g y h á t r a f e l é m e n ő szubsz t i túc ióva l egyenér tékű . 

B e v e z e t v e az у — y2, ys] h i p e r v e k t o r t , m e l y e t a köve tkezőképpen 
de f in i á lunk : 

a (39) az 

a lakba í r h a t ó . Az 

Ü 2 ü 3 

I* u 2 3 

I * 

^11 
Ü l Ü2 
Ü l Ü2 Ü3 

f e i 'Ух' 
ei = Уз 

Lei -Уз-

~У\ -IU 
Уз = Ik 

-Уз- л и 

(41) 

(42) 

(43) ü i J i = II 

egyenlet fo rmá l i san a (4) egyenlet te l azonos . Az L u LU- fak to r i zác ió j áva i , 
melyet az (5) és (6) a l a p j á n m i n d e n t o v á b b i nélkül v é g r e h a j t h a t u n k és a m á t r i x 
ürességét k ihaszná ló p rog ramozás i t e c h n i k a a lka lmazásáva l a (43) egyen le t 
az J j - r e nézve mego ldha tó . Az yx é r t éke inek az 

Ü2J2 = I'i — Ü1J1 (44) 

egyenle tbe va ló he lye t tes í tésével a (44) egyenlet h a s o n l ó a n az y2-re nézve 
mego ldha tó . Az 

ü s J s = Ц - ü i ' Ух ~ Ú 2 J2 (45) 

egyenlet az y 3 -a t s z o l g á l t a t j a . 
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Az y2, y 3 é r t éke inek a (41)-be való v isszahelyet tes í tésével és az így 
adódó egyenletek megoldásáva l a ke r e se t t ej, e2, e' csomópont i feszültség-
vek to rok m e g h a t á r o z h a t ó k . 

K ö n n y e n b e l á t h a t ó , hogy ez az e l járás b i z to s í t j a azoka t az e lőnyöke t , 
ami t a dekompozíció és az ehhez k a p c s o l t — a m á t r i x r i tkaságá t k ihasználó 
programozás i t echn ika együt tesen j e l e n t . Ez abbó l következ ik , hogy a f o l y t a -
tólagos má t r i x szubsz t i t úc ió e r edményekén t a d ó d ó (43), (44), (45) egyenle tek 
ugyanazon , — a z L n , L2 2 , L33 má t r ixok r i t k a s á g á t k ihasználó módszerre l o ldha-
tók meg , m i n t a nempar t i c ioná l t c somópon t i egyenle t . A (43), (44), és (45) 
egyenle tek dimenziói v i szon t az u t ó b b i n á l lényegesen kisebbek. 
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