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A geometriai neml inear i tás h a t á s á t lapos h é j a k ese tén az egyensúlyi és a k o m p a t i b i l i t á s 
d i f fe renciá legyenle tekben egy-egy töb le t tag képvise l i . A cikk a t ö b l e t t a g viselkedését — 
lapos izotróp el l ipt ikus parabolo id esetén — ana l i t i kus és n u m e r i k u s módszerekkel vizs-
gál ja és r á m u t a t ar ra , hogy 0,06-nál k isebb ny í lmagasság —támaszköz viszony ese tében 
célszerű a geomet r ia i neml inear i t ás h a t á s á t f i g y e l e m b e venni . A számszerű v izsgála tok 
e redményei t g r a f i konok m u t a t j á k be. 

A B u d a p e s t i Műszaki Egye tem É p í t ő m é r n ö k k a r i Mechanika Tanszékén 
az elmúlt év ó t a fogla lkozunk az o r t o t r ó p lapos héj gépi számí tásáva l [5]. 
A kidolgozot t a lgor i tmus és program segítségével n a g y s z á m ú konkré t p é l d á t 
számol tunk k i izotróp l a p o s elliptikus pa rabo lo idhé j r a . A számí tások során 
többek k ö z ö t t a r ra a ké rdés re keres tük a vá lasz t , hogy a lapos h é j a k r a v o n a t -
kozó Ylaszov—Marguerre egyenletek a lka lmazása mi lyen érvényességi 
ha t á rok k ö z ö t t jogosult . E n n e k során a geometr ia i neml inear i t ás h a t á s á n a k 
vizsgálata igen lapos h é j a k n á l érdekes e r e d m é n y e k r e veze t e t t , erről s zámolunk 
b e jelen c ikkben . 

Az egyszerűség k e d v é é r t az izo t róp h é j esetére szor í tkozva , a lapos hé j 
differenciálegyenletei (Ylaszov — Margue r re egyenletek) : 

1. A lapos hé j differenciálegyenlete 

KAAw — APF = p , (l/a) 

AAF -f EöApw = 0 , (1/b) 

Dr. N a g y Tamás, 1091 Budapes t , Ül lő i -ú t 71. 
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ahol mi = ui(x, y) 
F = F(x,y) 
E 

<5 

к = £ á 3 

12(1 V2) 

a2 

a l eha j l á s függvény 

a feszül tség-függvény 

a ruga lmassági modu lus 

a hé j vas tagsága 

a lemezmerevségi tényező 

9л:2 + 6y 
_a2z__a2_ _ 2 92z Э2  

9A;2 9y2 8x8y дхду 

a „ L a p l a c e " ope rá to r 

a 2 z a2 
+ a „ P u c h e r o p e r á t o r " 9y2 Эх2 

z = z(x, y ) a h é j középfe lü le tének egyenlete. 

Figye lembe véve , hogy A és Ap l ineáris operá to rok , t e h á t egymás u t á n 
a lka lmazva őket s o r r e n d j ü k felcserélhető, a Vlaszov egyenle tekből m i n d a 
lehaj lás , m i n d a feszü l t ség- függvény k i fe jezhe tő a terhelés f ü g g v é n y e k é n t : 

KAAAAw + EdApApUi = AAp 

К 

Ed 
A AAA F + ApApF = — APp 

Elliptikus paraboloidhéj ese tében (1. ábra ) 

82z 

Эх2 2 5 
82z 

8y2 •— k j ; 
82z 

ЭхЭу 

s így a Puche r -ope rá to r leegyszerűsödik: 
Э2 

Ар = 1- ka 
Эх2 Эу2 

(2/a) 

(2/b) 

(3) 

(4) 

Az egyszerűsí tés k ö v e t k e z t é b e n a n y o l c a d r e n d ű parciál is di f ferenciálegyen-
le tek csak pá ros rendű d i f fe renc iá l -operá toroka t t a r t a l m a z n a k . A n u m e r i k u s 
megoldásra a d i f ferencia-módszer а С m á s o d r e n d ű di f ferencia-operá tor s p e k t -
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r á l f e lbon tásá t a lka lmazó v á l t o z a t á t ha szná lva fel [1], [7], [4] , [5], a m e g o l d á s 

a l a k b a n adódik , ahol 

К , A ] = 

F e n t i kép le t ekben 

W = U m { M A ( U m P U n ) } U n  

F = U m { N j À ( U m P U n ) } U n 

A . + A ] 2 

a2 62 1 

К h , АИ 4 

b2 

к 
b2 

Ад 
b2 

К I X 

Ed a2 

2 H 

b2 

(5/a) 

(5/b) 

(6 /a) 

(6 /b) 

U m és U n az m-ed r endű C m , i l letve n-ed rendű C„ d i f fe rencia-operá tor m á t r i x m o d á l m á t r i x a , 
Xj a Cm m á t r i x j - ed ik s a j á t é r t éke , 
Xk a C„ m á t r i x fc-adik s a j á t é r t éke , 
X a m á t r i x o k logikai szorzásának jele. 

Az (5) f o r m u l á k b a n m e g a d o t t megoldás közve t lenü l , h o m o g é n peremfe l té te lek 
esetén érvényes , ami s t a t ika i l ag a pe remein egyszerűen t ámaszkodó , o lda l -
n y o m á s m e n t e s h é j n a k felel meg . 

2. A másod rendű ha tás f igyelembevétele 

A „ m á s o d r e n d ű h a t á s " je len ese tben a rugalmas a l akvá l tozás v i ssza-
h a t á s á n a k f igye lembevé te lé t je lent i , rész le te iben: 

a) a geometr ia i egyen le tekben f igye lembe vesszük a m á s o d r e n d ű t a g o t i s : 

du 9 2z , 1 
: W 4-

dx dx2 2 

dw 

dx 

dv 6 2z 
ev ^ w -(-

8y dy2 

dw 

, 9 y . 
(V 

du , 9i> 
Уху ™ + 

9y dx 

„ 92z , dw dw 
- 2 w -| ; 

dxdy dx dy 
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b) a hé je lem harmadik egyensúlyi egyenletében (z- i rányú vetületi egyen-
le t ) f igyelembe vesszük a ruga lmas lehaj lás hatását is: 

9 

dx 
Qx+Nx 

9 (z + w) 

dx 

9 
Qy + Nxy 

9(z + w) 

9 у 
Qy + Nxy dx 

+ N x y 

+ Ny-

9(z -f w) 

dy 

9(z + w) 

dy 

+ 

+ p = 0 (8) 

A levezetés eredménye (részleteket lásd B E L E S S O A R E [ 2 ] , vagy F I L I N [ 3 ] 

könyveit) 

KAAw - APF — P + 
ld2F d2w О d2F d2w 
\ dx2 dy2 дхду дхду 

EÔ 
AAF+A.w 

_ / 92w Is  

~ ( Э х Э у j 

+ 

d2w 82w 
dx2 dy2 ' 

d2F 9hv 
dy2 dx2 

vagy operátor-jelöléssel: 

KAAw - A F = p + £(F, w), 

1 

EÔ 
AAF + Apw =-

1 
£(w, w) . 

(9/a) 

(9/b) 

(10/a) 

(10/b) 

Tehát a geometr ia i neml inear i tás hatása az egyensúlyi és az összeférhetőségi 
egyenletben egyaránt egy több le t t ag bevonásával vehe tő tekinte tbe , ame lye t 
célszerű több le t t ehe rkén t kezelni . 

Kü lönböző vas tagságú és nyí lmagasságú héjakra v é g z e t t számí tása ink 
azt m u t a t t á k , hogy míg az összeférhetőségi egyenlet t ö b b l e t t e r h é n e k ér tékei 
síklemeznél a legnagyobbak, de ott is k ics inyek, s a ny í lmagasság növelésével 
gyorsan a számítási pon tosság alá csökkennek (gyakorlat i lag zérussá v á l n a k ) , 
addig az egyensúlyi egyenle t többle t te rhe síklemeznél zé rus , igen lapos hé j ak -
nál viszont a sarkokban és a középen j e l en tős értéket vesz fe l , s a nyí lmagasság 
növelésével lassabban csökken . A jelenséget elméletileg, t r igonometr ikus sorok 
a lka lmazásáva l t i sz táz tuk. 

3. Az egyensúlyi egyenlet többle t tagjának viselkedése 

A szabadon felfekvő, o lda lnyomásmentes elliptikus paraboloidhéj meg-
oldása t r igonometr ikus sorokkal való közelítés esetén B E L E S — S O A R E [ 2 ] 

szerint á l l í t ha tó elő. Ha a t ehe r 

тлх плу 
cos — — c o s , (11) 

m n 2a 2b 
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akkor 

-, _, тлх плу 
A2 2w"i"C0S c o s 

2a 2b 

F = У У Fmn c o s ^ c o s ^ L 
17 i f 2a 26 

(12/а) 

(12/b) 

Behelyet tesí tve és а deriválásokat elvégezve: 

£(». F ) = Í 2 - — - - r 

П 4 a 2 2a 
cos 

26 22 

л я у , í -«г, n n T-. т я г п л у 
cos — Fmn cos cos — 

26 j - f 462 m " 2a 26 

7 462 

2 2 

тлх 
2 a 

7 4 a2 

тлх плу 
cos cos 

2a 26 
- 2 

_ , n w r . т я г . плу 
^ ^ — F m n s in sin 

n 4a6 2a 26 

. _, тпл1 . тлх . плу 
' - « ' m n S m 81П 

n 4a6 2a 26 
(13) 

Lá tha tó , hogy a (13) kifejezésnek szélsőértéke v a n a héj közepén (x = 0, 
У = 0): 

+ 2 2 7 4a2 22 7 462 

16a262 2 2 т 2 р ™ \ 2 2 » •M)„ + 

+ | 2 2 » 2 * Ч 2 2 " (14) 

Ezenkívül szélsőértéke van a hé j s a r o k p o n t j a i b a n , vagyis az x = а, у = 6; 
x = —а, у = 6; x = —а, у = —6; x = a, у = —6 helyeken is: 

£<»,*•) ,= - 2 - ^ - í ^ ^ m a F j b ^ m n m j . (15) 
16a262 ( m n ) [m n ) 
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A (14) és (15) kifejezés s t r u k t ú r á j a igen hasonló, ezért elegendő a (15) kifejezés 
részletes elemzése. Behelyet tes í tve B E L E Ç és S O A R E a l ap ján [ 2 ] az Fmn és 
wmn é r t éke i t : 

F _ 2zmna2b2 ßx\m2 + An2) _ 2zmna2b2 

n% (m2 + a2«2)4 + ßx4(m2 + An2)2 л% ' 

ю _._ 16zmna4 (m2 + x2n2)2
 = 16zCTna« 

Kn4 (m2 + x2n2)4 + ßx4(m2 + kn2)2 Kn4 

ahol 

b f y «* l « 

Mint ismeretes, a C m primitív kon t inuáns m á t r i x (más szempontból a 
másodrendű di f ferenciaoperá tor-mátr ix) spek t rá la lak ja az m-tagú Fourier-
polinom t ö m ö r megfogalmazása . 

A (16) és (17) k i fe jezés t behelyet tes í tve (15)-be: 

£{w,F) = - - ^ - [ У У m n ^ ^ - ß t m n ] f У У mn ^ ^ Çm „1 . (18) 

' 8a2b2 [„ n Д m n ^ ' ) 

A kons tansok kiemelése és átrendezés u t á n : 

£(»,F) = ^ m n * m n | m n j 2 mn*™ . (19) 

На f igyelembe vesszük az t a tényt is, h o g y tetszőleges teherelrendezés esetén 
a t eher függvény zmn együ t tha tó i l ineár i san függnek a p teher in tenzi tás tó l , 
a (19) kifejezésből £(м>, F ) - r e vona tkozóan az alábbi lényeges összefüggéseket 
o lvasha t juk ki: 

síklemeznél ( f y = 0) értéke zérus , fy < 0 ese tében fy-ra fo ly tonosan 
változik, 

a teher in tenz i tás tó l négyzetesen függ, 
— a héj fesztávolságának negyedik h a t v á n y á v a l egyenes, a hé j -vas tag-

ság negyed ik h a t v á n y á v a l fordított a r á n y b a n van . 

Az £(w, F ) f ü g g v é n y szélsőértékét f j ö függvényében zá r t a lakban 
számítani nem t u d t u k , m e r t az / y /ő h á n y a d o s a szummációk a la t t a nevezőben 
js szerepel. így a szélsőértéket különböző vas tagságú hé jak so roza tának gépi 
számí tásáva l kerestük meg . 
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A számítás t 1 0 x 1 0 m a lapra jz i méretű hé j ra végeztük el m == n = 11 
osztással (E = 2 500 000 Mp/m2, v = 0), fx = fy = 0 . . . 1,5 m h a t á r o k között 
vá l tozo t t . Az e redmény t a 2. á b r á n m u t a t j u k be , kétszeres logar i tmikus 
koordinátarendszerben. Az egyik o rd iná ta az ( f x -f- fy)jô — f / ô viszony, a 
másik az £(u>, F) funkc ioná l értéke. Fe l r ak tuk az é r t ékeke t a sa rokpon tokban , 
a sa rokponthoz legközelebbi belső p o n t b a n [(1,1) p o n t ] és a középpon tban . 
Az ábrábó l leolvashatóan a £(w, F) többle t teher é r t éke f / ô = 1 ese tén a leg-
nagyobb. E r r e az f/0 é r t ék re ábrázol tuk a £(w, F) f ü g g v é n y felületét a 3. ábrán, 
sz immetr ia viszonyok m i a t t csak a t a r t o m á n y egy nyolcadán . 
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224 NAGY TAMÄS 

4. Az összeférhetőségi egyenlet „többlettagjának" vizsgálata 

A 4. ábrán az összeférhetőségi egyenlet t ö b b l e t t e r h é t áb rázo l tuk az 
//<5 v i szony függvényében . Azt az e redmény t , h o g y a t ö b b l e t t e h e r az f = 0 
ese tben ( t ehá t síklemeznél) a l egnagyobb , az előző p o n t b a n a l k a l m a z o t t mód-
szerrel v izsgál tuk . A (12) összefüggés f igyelembevéte lével 

f 
"d 

30 

20 
15 

10 

0,3 

0,2 

0,1 

" Г 

— г 
I 

- 1 . 
I 

sarokpont 
középső pont 

I 
T 

-ь -
I 

-t oí> 

1-7 КГ 

Megjegyzés: 

10 10"3 

1 г/ ч P2'x - — L(u>, U.) = a 

10" 10" 

4. ábra 
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Mint l á t h a t ó , a f ü g g v é n y n e k szélsőértékei v a n n a k a k ö z é p p o n t b a n (x = 
= J = 0): 

— — £(w, w)0i0 
Z 22- 4a 2 

w„ 22 462 
Wn 

és a s a r o k p o n t o k b a n (pl. x = a, y = b) : 

— — £(m7, w) s a r o k = 
Z 

2 2 4 ab 

(22) 

(23) 

A ké t , hasonló viselkedésű függvény közü l részletesebben a (23)-at vizsgálva, 
(17) f igyelembevéte léve l 

£(w, w) 
2 22-

16 zmna4 (m2 + x2n2)2 

4 ab 

A k o n s t a n s o k a t kiemelve, 

1 у . 16a4a2 

Itv, w) = 
2 K 2 n 4 

E m l é k e z t e t v e arra, hogy 

Í22 
Lm n 

К л 4 (m2 + а2«2)4 + /За4 (m2 + An2)2 

(m2 -f- а2га2)2 

mnz„ 
(m2 + а2п2)4 + /За4 (m2 + Яп2)2 

(24) 

(25) 

/3 = 
768(1 — V2) í / ) 2 

m e g á l l a p í t h a t j u k , hogy az f / ô viszony négyze te a nevező egyik t a g j á n a k szor-
zója, t e h á t igazolt, hogy az 

— £(w, w) 
2 

kife jezésnek f / ô f üggvényében az f = 0 helyen m a x i m u m a v a n . 

E z a t é n y egyébként azzal is m a g y a r á z h a t ó , hogy a z / = 0, (következés-

kén t k j == k2 = 0) ese tben a (10) egyen le tek a Ká rmán- f é l e egyenle tekbe [4] 

mennek á t . 

A t o v á b b i áb rákon n é h á n y egyéb e r e d m é n y t m u t a t u n k be. Az 5. áb-

rán a 1 0 x 1 0 m a l ap ra j z i mére tű h é j a k középső p o n t j á n a k feszültség-
függvény és membráne rő -é r t éke i t á b r á z o l t u k . A függőleges o rd iná ta az f 
nyí lmagasság , cen t imé te rben . Mint l á t h a t ó , a feszü l t ségfüggvény é r t éke 
f/l= 0,06 é r ték fölöt t m á r függe t len a h é j vas tagságá tó l . A normálerő v iszont 
csak = 0,15 k ö r ü l vá l ik a vas t agság tó l függe t lenné . 

A 6. á b r á n a középső p o n t l egnagyobb feszültségei v a n n a k f e l t ü n t e t v e , 
szintén a ny í lmagasság függvényében . M i n t l á tha tó , a l egnagyobb feszültség 
nem a síklemeznél adód ik , h a n e m a k ics iny ny í lmagasságd h é j a k n á l . 
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5. Az eredmények összefoglalása, következtetések 

A b e m u t a t o t t számítás i e r e d m é n y e k és elméleti megfontolások a l a p j á n 
n é h á n y köve tkez t e t é s t v o n h a t u n k le. 

1. Vékony l e me zek és vékony , igen lapos h é j a k (görbül t lemezek) számí-
t á s á n á l a geometr ia i nemlinear i tás h a t á s á t célszerű számí tásba venn i . 

2. A s ík lemeznek héjba va ló á tmene téné l a geometr ia i neml inea r i t á s 
h a t á s á t jel lemző t ö b b l e t t a g o k fo ly tonos függvénnye l í rha tók le, m e l y e k n e k 
részint a síklemeznél (az összeférhetőségi egyenlet t öbb le t t ag ja ) , rész in t a 
hé jvas tagságga l azonos nyí lmagasság esetén (az egyensúlyi egyenlet t öbb le t -
t a g j a ) v a n szélsőértéke. Ez u t ó b b i e r edmény F I L I N szóbeli közlése szer in t 
egyezik a S z o v j e t u n i ó b a n igen l apos ívek esetére k a p o t t e r edményekke l . 

3. A geometr ia i nemlinear i tás h a t á s a m á r e lhanyago lha tó , h a a nyí l -
magas ság eléri a hé jva s t agság négyszeresé t , de a ha j l í t ó igénybevéte l rész-
a r á n y a m é g jelentős. H a a nyí lmagasság m e g h a l a d j a a hé jvas t agság t ízszeresé t , 
a m e m b r á n e r ő k v á l n a k uralkodó je l legűvé. 

A k u t a t á s t t o v á b b f o l y t a t j u k . Közve t l en cé lunk a geometr iai neml inea-
r i tás h a t á s á n a k v i z sgá la t a a síklemez és kis ny í lmagasságú lapos hé j l eha j l á -
saira és igénybevéte le i re . 
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E f f e c t of Geometrical Non-linearity o n Elliptic Paraboloidal Shallow Shells. I n t h e case-
of shallow shells, the e f f ec t of non-linear g e o m e t r y is represen ted by an excess t e r m e a c h in 
equi l ibr ium and compa t ib i l i t y differential equa t ions . The behav iour of the excess t e r m — in 
case of shal low, isotropic ell iptical parabolo id shells — is ana lysed b y b o t h ana ly t i c a n d 
numerica l me thods , a n d t h e effect of non- l inear geomet ry is demons t r a t ed t o be a d v i s a b l y 
t aken i n to considerat ion f o r rise to span r a t io s below 0,06. Numer ica l resulst are p re sen ted 
on d iagrams . 

Die Wi rkung der geometr ischen Nicht l inear i tä t bei der Unte r suchung von f l a c h e n , 
elliptischen Paraboloidschalen . DieWirkung der geometr ischen Nich t l inear i t ä t zeigt sich bei 
f lachen Schalen durch j e e in zusätzliches Glied in den Gleichgewichts- u n d Kompa t ib i l i t ä t s -
Different ia lgleichungen. I m Bei t rag wird d a s Verha l t en dieses zusätz l ichen Gliedes — f ü r den 
Fall eines f lachen , i so t ropen , elliptischen Pa rabo lo ids — nach ana ly t i schen u n d numer i schen 
Methoden un t e r such t u n d es wird darauf h ingewiesen, daß es bei einem Verhäl tnis P fe i lhöhe 
zu S tü t zwe i t e un te r 0,06 zweckmäßig sei, die W i r k u n g der geometr ischen Nich t l inea r i t ä t 
zu berücks icht igem. Die Ergebnisse der numer i s chen U n t e r s u c h u n g e n sind in D i a g r a m m e n 
dargestel l t . 

1 5 * Műszaki Tudomány 49, 1974 
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