A GEOMETRIAI NEMLINEARITAS HATASA
LAPOS ELLIPTIKUS PARABOLOIDHE]
VIZSGALATAKOR

NAGY TAMAS*

[Beérkezett: 1973. december 3-4n)

A geometriai nemlinearitds hatasdt lapos héjak esetén az egyensilyi és a kompatibilitas
differenciilegyenletekben egy-egy tiblettag képviseli. A cikk a tiblettag viselkedését —
lapos izotrép elliptikus paraboloid esetén — analitikus és numerikus médszerekkel vizs-
galja és ramutat arra, hogy 0,06-nal kisebb nyilmagassig—tdmaszkdz viszony esetében
célszerli a geometriai nemlinearitds hatdsit figyelembe venni. A szamszerli vizsgilatok
eredményeit grafikonok mutatjak be.

A Budapesti Miiszaki Egyetem Epitémérnokkari Mechanika Tanszékén
az elmiilt év dta foglalkozunk az ortotrép lapos héj gépi szamitasaval [5].
A kidolgozett algoritmus és program segitségével nagyszami konkrét példat
szamoltunk ki izotrép lapos elliptikus paraboloidhéjra. A szdmitisok soran
tobbek kozott arra a kérdésre kerestiitk a valaszt, hogy a lapos héjakra vonat-
koz6 Vlaszov—Marguerre egyenletek alkalmazisa milyen érvényességi
hatarok kézott jogosult. Ennek sorin a geometriai nemlinearitias hatasanak
vizsgalata igen lapos héjaknal érdekes eredményekre vezetett, errdl szamolunk
be jelen cikkben.

1. A lapos héj differencialegyenlete

Az egyszeriiség kedvéért az izotrép héj esetére szoritkozva, a lapos héj
differencialegyenletei (Vlaszov — Marguerre egyenletek):

KAfw— AgF =p, (1/a)

AAF 4 EéApw =0, (1/b)

* Dr. Nagy Tamds, 1091 Budapest, Ullgi-at 71.
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ahol w = w(x, y) a lehajlasfiiggvény
F="Fx %) a fesziiltség-fiiggvény
E a rugalmasséigi modulus
é a héj vastagsiga
K= . a lemezmerevségi tényezd
120 — ) il
A oo Lapl
TR s ” e it
) -+ oy a ,,Laplace” operétor
P SRR s W o o a ,,Pucher operator”
P~ Ba? Byt oxBy 0xBy & 0y® oxF » °p
z =23z, 5) a héj kozépfeliiletének egyenlete.

Figyelembe véve, hogy 4 és A, lineéris operatorok, tehit egymas utan
alkalmazva &ket sorrendjiik felcserélhetd, a Vlaszov egyenletekbdl mind a
lehajlas, mind a fesziiltség-fiiggvény kifejezhetd a terhelés fiiggvényeként:

KAAAAw + EdApdpw = Adp (2/a)
E£6 AAAAF + ApApF = — App (2/b)

Elliptikus paraboloidhéj esetében (1. abra)

2 2 a2
82=k2; 8z:k1; z dip 3)
ox? oy? 0x9y
s igy a Pucher-operator leegyszerfisodik:

92 92
Adp =k, — —_—. 4
=k tho (4)

Az egyszerisités kovetkeztében a nyolcadrendi parcidlis differencialegyen-
letek csak parosrendii differencial-operatorokat tartalmaznak. A numerikus
megoldasra a differencia-médszer a C méasodrendii differencia-operator spekt-

fy
ly=2b 4

1. ébra
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ralfelbontésat alkalmazé valtozatat hasznalva fel [1], (7], [4], [5], a megoldas

W = U,,,{M A (U,,,PU,,)}U,1 (5/a)
F = U, {N|\ (U,PU,)}U, (5/b)
alakban adédik, ahol
Aoy %r 1
(.41 = - (6/a)

A A4 k k,
-K(a—;+b_2’ +Ed(a—izj+FAkJ

k k 2
[ e w
[nj,k]= (6/b)
ki, ok, P K (A A
i [?’*Ek]+ﬁ§ ‘b?J ]

Fenti képletekben

Up, és U, azm-edrendfi Cp,,illetve n-ed rendii G, differencia-operator matrix moddlmatrixa,

A a G, métrix j-edik sajdtértéke,
A a C,, métrix k-adik sajétértéke,
A a matrixok logikai szorzdsénak jele.

Az (5) formulikban megadott megoldis kézvetleniil, homogén peremfeltételek
esetén érvényes, ami statikailag a peremein egyszeriien tamaszkodé, oldal-
nyoméasmentes héjnak felel meg.

2. A masodrendii hatas figyelembevétele
A ,,masodrendii hatds’ jelen esetben a rugalmas alakvaltozds vissza-

hatasanak figyelembevételét jelenti, részleteiben:
a) a geometriai egyenletekben figyelembe vessziik a masodrendi tagot is:

du 0% 1 {3w)?

gyt — — —w+—[—] ,
ox ox? 2 | ox

2 2

eywﬁ’__ﬂw 1 aw_) , (7
oy 9y 9y
ou ov 9%z ow dw

Vxy ¢ —— — —2 w T

oy ox ox3y ox Oy
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b) a héjelem harmadik egyensiilyi egyenletében (z-iranyu vetiileti egyen-
Jet) figyelembe vessziik a rugalmas lehajlas hatasat is:

8 [Qx + N, B(z +w) + Ny M] +
ox Ox oy
o (5] (3] )
e R R ®)
oy ox oy

A levezetés eredménye (részleteket l4sd BELES —SoARE [2], vagy FiLin [3]
kényveit)
9*F 2w otF 4w 9%F o%w

KAAw — A F= P | —2 , (9/a
d (ax2 ay? 8x0y 8xdy + ay? 8x2] (Of=)

1
5 AAF +-dpw = (9/b)

9w )2 2w 2w

ox0y 0a® 9y?

vagy operator-jeloléssel:

KAdw — A4,F = p + £(F, w), (10/a)
1 1,
oy AAF 4 Ao =— &, ). (10/b)

Tehit a geometriai nemlinearitas hatdsa az egyensilyi és az osszeférhetségi
egyenletben egyarint egy tobblettag bevonasival vehet§ tekintetbe, amelyet
célszerli tébbletteherként kezelni.

Kiilonb6zd vastagsagd és nyilmagassigi héjakra végzett szamitasaink
azt mutattak, hogy mig az osszeférhetdségi egyenlet tobbletterhének értékei
siklemeznél a legnagyobbak, de ott is kicsinyek, s a nyilmagassag novelésével
gyorsan a szamitasi pontossag ald csokkennek (gyakorlatilag zérussa valnak),
addig az egyensiilyi egyenlet tébbletterhe siklemeznél zérus, igen lapos héjak-
nal viszont a sarkokban és a kézépen jelentGs értéket vesz fel, s a nyilmagassag
névelésével lassabban csékken. A jelenséget elméletileg, trigonometrikus sorok
alkalmazasaval tisztaztuk.

3. Az egyensiilyi egyenlet tobblettagjanak viselkedése

A szabadon felfekvé, oldalnyomasmentes elliptikus paraboloidhéj meg-
oldasa trigonometrikus sorokkal valé kozelités esetén BELES—SOARE [2]
szerint allithaté elé. Ha a teher

nwy
cos . 11
2 (11)

2= > Nz, cos max
m n

2a
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akkor

cos ——, 12/a
m n 2a 2b (12/a)

. 12/b
n 2a o8 2b (12/b)

Behelyettesitve és a derivalasokat elvégezve:

£(w, F) = [

22
mamnx na nix max
F,, cos cos 2 > D' ———— wpy, cos .
2a 2b pm

y _ n?n? nmwy _, m2n?
cos F,,, cos cos * Wiy
y J+(§‘n2 42 ™ a b J(m e T m
7 nawy | _, mnx nwy
cos cos — F,, sin i
2a J [% %‘ 4a " 2a 2b )
2
Sy N7 W, SID AL sin 2| (13)
m “n 4dab 2a 2b
Lathaté, hogy a (13) kifejezésnek szélsGértéke van a héj kozepén (x = 0,
y=0):
2.2 2,2
£(w, F, =]y 7 T +
(1, Fo.o [m > ][ S o

+@;“ ][ 3 ] =

Zolls 3w (330w

s

Ezenkiviil szélsGértéke van a héj sarokpontjaiban, vagyis az x =a, y = b
x=—a,y=b;x= —a,y= —b; x =a, y = —b helyeken is:

£(w, F), = —2% (g%mnan) (%*gmnwm,,) . (15)
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A (14) és (15) kifejezés struktiraja igen hasonld, ezért elegendd a (15) kifejezés
részletes elemzése. Behelyettesitve BELES és SoARE alapjan (2] az F, és

Wy, értékeit:
22 a2h? Am? - An? _ 2z,,0%°
Fonn = zm:a 2 f‘: (4m P Z 22 - Bemn » (16)
af,  (m? 4 aPn?)t 4 Bat(m? 4- An?) *f,
16z,,,a* 2 2,,2)2 16z, at
w0, = Zrnd (m? + o®n?) __ 16z,,a tons  (17)
Kat  (m? + a®n?)t + Bat(m? + An?)? Kt
ahol

, l:f"—, ﬂ=768(1—v2) (f_y)z
b 5 4 d

Mint ismeretes, a C,, primitiv kontinuins matrix (mis szempontbdél a
méasodrendi differenciaoperator-matrix) spektralalakja az m-tagi Fourier-
polinom t3mor megfogalmazisa.

A (16) és (17) kifejezést behelyettesitve (15)-be:

_ 16z,,,a¢
f, F) = — =2 |3 Smn O
m

S o) 3

m n

(o]

A konstansok kiemelése és atrendezés utan:

36864 f,

£(w, F) = 2 at {a Eé”z) ( S S mnz,, s,,,,,) [ S Y mnzp, ;,,,,,]. 19)

2

Ha figyelembe vessziik azi a tényt is, hogy tetszdleges teherelrendezés esetén
a teherfiiggvény z,, egyiitthatéi linearisan fiiggnek a p teherintenzitastdl,
a (19) kifejezésbél £(w, F)-re vonatkozéan az aladbbi lényeges osszefiiggéseket
olvashatjuk ki:

- siklemeznél (f, = 0) értéke zérus, f, < 0 esetében f,-ra folytonosan
valtozik,

- a teherintenzitastél négyzetesen fiigg,

— a héj fesztavolsidganak negyedik hatvinyaval egyenes, a héj-vastag-
sag negyedik hatvdnyaval forditott aranyban van.

Az £(w, F) fiiggvény szélsdértékét f /6 fiiggvényében zart alakban
szimftani nem tudtuk, mert az f,/0 hinyados a szummaéciék alatt a nevezében
is szerepel. Igy a széls8értéket kiilonbo6z8 vastagsagd héjak sorozatanak gépi
szamitasaval kerestitk meg.
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2. dbra

A szamitast 10 X 10 m alaprajzi méretd héjra végeztikk el m = n = 11
osztassal (E = 2 500 000 Mp/m?, » = 0), f, = f, = 0 ... 1,5 m hatérok kozétt
véltozott. Az eredményt a 2. dbran mutatjuk be, kétszeres logaritmikus
koordinatarendszerben. Az egyik ordinita az (f, + f,)/0 = f|0 viszony, a
masik az £(w, F) funkcional értéke. Felraktuk az értékeket a sarokpontokban,
a sarokponthoz legkézelebbi belsé pontban [(1,1) pont] és a kézéppontban.
Az abrabél leolvashatéan a £(w, F) tobbletteher értéke f/8 — 1 esetén a leg-
nagyobb. Erre az f|§ értékre abrazoltuk a £(w, F) fiiggvény feliiletét a 3. abran,

szimmetria viszonyok miatt csak a tartoméany egy nyolcadan.

3. dbra
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4. Az isszeférhetGségi egyenlet ,,tobblettagjanak™ vizsgalata

A 4. abrin az Osszeférhetdségi egyenlet tobbletterhét abrazoltuk az
f16 viszony fiiggvényében. Azt az eredményt, hogy a tébbletteher az f= 0
esetben (tehit siklemeznél) a legnagyobb, az el6z8 pontban alkalmazott méd-
szerrel vizsgaltuk. A (12) dsszefiiggés figyelembevételével

1 w2 82w 82u
——E(w,w) = (
2 0xdy " aa? oy?
I max nay | T
n COS cos ——|| —
[axay (2 =" J
I max nwy max nwy
mn €OS cos cos 0s .(20
 oa? (%2 % 2bJ (22wn0 2b)( :

A derivialast elvégezve,

1 max nay |2
——£(w, w) = Y u sin sin
2 % % ™ 2a 2b
a?m? max nny a?n? mux nay
— W,y COS w cos . (21)
3 e Jbg%zm% 0
f
3
30 <] 1 ;
20 SN %
15 L h¥~<_ +-H _4l__ — - —+___ 4
10 S ‘ :
8 ?
6 Bh :
4 T s ;
: T = TR
~ i
U T ! I e AR ~EL SN - IREAN
l ! I TN |
1 : SN |
? TN
| I =
03 —— sarokpont ’ Y
02— kozepsO pont !
g |
' + S HHH A4
| i i o
01— ' 5 7 3
107 107 107 107 107
214
Megjegyzés: — —;— L(w, w) = P l: o
4. dbra

Misaaki Tudomdny 49, 1974



A GEOMETRIAI NEMLINEARITAS HATASA 225

Mint lathaté, a fiiggvénynek szélsGértékei vannak a kézéppontban (x =
=y =0):

— = = (33T e, | (X 32w, ) )

m n m n
és a sarokpontokban (pl.x =a,y=10):
_ *mn 2
- _£(w’ w)sarok - 2 2 Wmn (23)
m n 4ab

A két, hasonlé viselkedést fiiggvény koziil részletesebben a (23)-at vizsgalva,
(17) figyelembevételével

1 a*mn 16z,,a' (m? 4 an?)? 2
— e .24
2 (s0. 30) = [% ; Kat  (m? 4 a?n?)* 4 Bat(m? + lnz)z] (24)

A konstansokat kiemelve,

42
— ) = o2

N (m? + o2n2)? 2
n . (25
K2t [% % M Zm (m? 4 a2n?)t + Bat(m? + ln2)2] (25)

Emlékeztetve arra, hogy

g 10801 —») (L]Z’

w4 é

megallapithatjuk, hogy az f/d viszony négyzete a nevez§ egyik tagjanak szor-
z6ja, tehat igazolt, hogy az

1
= £(w,
5 (w, w)

kifejezésnek f;4 fuggvényében az f = 0 helyen maximuma van.

Ez a tény egyébként azzal is magyarazhatd, hogy az f = 0, (kovetkezés-
ként k;, = k, = 0) esetben a (10) egyenletek a Karméan-féle egyenletekbe [4]
mennek at.

A tovabbi dbrikon néhany egyéb eredményt mutatunk be. Az 5. 4b-
ran a 10x10 m alaprajzi méreti héjak kozéps6 pontjanak fesziiltség-
fiiggvény és membranerd-értékeit abrazoltuk. A fiiggleges ordinata az f
nyilmagassag, centiméterben. Mint lathatd, a feszilltségfiiggvény értéke
fll= 0,06 érték folott mar fiiggetlen a héj vastagsagitél. A normaler§ viszont
csak = 0,15 koriil valik a vastagsagtél fiiggetlenné.

A 6. abran a kozéps8 pont legnagyobb fesziiltségei vannak feltiintetve,
szintén a nyilmagassig fiiggvényében. Mint lathaté, a legnagyobb fesziiltség
nem a siklemeznél adédik, hanem a kicsiny nyilmagassagd héjaknal.
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5. Az eredmények osszefoglalisa, kiovetkeztetések

A bemutatott szamitési eredmények és elméleti megfontolasok alapjan
néhany kovetkeztetést vonhatunk le.

1. Vékony lemezek és vékony, igen lapos héjak (gérbiilt lemezek) szami-
tdsanal a geometriai nemlinearitds hat4sat célszerii szamitasba venni.

2. A siklemeznek héjba valé dtmeneténél a geometriai nemlinearitis
hatasit jellemz§ tobblettagok folytonos fiiggvénnyel frhaték le, melyeknek
részint a siklemeznél (az Osszeférhet8ségi egyenlet tobblettagja), részint a
héjvastagsiggal azonos nyilmagassag esetén (az egyensiilyi egyenlet t5bblet-
tagja) van szélsGértéke. Ez utébbi eredmény FILIN szdébeli kozlése szerint
egyezik a Szovjetuniéban igen lapos ivek esetére kapott eredményekkel.

3. A geometriai nemlinearitas hatdsa mar elhanyagolhaté, ha a nyil-
magassag eléri a héjvastagsag négyszeresét, de a hajlité igénybevétel rész-
aranya még jelentds. Ha a nyfllmagassig meghaladja a héjvastagsag tizszeresét,
a membranerfk vilnak uralkodé jelleglivé.

A kutatist tovabb folytatjuk. Koézvetlen célunk a geometriai nemlinea-
ritas hatasinak vizsgalata a siklemez és kis nyilmagassagi lapos héj lehajla-
saira és igénybevételeire.
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Effect of Geometrical Non-linearity on Elliptic Paraboloidal Shallow Shells. In the case
of shallow shells, the effect of non-linear geometry is represented by an excess term each in
equilibrium and compatibility differential equations. The behaviour of the excess term — in
case of shallow, isotropic elliptical paraboloid shells — is analysed by both analytic and
numerical methods, and the effect of non-linear geometry is demonstrated to be advisably
taken into consideration for rise to span ratios below 0,06. Numerical resulst are presented
on diagrams.

Die Wirkung der geometrischen Nichtlinearitiit bei der Untersuchung von flachen,
elliptischen Paraboleidschalen. DieWirkung der geometrischen Nichtlinearitiit zeigt sich bei
flachen Schalen durch je ein zusitzliches Glied in den Gleichgewichts- und Kompatibilitiits-
Differentialgleichungen. Im Beitrag wird das Verhalten dieses zusiitzlichen Gliedes — fiir den
Fall eines flachen, isotropen, elliptischen Paraboloids — nach analytischen und numerischen
Methoden untersucht und es wird darauf hingewiesen, dafl es bei einem Verhiltnis Pfeilhohe
zu Stiitzweite unter 0,06 zweckmilig sei, die Wirkung der geometrischen Nichtlinearitat
zu beriicksichtigem. Die Ergebnisse der numerischen Untersuchungen sind in Diagrammen
dargestellt.
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