ABSCHATZUNG DER FORTPFLANZUNG DER UNGENAUIGKEIT DER
DATEN IN DIE LOSUNG BEI LINEAREN GLEICHUNGSSYSTEMEN UND
MATRIZENGLEICHUNGEN

von
WerNxeEr DUCK

Bei den in der Praxis auftretenden linearen Gleichungssystemen sind
die Daten der Aufgabe meist mit Ungenauigkeiten behaftet. Die Frage nach
der Abschitzung der Fortpflanzung der Ungenauigkeit der Daten in die
Losung des Systems ist sehr wichtig aber bis zum heutigen Tage noch nicht
befriedigend beantwortet worden. Die folgende Arbeit soll ein kleiner Beitrag
zu diesem Fragenkreis sein. I£s  werden einige Abschitzungsformeln zusam-
mengestellt und lineare Gleichungssysteme und Matrizengleichungen behan-
delt. Fiir Gleichungssysteme mit stark {iberwiegender Hauptdiagonale lassen
sich die Abschitzungsformeln sehr leicht anwenden. Fiir allgemeine Gleichun-
gssysteme wird die Abschitzung mit Hilfe des Defekts durchgefiihrt, wozu
auflerdem noch eine Abschitzung fiir die Inverse benétigt wird, die in vers-
chiedener Weise erfolgen kann. Parallel zu den Betrachtungen iiber lineare
Gleichungssysteme laufen die Untersuchungen iiber Matrizengleichungen.
Die ermittelten Abschitzungsformeln werden auf Beispiele angewandt. Auf
die Ergebnisse der Literatur wird am Ende der Arbeit kurz eingegangen.

Mein verehrter Lehrer, Herr Professor Dr.-Ing. habil E. WEINEL, Jena, hat in

seinen Vorlesungen wiederholt auf diesen Problemkreis hingewiesen. Fur die vielen wert-
vollen Anregungen méchte ich Herrn Professor WeINEL an dieser Stelle herzlichst danken.

§ 1. Abschiitzung der Fehlerfortpflanzung bei linearen Gleichungssystemen
mit iiberwiegender Hauptdiagonale

1.1. Problemstellung. In der Praxis wird man immer wieder vor die
Aufgabe gestellt, ein lineares Gleichungssystem der Form

(1) (C—0C)'x+dx)—(c+de)=0

zu lésen, bei dem die Matrix C und der Spaltenvektor ¢ als zahlenmiBig gegelsen
anzusehen sind, wihrend fiir die Elemente éc;; bzw. éc¢; der Fehlermatrix
0 C bzw. des Fehlervektors é¢ nur Schranken fir ihre Betrige bekannt sind.
Bezeichnen wir diese Schranken mit 4¢;; bzw. 4 ¢;, so gilt

(2) e < dey, |e = Ae;.
Numerisch kann man nur das System
(3) Cx—c=0
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losen, dessen Matrix C als nicht singulir vorausgesetzt wird. Mit a¢ wird die
exakte Losung dieser Gleichung bezeichnet. Es soll die Fortpflanzung der Unge-
nauigkeit der Daten in die Losung abgeschéatzt werden, d. h. es ist der Einflufl
der Fehlerglieder 6 C und 6 e, also 6 & abzuschitzen.

Wir wollen voraussetzen, dal die Storung 6 C des Systems (1) so klein
ist, da wenn die Matrix G stark iitberwiegende Hauptdiagonalelemente be-
sitzt, dieses auch von der Matrix C 4 6 C behauptet werden kann. Dann er-
scheint es angebracht, das System (1) auf iterierfihige Form

4) x+0r—=(A+0A)(x+dx)+ (atda)
zu bringen, wobei numerisch wieder nur das System
(5) xr=Ax + a

gelost werden kann. Wir haben die Gewinnung der Gleichung (4) jetzt niher
zu verfolgen, um Abschidtzungen fiir die Fehlerglieder 6 A, 0 @ des iterier-
tihigen Systems zu erhalten. "

1.2. Abschditzung der Fehlerglieder des iterierfihigen Systems. Zur Uber-
fihrung des Systems (1) in iterierfihige Form zerlegen wir die Matrix C ent-
sprechend der Gleichung

(6) C=D —B

in zwei Matrixen D und B. Dabei ist D eine Diagonalmatrix, deren Diagonal-
elemente mit denen der Matrix € iibereinstimmen. Die Matrix B enthilt
in der Hauptdiagonale Nullen, wihrend sonst die Elemente von B entgegen-
gesetzt gleich den entsprechenden Elementen von C sind. Mit (6) kénnen wir
dann fiir das System (1) schreiben

D+ 0x) = (B+8C) (@ + da)+(c 4 de),
x+0x=D 1B +D10C)(x+dx)+ D 1te +D1dc).
Setzen wir
(7) A=D1B, J6A=D14C,
(8) a=D"t¢, da=D1de,

so stolen wir auf das System (4).

Unter der Norm? einer n-reihigen, quadratischen Matrix € mit den Ele-
menten ¢;; wollen wir in dieser Arbeit die maximalen Zeilensumme der Betrige
der Elemente verstehen:

n
€]l = max > |ey].
=

Die Norm eines Spaltenvektors 2 mit den Komponenten 2/ ist durch
o] = max |2
i
definiert.

2 Auf andere Normdefinitionen soll hier nicht eingegangen werden.
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Fiir die Elemente der Fehlerglieder 6 C, 6 ¢ sind Schranken entsprechend
(2) bekannt. Fiir die Normen der Fehlerglieder gilt somit die Abschétzung

|16C|| < max > ey, |6¢e|| < max|dc).
i k=1 i

Dann konnen wir auch die Normen der Fehlerglieder 6 A, 6 @ des
Systems (4) wegen der fiir zwei Matrizen A, B giiltigen Beziehung

(9) |AB|| < [|A]l-[|B]|
nach (7), (8) leicht abschitzen
[6A] < |[D7Y-|loC],
|sa| < D2 [lse].

Damit haben wir Abschitzungen fir die Normen der Fehlerglieder des
iterierfiihigen Systems erhalten, so dafl wir fiir die weiteren Betrachtungen von
den Gleichungen (4) und (5) ausgehen konnen.

1.3. Abschitzung von 6 2. Fir éa 1lalt sich leicht eine Abschidtzung
angeben. Ziehen wir Gleichung (5) von (4) ab, so finden wir

dx=0A-x+A-dx+0A-dx+da,
bx=(E —A—0A)10A.-x+da)?,
(10) o) < [[(BE —A —6A)7H|{|[]i-[|0A] 4 (|3 al]}.
Zur Abschitzung der Norm von (E—A—0 A)~! erinnern wir uns daran,
daB bekanntlich (E — A)~1 analog zur geometrischen Reihe gewohnlicher

Zahlen in eine Matrizenreihe, die sog. Neumannsche Reihe, entwickelt werden
kann

e P T O 1 T
die fiir [|A|| < 1 konvergiert. Daher gilt unter Beriicksichtigung von (9)

a1 I(E — Ay < EHA"H 2 1A= 5 _'HAH'

Wir setzten voraus, dafl das vorgelegte Gleichungssystem tiberwiegende
Hauptdiagonalelemente besitzt, also ||A|| < 1ist. Wir setzen weiterhin voraus,
daB die Storung 6 A so klein ist, dafl auch noch

(12) Al +- oAl <1

gilt. Dann erhalten wir aus (10) unter Beriicksichtigung von (11) die gesuchte
Abschéatzungsformel °

|| [[0A[| +[[da]

= 10 Al = foal

3 Mit E wird die Einheitsmatrix bezeichnet.
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In diese Abschitzung geht aufler den Normen von A, 6 A, § @, fiir die
wir obere Schranken angeben koénnen, noch die Norm der Losung a des Sy-
stems (5) ein, die wir jetzt geeignet abschitzen wollen.

1.4. Abschiitzung der Norm von x. Die Norm der Losung ax kénnen wir
abschitzen, ohne dall wir eine Niherungslosung des Systems (5) kennen.
Das gestattet uns, die Fortpflanzung der Ungenauigkeit der Daten bereits
vor der Losung des numerisch zu behandelnden Systems (5) zu beurteilen.
Aus (5) finden wir niamlich

(E—Ax=a,

und mit (11) ergibt sich unter der gemachten Voraussetzung ||Al| <1

]
(14) A L SR
Il < T a7

Ist jedoch eine Niherungslosung & des Systems (5) bekannt, so kénnen
wir das zur Abschitzung der Norm von @ ausnutzen. x steht mit dem Defekt
r in der Beziehung

(15) x=Ax+a—nr.

Ziehen wir (15) von Gleichung (5) ab, so finden wir

Al —=) -} r,
x4 (E—A)1r,
|| < ||2]| + ||(B — A)7Y|[|r].

x—a
x

Wegen (11) erhalten wir schlieSlich unter der Voraussetzung || A || <1

el
1—A]

(16) )l = ||| +

1.5. Beispiel. Die bisherigen Betrachtungen sollen auf ein Beispiel an-
gewandt werden. Wir withlen

200 40 20 340
C=| 45 150 15], c =390
10 10 100 330

und nehmen an, daf die Daten des linearen Gleichungssystems mit der
Ungenauigkeit

l<1=4d¢

[d¢;] < g |86 < 1=A4¢

behatftet sind. Dann gilt
|éCj =3,

dell= 1.
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Es ist
s = — - S
200 0 0 B =k = -4
5 10 10
el & G50 4 L sel=t B =il a= 2
10 10 5
0 0 100 Sy | -—1 0 i
| N T a | 10|
und
— 1 | 2 33
ey [ll=—s ==,
100 5 10
Weiter ergibt sich
18All = =, [dal < —.
100 100

Bei der Berechnung der Matrix A tritt im Beispiel kein zusitzlicher
Rechnungsfehler durch Divisionen auf, so daf3 wir auch bei der Abschitzung
der Normen der Fehlerglieder 6 A und 6 @ einen zusitzlichen Ungenauigkeits-
faktor nicht zu beriicksichtigen brauchen.

Fiir die Abschitzung der Norm des Losungsvektors & nach (14) finden wir

3,3
1—-0,4

Verwenden wir fiir die Abschitzung nach (16) als Naherungsvektor x
mit dem zugehorigen Defekt »

0,99 0,005
x=|2,02(, r=]—0,018],

3,01 —0,011

(17) flae]| < =85,

so ist
1@ =3.01, [|r]| = 0018,
und wir finden fiir (16)

(18) |2 < 3,01 + 2018

1—04

= 3,04.

Fiir die exakte Losung wiirde gelten
(19) ]l = 8.

Die Abschiatzung (13) ergibt bei Verwendung der Normen (17) bis (19)
fue ae
5,56-0,03 4+ 0,01
1—0,4—0,03
|0l < 0,178 mit, (18),

6| < 0.176 mit (19).

<031 mit (17),

o <
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Alle drei Abschitzungen fiir oa lassen erwarten dafl der Einfluf der Unge-
nauigkeit der Daten der Aufgabe nicht zu vernachlissigen ist. Daher ist es
auch nicht sinnvoll, die Losung & mit groBerer Genauigkeit zu berechnen.

§ 2. Abschitzung der Fehlerfortpflanzung bei allgemeinen linearen Gleichungs-
systemen mit Hilfe des Defekts

2.1. Problemstellung. Wihrend sich die Abschitzungen in § 1 auf lineare
Gileichungssysteme mit stark iiberwiegender Hauptdiagonale beziehen, ist
die in diesem Abschnitt anzugebende Abschitzung allgemein fir lineare Glei-
chungssysteme giiltig, wenn nur die Koeffizientenmatrix nicht fast singular
ist und die Storung ihrer Elemente nicht zu grof ist. Nach den Ausfithrungen
in § 1 kann der Einfluf} der Ungenauigkeit der Daten der Aufgabe selbst dann
abgeschitzt werden, wenn keine Niherungslosung des Systems bekannt ist.
Jetzt werden wir grundsitzlich voraussetzen missen, dafl wir eine solche
Niherungslésung kennen.

Die Gleichung (1) schreiben wir in dem Folgenden in der Form

(20) (C—0C)%—(e+dc)=0.

Mit & bezeichnen wir eine Niherungslosung der Gleichung (3) und mit
» den zugehorigen Defekt

(21) Cx—c=—r.

Gesucht wird eine Abschitzung der Norm von & — .
2.2. Fehlerabschitzung. Aus den Gleichungen (20), (21) finden wir

(€C—0C) x—Cxr=dc+r,

(C—0C)(®—x)=0Cx-}+dc+r,
(22) 1% — 3| < [[(€ — 8€)72 {|8€]| - |FI| + | ]l + [|[}-
Es muB jetzt noch die Norm von (C— 6 C), abgeschiitzt werden. Es gilt

C—0C=CE—C160),
(€ —6C)7 < [IC7]- || (B — €8 C)72|.

Setzen wir
(23) e foef < 1

voraus, was erfiillt ist, wenn die Koeffizienten des linearen Gleichungssystems
nicht mit zu groBen Storungen behaftet sind, und die Matrix C nicht fast
singulir ist, so erhalten wir bei Beachtung der Formel (11) von § 1
[|C1
[T YT O || R
1 —[[ctaC) — 1 —[|c7H-[[o €]

(22) fihrt dann zu der gesuchten Abschitzung

8€l|- @ + 18 ell + il
1—||c1)- 8¢

(24) 1% — 7| < [lc-)|]
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In der Abschitzung (24) treten neben der Norm der Niaherungslosung
x und des Defektenvektors » die Normen der Fehlerglieder 6 C und 6 ¢ auf, die
wir im Sinne von 1.2. als bekannt ansehen konnen. In (24) geht aber weiterhin
die Norm der Matrix C—! ein, was uns vor eine neue Aufgabe stellt, namlich
Abschatzungen fiir die Norm der Inversen der Matrix € anzugeben. Mit dieser
Aufgabe werden wir uns in § 4 niher befassen.

Die Abschitzung (24) beantwortet zugleich die Frage, wie bei der Losung
eines linearen Gleichungssystems der Einflu3 der Abrundungsfehler und ihre
Fortpflanzung abgeschéitzt werden kann. Dazu ist die Norm der Differenz der
exakten Losung #=a der Gleichung (3) und der Niaherungslésung & von
(21) abzuschiitzen. Eine solche Abschatzungsformel erhalten wir aber aus (24),
wenn wir dort || 6 C || = || 6 ¢ || = O setzen.

§ 3. Abschitzungen bei Matrizengleichungen

3.1. Problemstellung. Die Bestimmung der Inversen einer Matrix ist
eine Aufgabe von groBler praktischer Wichtigkeit. Sind die Koeffizienten der
zu invertierenden Matrix mit Ungenauigkeiten behaftet, so wird sich diese
Ungenauigkeit in die inverse Matrix fortpflanzen. Wieder besteht die Frage,
wie sich diese Fortpflanzung der Ungenauigkeit der Daten der Aufgabe
abschitzen 1aft.

Um die Inverse einer Matrix zu bestimmen, haben wir die Matrizen-
gleichung

(25) C—0C)(X+06X)=

zu losen. Die Matrix C ist als zahlenmiBig gegeben anzusehen, wihrend fiir
die Elemente 6¢;; der Fehlermatrix 6 C nur Schranken fiir ihre Betrige im
Sinne von § 1 bekannt sind. Numerisch kénnen wir nur die Matrizenglei-
chung

(26) (X —E

losen, wobei mit X die exakte Losung dieser Gleichung bezeichnet wird. Die
firr lineare Gleichungssysteme angegebenen Abschitzungen in § 1 und § 2
lassen sich sofort iibertragen.

3.2. Ubertragung der Abschitzungen von § 1. Die Matrix C, welche stark
iiberwiegende Hauptdiagonalelemente besitzen moge, wird wieder entspre-
chend (6) in die Matrizen D und B zerlegt, und es werden die Gleichungen (25),
(26) auf iterierfihige Form iibergefiihrt

(27) X4+ 8X={A+8AJ(X+8X)+ D1,
(28) o R

Die Matrizen A und 6 A bestimmen sich dabei aus D, B und 6 C wie in (7)
angegeben. Fiir die Matrix ¢ X finden wir dann unter der Voraussetzung (12)
die zu (13) analoge Abschitzung

X[ [loA]
1—[|A[| —][0A]

(29) X =

4 A Matematikai Kutaté Intézet Kozleményei VI. 1—2.
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In (29) tritt wieder die Norm der Losung X von Gleichung (28) auf,
die wir analog zu (14) in der Form
D7
1—JlAfl

(30) X =

abschitzen kénnen. -
Bezeichnen wir mit X eine Niherungslosung von (28) und mit R die
zugehorige Defektenmatrix

(31) X =AX+D1—-R,

so finden wir die (16) entsprechende Abschitzung
X R

3 X)) = %)+ B

(32) X< XD

3.3. Ubertragung der Abschiitzung von § 2. Die jetzt anzugebende Ab-
schitzung wird wieder von der Voraussetzung frei sein, dal die zu invertie-
rende Matrix stark tberwiegende Hauptdiagonalelemente besitzt, dafiir aber
voraussetzen, daf3 die Matrix € nicht fast singulir ist und die Stérung ihrer
Elemente nicht zu grof ist. An Stelle von (20), (21) betrachten wir die Matrizen-
gleichungen

(33) €C—06C)X=E,
(34) CX=E—R.

Analog zu (24) tfinden wir unter der Voraussetzung (23) die Abschitzung

3 =Xl
(33) R =X = 1 e e

3.4. Angabe einer weiteren Abschitzung. Bei Matrizengleichungen laf3t

sich noch eine weitere Abschitzung fir die Norm von X — X angeben. Aus-
gehend von den Gleichungen (33), (34) finden wir

(36) €C—0C)X—X)=06CX+R.
Beriicksichtigen wir Gleichung (33), so konnen wir dafiir schreiben
E—(C—0C)X=06CX+R,
(C—0C)=(E—0CX — R)X1,
Setzen wir voraus, dal}

(37) IR+ [[X]- 8¢ < 1

ist, was wir als erfiillt ansehen konnen, wenn die Matrix € nicht fast singular
ist, die Storung & € geniigend klein ist und X eine ausreichend gute Niherungs-
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matrix fir die Losung X von Gleichung (26) ist, so konnen wir nach der be-
kannten Formel (11) schreiben

e—sos— KL o IEL
“ 1—[[6CX+R|| — 1 —|éc|-[IX] — [[R]

Gleichung (36) liefert uns dann die Abschitzung

(38) IX — X = IX|| IR]| + |!i”4l|5C1|
| 1 — R[] —X]-[loC]

Zur Anwendung von (38) ist nur die Kenntnis einer brauchbaren Nihe-

rungsmatrix X fiir €1 und der zugehorigen Defektenmatrix R bei als gegeben
anzusehendem || 6 C || notwendig.

3.5. Vergleich der Fehlerabschitzungen. Die Voraussetzung (23) fiir die
Anwendbarkeit der Abschitzung (35) wird bei praktischen Aufgaben in nicht
hesonders ungiinstig gelagerten Fille wohl meist erfiillt sein. Dafiir mufl zur
Anwendung von (35) eine Abschitzung fiir die Norm von C—! bekannt sein.
Hiufiger sind die Fille, in denen die Voraussetzungen fiir die Anwendung der
Abschitzungen (29) und (38) nicht oder nur mit numerisch unbrauchbaren
Zahlwerten erfiillt sind. Die Abschitzung (29), (30) nimmt insofern eine Son-
derstellung gegeniiber den anderen Abschitzungen ein, weil durch sie der
EinfluB} der Ungenauigkeiten der Daten der Aufgabe abgeschiitzt werden kann,
ohne daf} eine Niherungslosung fiir die Inverse benétigt wird. Die Abschiit-
zung (38) hat gegeniiber (35) den Vorteil, dafl nicht die Kenntnis der Norm
der Inversen notwendig ist. Sie hat gegeniiber Formel (29) den Vorteil, dafl die
Matrix € nicht iiberwiegende Hauptdiagonalelemente besitzen muf.

3.6. Beispiel. Die Fehlerabschiitzungen sollen auf ein Beispiel ange-
wandt werden. Wir legen den Berechnungen die in 1.5. angegebene Matrix
C zugrunde, die mit den dort angenommenen Ungenauigkeiten behatftet
sein moge. Fir (30) finden wir sofort mit den in § 1 angefithrten Zahlwerten

X < - = X o p0tEr.
60

1 3
(39) X< 20 B0 . pp00ms.
| 2 B _3_ 1140
5 100

4*
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Zur Anwendung von (32) bendtigen wir eine Niherungsmatrix X fiir die
Inverse C—1; wir wihlen

1 v
200 1000 1000
= 1 T i
(40) X=| ———— ety e T
500 1000 1000
1 3 1]
_ 1000 1000 1000_|
Es ist dann
o = 13
X[ = ——,
1000

und fiir die zugehorige Defektenmatrix R finden wir

19
IR[| ==,
10000
so dafl die Anwendung von (32) ergibt
19
‘ 13 1 7
o R P L PR ¥ T2
1000 2 6000
5
(29) liefert somit
073
000 1 :
(41) 86X L0100 9 _ 0.00085.
2 3 114000
5 100

Formel (38) fiihrt mit der Niherungsmatrix (40) und

| 19 2
R[] =—
100
zu der Abschitzung
1 13
1 %_i—] 00> 977
@) [X-X|s - 000 o 29 g nnsg.
T 1000 19 13 771000
100 1000

4 Man beachte, dal die durch (34) definierte Defektenmatrix R sich von der in
(32) verwendeten Matrix R unterscheidet, welche durch (31) erkliart wird. Man erhalt
die Matrix R aus (31) aus der durch (34) definierten Defektenmatrix, indem man diese
linksseitig mit D~! multipliziert.




FORSCHUNGEN BEZUGLICH MATRIZENGLEICHUNGEN 53

Wenden wir zum Vergleich Abschitzung (35) fiir die Niherungsmatrix
(40) mit dem exakten Wert fiir die Norm von G-

6
(43) ley = 227 < 0112
55500
an, so finden wir
13 19
(44) IX —X|| < 00112, 1990100 5097,
1—0,0112-3

Im Beispiel haben die Abschiatzungen (39), (41) zu numerisch gleich-
wertigen Resultaten gefithrt. Die Kleinheit der erhaltenen Zahlwerte darf
aber nicht dariiber hinwegtiuschen, daBl die Abschidtzungen (39), (41) sehr
ungiinstig sind; denn die Zahlwerte der Elemente der Matrix C—1 sind, wie
(43) zeigt, ebenfalls sehr klein. Entsprechende Resultate liefern die Abschiit-
zungen (42) und (44), die auch den starken EinfluBl der Ungenauigkeit der
Daten zeigen.

§ 4. Abschiitzungen fiir die Norm der Inversen

4.1. Einleitende Bemerkungen. In den Abschiatzungen (24) und (35)
von § 2 und § 3 tritt die Norm der Inversen der Matrix € auf. Da die Inverse
nicht bekannt ist, miissen Abschitzungen fiir ihre Norm gesucht werden.
Besitzt die Matrix C stark tiberwiegende Hauptdiagonalelemente, so wird die
Abschitzung sehr einfach zu fithren sein. Weitere Abschitzungen werden unter
der Voraussetzung angegeben, daf eine Niherungsmatrix fiir die Inverse
bekannt ist. Schlieflich wird ein Vorgehen erliutert, das unmittelbar die
Entnahme der Gréfenordnung der Norm der Inversen aus einem Eliminations-
verfahren gestattet.

4.2. Eine Abschitzung fiir Matrizen mit diberwiegender Hauptdiagonale.
Besitzt die Matrix C stark tiberwiegende Hauptdiagonalelemente, so zerlegen
wir sie entsprechend (6) in die Matrizen D und B und erhalten

C=DE —D1B).
Dafiir konnen wir wegen (7)
C=DE — A)
schreiben. Es ergibt sich somit
€72 < [ID72] - [| (B — AY2l,

und setzen wir voraus, dal || A ||<1 ist, was der Annahme einer stark iiber-
wiegenden Hauptdiagonale entspricht, so finden wir bei Beriicksichtigung der
bekannten Formel (11):

1D~

. . c?
(45) 1= T
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4.3. Abschdiitzungen mit Hilfe des Iterationsverfahrens wvon Schulz. Die
folgenden Abschiitzungen setzen die Kenntnis einer Niherungsmatrix fir
die Inverse C—1 voraus. Haben wir nach Aufgabenstellung die Inversion einer
Matrix durchzufiihren, so wird uns auch meist eine Niherungsmatrix fiir die
Inverse bekannt sein. Anders ist es jedoch, wenn wir die Losung eines linearen
Gleichungssystems zu bestimmen haben. Hier bedeutet diese Voraussetzung
eine Erschwerung des Problems, da wir dann faktisch nicht die Lisung eines
Gleichungssystems sondern eine Matrizeninversion durchzufiihren haben. Das
miussen wir aber in Kauf nehmen, da bei linearen Gleichungssystemen die
Abschitzung (24) faktisch die einzige Abschitzungsformel ist, mit deren An-
wendbarkeit wir im allgemeinen immer rechnen koénnen.

Fiir die Bestimmung der Inversen einer Matrix, d. h. fiir die Losung der
Matrizengleichung

(46) X =E,
hat Scrurz [1] ein Iterationsverfahren angegeben
(47) X, =X, 2E — CX,),

fiir das der Verfasser [2] Fehlerabschéitzungen bewiesen hat. Ist eine Nitherungs-
matrix X fiir C—! bekannt, so kénnen wir sie als Ausgangsmatrix fiir das

Tterationsverfahren von Scmurnz withlen: X, = X. Nach (47) berechnen wir
die Matrix X;. In [ 2] sind Abschiitzungen fiir die Norm von X — X, angegeben:

(48) (1. S [ S, . A
1—gq

(49) X%, < L X
=

Dabei gilt

(50) q=|E—CX,,

und es wird der Zahlwert von ¢ unmittelbar durch das Verfahren geliefert.
Die Abschitzungen (48) und (49) sind unter der Voraussetzung ¢ <1 giiltig.

Zum Vergleich der Abschitzungen (48), (49) sei auf [2] verwiesen.
Wegen (46) ist X = €1, und wir erhalten fiir (48), (49):

(61) 167 = 1%l + T2 1% — X

(52 1674 & 1%l + 72— %o

Zu einer noch einfacheren Abschitzung kommen wir, wenn wir die
Norm von X, in (52) abschiitzen. Wegen (47) ist

X, = X, + Xy(E — CX,) .
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Damit ergibt sich unter Beriicksichtigung von (50)
Xl < [ Xl 4 [ Xoll - [[B — €X | = | X[/ (1 + ).

Tragen wir dieses Krgebnis in (52) ein, so finden wir

| Xo|
e

=

(53) €=

=

Zur Anwendung der Abschitzung (53) ist es damit gar nicht mehr not-
wendig, dafl ein Schritt des Iterationsverfahrens durchgefithrt wird. Die zur
Abschitzung nach (53) bei Kenntnis einer Niaherungsmatrix X, wesentlich
zu leistende Rechenarbeit besteht in der Ermittlung von ¢, wozu faktisch eine
Matrizenmultiplikation auszufithren ist. Bei der Abschitzung nach (51) und
(52) haben wir die erste Iterierte X; zu berechnen, wozu wesentlich zwei
Matrizenmultiplikationen erforderlich sind.

Die Abschitzung (53) ist zweifellos numerisch am ecinfachsten, dafir
aber auch schlechter als (52) und (51). Formel (51) fithrt zu den numerisch
besten Resultaten. Welche der Abschiitzungen (51) bis (53) in der Praxis
Verwendung finden wird, hingt wesentlich von der GroBlenordnung von ¢ ab.

Zur Abschitzung (53) konnen wir auch leicht auf einem anderen Wege
gelangen. Nach (38) L3t sich ja die Norm der Differenz zwischen der Losung
X = X = €~ der Gleichung (46) und der Niherungslésung X dieser Gleichung
abschitzen, indem in (38) || 6 C || = 0 gesetzt wird. Wir finden dann

IRI-IX] _ X

11| < X .
” lléll [1+ I—HRH 1—||RH

Beachten wir, daBl oben X = X, gesetzt wurde und dall wegen (50)
und der Definitionsgleichung (34) fiir die Defektenmatrix ¢ = || R || ist, so
erkennen wir, daf} die erhaltene Abschitzung mit (53) identisch ist. In dersel-
ben Weise kann ausgehend von (35) Abschiitzung (53) erhalten werden.

4.4. Beispiel. Wir wollen die erhaltenen Fehlerabschitzungen auf die
Mustermatrix € von § 1 anwenden. Die Abschidtzung nach (45) ist trivial.
Zur Anwendung der Fehlerformeln von 4.3. bendétigen wir eine Ausgangs-
matrix fiir das Iterationsverfahren. Als Ausgangsmatrix X, wihlen wir die
Matrix (40) von § 3. Dann ist

13 19
lx = S !E——C — —
| Xol| Sioe I Xol| oD

und durch Berechnung von X nach (47) lassen sich leicht die Werte

: 11 11
X, || = —, X, — X, || =
1% 1000 S * 10000

bestitigen.
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Die Ergebnisse der Fehlerabschitzungen (45) und (51) bis (53) sind in
der folgenden Tabelle zusammengestellt und mit dem exakten Wert von
||G-1 || verglichen worden. In der Tabelle stehen auBerdem neben diesen
Werten die Resultate der Abschidtzungen von || % —a || nach (24) fir das
Beispiel von §1 und von || X — X || nach (35) mit den jeweiligen Schranken
fiir die Norm von €—1. Zum Vergleich sind in der Tabelle schlieSlich noch die
bereits frither in § 1 und § 3 ermittelten Abschitzungen von || 6 @ || und

|| 6 X || sowie die Abschiitzung von || X — X || nach (38) angefithrt worden.

Abschitzung von | Abschiitzung von Abschiitzung von
e Hi—iubZW-llde|Hi—’_‘l!bZW-HéXH
| |

| exakt 0,0112 | 0,117 ‘ 0,0027
| nach (45) | 0,0167 | 0,177 0,0041
nach (51) 0,0113 | 0,118 0,0027
nach (52) 0,0116 0,121 0,0028
 nach (53) 0,0161 | 0,170 0,0039

SRR | — ,,,; - B R

| nach (38) - 0,0039 |

| nach (13), (14) bzw. (29), ‘
| (30) Q 0,31 0,00088

nach (13), (16) bzw. (29), ‘

32 5 0,178 | 0,00085 |

| nach (13) bzw. (29); [l ||, |

|| X | exakt 1 0,176 , 0,00059

4.5. Vorgehen bei Verwendung eines Eliminationsverfahrens. So be-
stechend auch die Abschitzungen in 4.3. sind, so bedeutet doch die Voraus-
setzung, dall eine Niherungsmatrix fiir die Inverse bekannt sein muf}, oft
eine wesentliche Erschwerung der Aufgabe. Dieser Nachteil haftet der Ab-
schitzung (45) nicht an, dafiir setzt sie aber eine stark tiberwiegende Haupt-
diagonale voraus. In den Fillen, in denen die Hauptdiagonale nicht stark
iberwiegt, werden wir jedoch hiaufig das Gleichungssystem nach einem Eli-
minationsverfahren 16sen oder die Matrizeninversion mit Hilfe eines Elimina-
tionsverfahrens durchfiithren. Besonders giinstig gestalten sich die Verhilt-
nisse beim Gavuss—JorpaNschen Verfahren, bei dem die Ausgangsmatrix
auf Diagonalform transformiert wird. In diesem Falle kann die GréBenordnung
der Norm von C—! mit praktisch meist ausreichender Genauigkeit unmittel-
bar aus dem Verfahren entnommen werden. Zur Erliuterung dieses Vorgehens
soll das Verfahren von Gauss—JorDAN kurz skizziert werden. Das Verfahren
konstruiert eine Matrix €™ 5 nach der Vorschrift

(54) C? =QMQx-v. .QWC.

Dabei sind die Matrizen QU durch die Quotienten g%’ des Verfahrens bestimmt,
welche bekanntlich so gewihlt werden, dafl die Matrix € auf Diagonalform

5 Mit » wird die Ordnung der Matrix C bezeichnet.
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transformiert wird, also €™ eine Diagonalmatrix ist. Die Matrizen Q@ besit-
zen folgende Gestalt:

g (n)]

e e

"ZW=

Aus (54) finden wir nun sofort
(55) =2l < Q™[I 1Q®=2|- ... - [|QP- (€™~ .

C™ ist die durch das Verfahren gelieferte Diagonalmatrix, die Norm ihrer
Inversen also leicht zu berechnen. Auch die Norm der Quotientenmatrizen
Q@ kann unmittelbar aus dem Verfahren entnommen werden. Schreiben wir

q;= ma}xlqgl)i )

so konnen wir fur (55), wenn wir unter der Norm einer Matrix wie verabredet
die Zeilensummennorm verstehen, wegen der angegebenen Gestalt der Q@
die Darstellung

(56) €= Q4G (X + Gny)- - -« - (1 + @) J(C) 2|

geben. Das Verfahren liefert also unmittelbar eine Abschitzung fiir die Norm
der Inversen C—1, allerdings ohne Beriicksichtigung der bei der Durchfithrung
des Verfahrens auftretenden Rundungsfehler und ihrer Fortpflanzung, was
zuniichst paradox erscheinen mag. Aber hiufig wird fiir Uberschlagsrechnun-
gen die durch (56) gelieferte Abschitzung ausreichen. Auch kénnen die Rech-
nungen mit einigen Schutzstellen durchgefiihrt werden, um eine groB3ere Sicher-
heit gegen das Hiaufen der Rundungsfehler zu haben.

Wenden wir auf die in § 1 angegebene Matrix C das Verfahren von
GAUss—JorpAN an und fithren wir die Rechnungen vollkommen mit ratio-
nalen Zahlen durch, so dal keine Rundungsfehler auftreten, so erhalten wir
fiir die Abschitzung nach (56)

|G|} < 0,0188.

Das geschilderte Vorgehen lifit sich auch beim Verfahren von Gauss
anwenden, bei dem die Matrix G auf Dreiecksform transformiert wird. Die
Matrizen Q®, ..., Q®"-? sind hier untere Dreiecksmatrizen. Unmittelbar
gelangen wir so zu einer Abschitzung fiir || G-1 ||, die zu (56) analog ist.
Erschwerend ist hier nur, dafl die Norm der Inversen der durch das Verfahren
gelieferten Dreiecksmatrix €C”-? bestimmt werden mubB.

§ 5. Vergleich mit den Ergebnissen der Literatur

Dem in dieser Arbeit behandelten Problemkreis ist in der numerischen
Mathematik stets grofle Aufmerksamkeit geschenkt worden. Die Ermittlung
nicht zu miithsamer und nicht zu grober Abschitzungen fiir diesen Fragen-
komplex wird auch weiterhin im Interesse der Anwendung liegen. So werden
z. B. in [3] Angaben gemacht, wie ein Anhaltspunkt fiir die bei der Losung
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eines linearen Gleichungssystems auftretenden Abrundungsfehler und ihre
Fortpflanzung aus den Defekten erhalten werden kann. Das kann fiir viele
praktische Fille oft ausreichen, auch wenn es sich dabei nicht um eine exakte
Fehlerabschitzung handelt. Eine exakte Fehlerabschitzung hat WirTMEYER
[4] bereits 1936 angegeben. Die Abschitzung wurde von CorraTz [5] modi-
fiziert und verbessert. Es ist wichtig, die Ergebnisse der Uberlegungen von
Corrarz kurz zu skizzieren. In der bis jetzt benutzten Bezeichnungsweise
schitzt CoLrarz die Differenz der Losungen der Gleichungen (20), (21) ab
und beweist die Formel

5C-[m] + oc]+ 7]
€] — o€

die giiltig ist, sobald der Nenner positiv ist. Dabei wird fiir einen Vektor z

mit den Komponenten 2 der Betrag |z | durch die Gleichung

n
| ey ~ 0 P )
2| = V2 2|
i=1

definiert. Das entspricht aber gerade der Quadratsummennorm® fiir den
Vektor z. In (57) tritt weiterhin der obere Betrag | C | und der untere Betrag
| €| einer Matrix C auf, wobei fiir eine beliebige Matrix € und einen beliebigen
Vektor z die Ungleichung

€| 2] = |C2| = |C] ]2

besteht. Der obere Betrag der Matrix C kann durch die im Sinne der Quadrat-
summennorm gebildete Norm der Matrix C nach oben abgeschiitzt werden. Das
Hauptproblem bei der Formel (57) ist also die Bestimmung des unteren Be-
trags der Matrix C. Mit dieser Frage befal3t sich die Arbeit von BarTscr [7],
in welcher der Sonderfall einer positiv definiten hermiteschen Matrix unter-
sucht wird; in diesem Falle ist |C| die kleinste und | C | die groBte charak-
teristische Zahl der Matrix C. Die Arbeit von BArTSCH erscheint in unserem
Zusammenhang als eine Erginzung zu den angefiihrten Uberlegungen. Ein
unterer Betrag einer Matrix € kann aber auch leicht mit Hilfe der Norm der
inversen Matrix angegeben werden. Es ist ja

[zl =llcrCz] = [[C7]-[[C#]

(57) % —F|<

und damit

(58) 2l < ey

fe =

Verstehen wir (58) im Sinne der Quadratsummennorm, so haben wir
fiir die Abschitzung (57) von CorraTz in 1/|C~'| einen unteren Betrag
fiir die Matrix C gefunden. Setzen wir diesen Wert fiir | € | in (57) ein, so erhal-
ten wir sofort die Abschitzung (24), welche nur auf Quadratsummennorm zu
beziehen ist. Damit ist ein Ubergang von (57) zu (24) hergestellt.

In diesem Zusammenhang sei auch auf eine Arbeit des Verfassers [8] ver-
wiesen, in der bereits iiber einige der erérterten Probleme kurz berichtet wurde.

(Eingegangen: 15. Mirz, 1960.)
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OLLEHKA HEYCTPAHUMOW IOrPEIIHOCTA PEIIEHUN CUCTEM
JIMHEWUHbIX YPABHEHMI U MATPUUHbIX YPABHEHUM

W. DUCK
Pe3iome
[TycTh JaHa cucTeMa JIMHEHHBIX ypaBHEHHH Buja
x=Ax+a

00603HauuM yepe3 oA MOrpelIHOCTb MATPULBI A, a4 Yepe3 O @ IOrPeIHOCTb BeK-
Topa a@. Ecin

||A]| = max 2n“ lai| < 1, 6omee Toro ||A]| 4 |[0A| <1,
i k=1

TO JUI HEYCTPAHUMOIl IOIPEIIHOCTA 6 & peLleHnss X MMeeT MeCTO OLeHKa
< =l l[oA]l + [|oal|
1—[|A] —[l8A]

Ecnu x ne U3BECTHO, TO €ro MOYXHO OLIEHUTbL C MOMOIIbI0 HEPABEHCTBA

|0 = max|oz,| <
i

a eclIM M3BeCTHO NMpUOJMKEHHOe pelleHre &, TO C MOMOLIbI0 HepaBeHCTBA

=)< 2+ 1l

rjie
r=Ax+a—=x.
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[lycTh najiee jana JuHelHAst cucTeMa ypaBHeHHH Buja

Cx=c

norpewHocTs MaTpulpl € ectb 6 C, a BekTopa a é @. IlycTh & ecTb peliueHue ypas-
HeHust

(C—0C)x=(c+de)
r 0003HauaeT pa3HOCTb
c—Cx
rle & M3BeCTHOe MNpubImKeHHoe pelueHne ypaBHeHusi Cax = ¢. [11g OLeHKH
HEYCTPAHUMOIl ITOTPEIIHOCTH pelleHusl I10JydaeTcsl ypaBHEHUe

% — || < C—ﬁ”ég 2] + !\50’1 + |l
1— [[c][[8c]

eciu
[cHllec]f < 1.
Ecin usBecTHo npubimyKeHHoe 3HaueHue X, MaTpulibl, 00paTHOH Mar-

puue C, To npeobpasyst uTepalMOHHbIl MeTo1 SCHULZ-a [1] M OLeHKy Tnorpen-
HOCTM aBTopa [2], mpu 00603HAUEHUSX

X, =X, 0E—€X,)

nu
g=||E — €X,]|,
rnoJiyyaem
Ll [E s RO S, S 4
L=Tg
Ul [y ) O o )
l—=gq
n
e
C—l S—“ 0| .
ey T

|&—|| MOYHO npaKTH-

TaK 4YTO NPUBEJIEHHOE Bbillle HEPABEHCTBO /UIsA OLIEHKH |

YECKHN MC3I10JIb30BATh.
AHaJ0rHYHBIE OLEHKH MOJIyUalTCsi B § 3 s MaTpUyHOTO YpaBHEHUST

CX=E.

§ 4 3aHuMaeTcsi OLEHKON HOpPMbI 00pAaTHON MaTpHULbL.
§ 5 cpaBHUBAeT MOJIyYeHHBbIE pe3yJIbTaThl C TOJYYEHHBIMM paHee.
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