UBER POSITIVE ZYGMUNDSCHE APPROXIMATIONSFOLGEN

von

G¥za FREUD

Es sei f(x) eine stetige, nach 2« periodische Funktion. Als Stetigkeits-
modul zweiter Ordnung von f definieren wir den Ausdruck

(1) wyf38) = Max /(o +4) —2/@) + fl — B

x€ [0, 27)

Nach einem bekannten Satze der Approximationstheorie kann man fiir jedes
f eine Folge {T',} trigonometrischer Polynome konstruieren, wobei 7', hochs-
tens n-ter Ordnung ist, so dass fiir jedes  und » mit einer von x, n und f
unabhingigen Konstanten B

[f(®) — Th(@)| < Bwy(n?)

besteht. Es ist sogar moglich, die Approximationspolynome in der Form
T,(x) = A, {f ;x} zu wihlen, wobei A4, einen linearen Operator bedeutet,
welcher den Raum C,, der stetigen, nach 2 z periodischen Funktionen in den
Raum der trigonometrischen Polynome hichstens n-ter Ordnung transformiert.
Folgen {4, } von lineraren Transformationen dieser Art, welche also fiir jedes
f E 025!

(2) | An{f; @} — f(@)| < B ay(n™)

befriedigen, nennen wir Zygmundsche Approximationsfolgen. In einer un-
lingst erschienenen Note! zeigte der Verfasser, dass eine Folge {4,} linearer
Transformationen dann und nur dann eine Zygmundsche Approximationsfolge

darstellt, falls folgende beiden Bedingungen erfiillt sind:
a) Fir jedes f € C,, gilt mit einer von «, » und f unabhéngigen Zahl C,

® |4y {f:9)] < Oy max| (@),

b) Fiir jedes zweimal stetig differenzierbares nach 2 & periodisches
g(x) ist

@ |4,g5 ) — g(@)| < Cyn~* max g (@)

1 G. FrEUD: ,,Sui procedimenti lineari d’approssimazione.’” Rendiconti d’Academia
Nazionale dei Lincei VIII 26 (1959) 641 —643.
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wobei die Konstante C, weder von x und =, noch von der Wahl von g(x) ab-
hingt.

In vorliegender Arbeit untersuchen wir den Fall, in welchem die Trans-
formationen A, positiv sind, d. h.

(5) A {f(t);x} =0 x€[0,27) falls f(t) =0 ¢t€[0,2x).

Nennen wir eine Folge {4, } eine Jacksonsche Approximationsfolge, falls fiir
jedes f
|4 {f; e} — f(@)| < B o(f ; 9)
mit
o(f;9) = max |f(x + h) — f(z)|

|h|<o
x€[0,27)

besteht, dann ist nach P. P. Korovkin? folgender Satz giltig:
Eine Folge positiver linearer Transformationen stellt dann und nur dann
eine Jacksonsche Approximationsfolge dar, wenn es die konstanten Funktio-

iné&

nen fiir jedes n identisch darstellt und die Funktion g.(f) = sin?

gleichmiissig in der Grossenordnung O(n—2) approximiert. In vorliegender
Arbeit wollen wir ein analoges Resultat fiir positive Zygmundsche Approxima-
tionsfolgen angeben:

Satz I. Der Operator A transformiere O, in C, und es sei linear, positiv
translationsinvariant und symmetrisch, d.h.

(6.) A{af+ Bg;at=a A{f;a}+ B A{g;a}
(6.b) A{g;xp =0 far g(t)=0

(6.¢) A {f(t); & = A{f(t + &) ; 0}

und

(6.d) A{f(—t);0} = A{f(¢t);0}

ferner sei

(7) Al =1.

Dann besteht fiir jedes f € C,,, und jedes 1 > 0 die Ungleichung
: 1 .
(8) A{ft); &} — (&) = E%(’]) + 20 72 wy(7) - A{Sln22 ; 0} -

Aus diesem Satze folgt sofort die folgende Variante des Korovkinschen Satzes:

Satz IL. Es sei {4, } eine Folge linearer, positiver translationsinvarianter
und symmetrischer Operatoren, so dass A, den Raum C,_ in trigonometrische
Polynome héchstens n-ter Ordnung transformiert ; die notwendige und hinnrei-

*T1. T1. KopoBkun: Jlunetinsie onepamoper u meopus npubaudxcenui. Toc. Usn. dus.
Mar. Jlnt., MockBa, 1959.
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chende Bedingung, dass {4, } eine Zygmundsche Approximatoinsfolge darstellt,
besteht darin, dass

(9) 4,{1;z}=1
und
(10) 1An {sinzé ; O} I < On—2

(C unabhdingig von n) befriedigt ist.

Dass diese Bedingungen hinnreichen, folgt aus (8) und (10), indem man
4 = A, und 1 = n~1 setzt. Die Notwendigkeit der Bedingungen (9) und (10)
ist klar.

Beweis des Satzes I. Infolge (6.¢) und 6.d) ist
A{f(t); &y = A{f(t + &), 0} = A{f(— t + &) ; 0}
und somit wegen (7):
1

A{f(t); &) — f(&) = 5 A{f(& +t) — 2/(&) + f(&§ —¢); 0}.

Aus der Definition von wy(6) und aus der bekannten Ungleichung

Wy(90) < 492 wy(0) fiir J9>1
ergibt sich

(7))
gy~ —[ < oylth) =4 7
IF(E48) —2f(8) + (& — )| < wy] [)S{4t277_2w2(77) iy [#] =

fir |t|< 9 2

3 t
< 0y(n) + 482772 wy(n) < wy(n) 4 40772 wy(7) sin? ; €0,,,

und hieraus folgt infolge (6.b) und (7)

Af(t): & — f&)| < éA{ms Lt — 2 +HE—b) =

< éwm) + 2092 oy(t) A{sinzé ;o}
w.z.b.w.

Nach einem klassischen Satze von F. Rigsz ist

a,400= O dy,0),

mit einem v, ({) von beschrinkter Schwankung; da

Anfiy= {1+ 0dn0
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fiir jedes f ein trigonometrisches Polynom hochstens n-ter Ordnung ist, ist es
y,(t) ebenfalls, und infolge (6.d) ist

n
() Vhlt) = 5 Bon + 3 Ayncoskt 2 0.
k=1
Ist

f(t) ~ % = gak cos kt + b, sin kt

die Fourierreihe von f, dann ergibt sich
1 n
(12) A (f; %)= 3 Aon@o + 2 Aynlay cos kx + b, sin k),
k=1

also eine Koeffiziententransformation der Fourierschen Reihe. Die Bedin-
gungen (9) und (10) sind gleichwertig mit

(13) hn=1 und 2, =1+ 0m32.
Hieraus ergibt sich folgende Umformulierung des Satzes 11:

Satz IIl. Eine Folge positiver Koeffiziententransformationen der Fourier-
schen Rethe bildet dann und nur dann eine Zygmundsche Approximationsfolge,
wenn es eine Jacksonsche Approximationsfolge bildet, und dazu ist notwendig
und hinreichend, dass (13) befriedigt ist.

(Eingegangen: 6. Januar, 1960.)

0 MOJIO)KUTEJIbHbIX ATMIMPOKCUMALIMOHHBIX METONAX THUIIA
3UTMYHJIA

G. FREUD

Pe3ome

Mycrb {A4,,} ecTb onpeesienHast Ha npoctpanctee Cy, 27 — NepuoaMYe-
CKHUX HempepblBHBIX (YHKUMHA MOC/Ief0BaTeIbHOCT JIMHEHHBIX OMepaTopoB,
NepeBoIsIMX KAy GyHkuuio f€Cy, B TPUTOHOMETPUUECKUIT MHOrOUJIEH
7, = 4,f He Bblllle n-0ro MoOpsijKa.

MocnenoBaTtenbHocTh {A,} HaspiBaeTcsl alNpPOKCUMALMOHHBIM METOOM
tTuna 3urmynia, ecau npu Bcex f € C,, BIMOJHsETCS (2) (wy(0) ompejesnsieTcs
dopmyuoit (1)).

Teopema II. ITycmb anemermst nocaeoosamensrocmu {A,} nosoncumensiivl,
UHBAPUAHMHBL  OMHOCUMEAbHO MPaHcAsyul u cummempudrst (cm. 6b, ¢, d),
moeoa {A,} 6 mom u moabKo 6 MoM cAyuae 06pasyrm annpoKcUMayuoHHbIL
memod muna 3uemyHoa, ecau sstnoansemes (9) u (10).

J0Ka3aTeIbLCTBO MPOBOJUTCS C MOMOLIBIO Teopembl I, corjiacHo KOTOpOW,
eciu onepatop A yroBierBopsieT yciousm 6a, b, ¢, d u (7), To st Beex f € Oy,
umeer mecto (8).




UBER POSITIVE ZYGMUNDSCHE APPROXIMATIONSFOLGEN 75

Omnepartopsl A4,, yAOBIeTBOpsilOIMe yCI0BUAM TeopeMbl LI, cyTb cymmbl
Buja (12), obpasoBaHHble ¢ MOMOLBIO psifa Pypbe GyHKUUK f(2), A, TpU Bcex
¢ ynoByeTBOPAKT ycioBuio (11). 3To mpeacTaBiieHre HA3bIBAETCS MOJIOXKUTEIIb-
HBIM TIpeoOpa3oBaHueM KodpduuueHtoB psapa Pypbe.

Tak nonydvaercs ciefymwouas nepeppasupoBka Teopembl I1:

Teopema IIl. [Toromcumensvroe npeobpasosanue Koagguyuenmos psoa
Dypve ecmb  AnNPoKCUMAYUOHHASL NOCAL008aMeAbHOCTb muna 3uMyHoa 6
MOM U moabKo 8 mom cayuae, ecau evinoarnsemca (13) u (14).

[TonyueHHsble pesysbTaThl aHajdorudnsl pedysbTatam I1. 1. Koposkuna [2],
OTHOCUTEJIbHO aNNpOKCUMALMOHHBIX MociiefoBaTenbHoCcTed [hkekcoHa-
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