UBER DIE BEGRUNDUNG DER ADDITIONS- UND MULTIPLIKATIONS -
FORMELN VON BEDINGTEN WAHRSCHEINLICHKEITEN

Dem Andenken an K. Jordan anldBlich seines 90. Geburtstages gewidmet

von

Jinos ACZEL!
§ 1. Einleitung

Eine grosse Anzahl von Arbeiten (z. B. [5]—[11], [13]—[15] vgl. das
Literaturverzeichnis am Ende dieser Arbeit) beschiftigt sich mit den Verall-
gemeinerungen der Additions- und Multiplikationsformeln fiir die Wahr-
scheinlichkeiten des Eintreffens eines von sich gegenseitig ausschliessenden
Ereignissen (»oder-Wahrscheinlichkeit«) bzw. des gleichzeitigen Eintreffens
von unabhingigen Ereignissen (»und-Wahrscheinlichkeit«), indem sie statt
Summen und Produkte a priori beliebige Funktionen F und G zulassen. Sie
zeigen dann unter Voraussetzung gewisser natiirlich erscheinender Bedin-
gungen, dafl man in diesem Falle die Wahrscheinlichkeiten so umdefinieren
kann, dal} sie den iiblichen Additions- und Multiplikationsformeln unter-
liegen. — Dies pflegt durch Losung des Funktionalgleichungssystems (oder
eines Teiles des Systems)

(1) F[F(z,y),2]=F [z, F(y,2)],
(2) G[G(z, y),z] =G [z, G(y,2)],
(3) G [F(CII, y)’z] =F [G(x,z), G(y! 2)]

unter gewissen Bedingungen geschehen.

Nun ist aber in dem am meisten verwendeten KorLMocororrschen
Axiomensystem [3] der Wahrscheinlichkeitsrechnung nur die Additionsfor-
mel eine Axiome, die Multiplikationsformel dient in diesem System zur
Definition der Unabhingigkeit. — Die Symmetrie dieser beiden Formeln
als Axiomen wird in dem Axiomensystem von A. RANYI (s. z. B.[12]) her-
gestellt, das sich auf bedingte Wahrscheinlichkeiten bezieht.

Das Ziel der vorliegenden Arbeit ist, die beziigliche Verallgemeinerung
dieses Axiomensystems zu untersuchen und wieder auf das urspriingliche
zurilickzufithren. Dabei werden wir sehen, dafl anstelle von (3) die verwickel-
tere Funktionalgleichung

(4) G[F(x,y),z] = H [G(,2), G(y,2)]

tritt. (2) werden wir nicht nétig haben. — Natiirlich enthalten unsere Betrach-
tungen die beziigliche Verallgemeinerung des Kolmogoroffschen Aufbaus als
einen Spezialfall. Wir wollen auch an manchen Stellen kiirzer, an anderen
praziser verfahren als einige der diesbeziiglichen fritheren Arbeiten.

1 Debrecen.
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§ 2. Herleitung des grundlegenden Funktionalgleichungssystems

Das Axiomensystem von R#nvyr [12] bezieht sich auf bedingte Wahr-
scheinlichkeiten p(A/V) als reellwertige Funktionen zweier (zufilligen) Ereig-
nissen A €9, und V€L, wo U eine o-Algebra (vgl. [12]) der Untermengen
einer beliebigen Menge M ist und L CA. — Wir verwenden die iiblichen
Bezeichungen der Ereignisalgebren:

A + B: das Ereignis A oder das Ereignis B,
AB das Ereignis A und das Ereignis B.
0: das unmagliche Ereignis.

Die Axiomen von R#nYT lauten dann in einer fiir unsere Zwecke geeig-
neteren, unwesentlich abgeinderten Form:

(5) 0 = p(0/V) < p(A/V),

(6) 1= p(V/V) =p(W/W),

(7) P(AV/V) = p(AlV),

(8) P(ABJV) = p(A/BV) p(B/V),
)

p(A + BJV) = p(A/V) + p(B|V) falls AB = 0

Das letzte Axiom reicht aus, wenn nur endlich viele einander ausschliesende
alternative Ereignisse betrachtet werden, im unendlichen Fall wird statt (9)

oo

= > p(d/V) falls A;A; =0 filr i

vorausgesetzt, was wir aber hier nicht benétigen.

Unser Ziel ist es, das Axiomensystem (5)—(9) in der auf der Hand
liegenden Art zu verallgemeinern, dafl wir statt (8) und (9) lediglich voraus-
setzen, dall p(A + B/V) nur von p(A/V) und von p(B/V), p(AB/V) dagegen
nur von p(A/BV) und von p(B/V) abhiingt. Wir verallgemeinern auch etwas
die Voraussetzungen (5) und (6) und behalten (7) unveriandert, so daf} das
neue Axiomensystem folgenderweise lautet:

(10) e = p(O/V) < p(AV),
) e < e = p(V[V) = p(W[W),
) P(AV)V) == p(AlV),
(13) p(AB/V) = Gv[p(A/BV), p(B|V)]
)
)

Y

p(A +BjV) = Fv[p(AlV), p(B/V)],
Fy(x,y) ist stetig wachsend in x und in y.

Aus (15) folgt iibrigens, dall Fy(z, y) auch als Funktion zweier Veriander-
licher stetig ist. — Durch die Bezeichnungen wird bereits hervorgehoben, daf}
die Funktionen F und G von der Voraussetzung V abhingen konnen. Dann
ist z. B.

(16) P(A + BJCV) = Fev [p(A/CY), p(B/CV)].



UBER BEDINGTE WAHRSCHEINLICHKEITEN 113

Wir setzen auch hier voraus, dal A,B€ und V, W, BV, CV € 8 sind,
wo W wieder eine o- Algebra von Untermengen und B € ist. Aus (10) und (11)
folgt 0 ¢ B. — Der Einfachheit halber setzen wir voraus, dall ¥ zusammen-
hingend ist in dem Sinne, dall es bei zwei beliebigen 'V € B, W € B Ereignisse
Cy, C,,...,C,€QBderart gibt, daf C; V€ B,C,C, €NB,...,WC, € B sind. — End-
lich wird auch vorausgesetzt, dal p(A/V) bei verdnderlichem A jeden Wert
zwischen e und e’ tatsdchlich annimmt.

Wir verwenden noch die folgenden Gesetze der Ergebnisalgebren:
0+A=A,
VvV =Y,
(AV) A = AV,
(17) CV =VC,
(A4+B)+C=A4 (B4,
(A+B)C= AC + BC,
woraus die Beziehungen
(0 + AJV) = p(A/V)
p(A/VV) = p(A}V)
pL(AV) A/V] = p(AV)V)
PL(A + B) + C/V] = p[A + (B + V],
PL(A + B)CV] = p(AC + BCJY)

folgen. Wegen (10)— (14) schlieBt man aus diesen auf die folgenden Eigen-
schaften der Funktionen Fy(z, y), Gy(z, ¥):

Fv(e,x) = Fv[p(O[V), p(A]V)] = p(0 + A/V) = p(AlV) ==z,
Gv(z,¢’) = Gv[p(AV), p(V/V)] = Gv [p(A[VV), p(V|V)] =
= p(AV/V) = p(A/N) = =,

Gy (¢, 2) = Gy[p(V/V), P(AIV)] = Gy [p(AV/AV), p(A/V)] = p [(AV) A/V] =
— pAV)V) = p(AIV) =z,
Fy[Fv(z,y),21=p[(A+B)+CV], =p[A + (B+ C)/V] = Fv[z, Fv(y,2)],

Gv[Fev(u,v),2] = Gy[p(A +BJCY), p(C/V)] = p[(A + B)C/V] =
= p(AC + BC/V) = Fy[Gv(u,z), Gy (v, 2)]
[vgl. auch (16)], wobei
= p(A/V), y = p(B)V), z = p(CV),
= p(A/CY), v = p(B/CV)

gesetzt wurde.

8 A Matematikai Kutaté Intézet Kozleményei VI. 1—2,
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Schreiben wir einfach

(18) Fy(x,y) = Hz,y),

(19) Fev(u,v) = F(u,v),

(20) Gy(x,y) =Gy,

so erhalten wir fiir diese Funktionen die folgenden Gleichungen:
(21) He,m)y ==,

(22) G =G, 2=

(23) H[H(w,y)z] = H [z, H(y,2)]

(24) G[F(u,v), 2] = H[G(u,z2),G(»,2)],

(vgl. (4)), withrend aus (10), (13) und (20) die Bedingung

(25) G,y =e

folgt, was die Beschrinktheit der Funktion G' nach unten aussagt.
Setzen wir in (24) z = ¢/, so wird wegen (22)

(26) F(u,v) = H(u,v),
so dalB (15), (21), (23) und (24) in

(27) F(x,y) ist stetig wachsend in x und in y
(28) Pl x)=mwn,

(29) F(F(z,y),2z] =Flz, Fy,2)],

(30) G[F(@y),2] = FG(,2), G(y.2)]

tibergeht [vgl. (1), (3)]. Andererseits besagt (26) wegen (18) und (19), dal}
Fyv(x,y) = Fov(, y)
besteht. Wenn wir hier die Rolle von € und V vertauschen, so haben wir
Fe(@,y) = Fve(®@,y) = Fev(, y) = Fy(x, y)

[vgl. (17)], falls C, CV € B. Bei beliebigen V € 8, W € % gibt es laut Voraussetzung
Ereignisse C;,C,, . ..,C, € B derart, daB €,V € B,C,C, €%B,,..., WC, €L, also gilt
Fv(@,y) = Fey(, Z/) - Fe(,y) = Fee (@, y) = Fe(w,y) = ... = Fe,(@,9y) =
= Fwe, (2, y) = Fw(, y)

d.h. Fy(x, y) hingt von V nicht ab. Wir werden zeigen, daf} unter den getrof-
fenen \orauqset/ungon G durch F eindeutig bestimmt ist, so dafl [vgl. (20)]

auch Gy (x, y) von V nicht abhdngt.
Nehmen wir A’ + A =V, so folgt aus (11), (14), (18), (19), (26), (27),
(10) und (28)
¢ = p(VIV) = p(A’ + A|V) = F [p(A’|V), p(A/V)] = F [¢, p(AV)] = p(A[V)
d. 'l
pP(AIV) < ¢
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und aus (14), (18), (19), (26) und (10) folgt einerseits

(31) e< F(x,y)
andererseits
(32) Fax,y)<e.

Die erste Ungleichung (31) bedeutet, dall # von unten beschrinkt ist, die
zweite, (32), dass nur solche x, ¥ in Betracht genommen werden, fiir die
F(x, y) < €' ist [F(x, y) > e ist wegen (27), (28) immer erfiillt. ]

So miissen wir im folgenden das Funktionalgleichungssystem (29), (30)
auf dem Intervall [e, e'| wunter den Voraussetzungen (27), (28), (32), (22),
(25) losen.

Natiirlich kénnen auch weitere Gleichungen und Ungleichungen abge-
leitet werden, wir werden aber keine weitere brauchen.

§ 3. Hilfssitze

Die Funktionalgleichung (29) wurde unter der Voraussetzung (27) fiir
Gruppen [2], Halbgruppen [4] und Gruppenkeime [1] gelost. Hier brauchen
wir sie fiir »Halbgruppenkeime« (rechtsseitige Halbumgebungen des neutralen
Elements) und beweisen den

Satz 1. Gilt die Funktionalgleichung (29) fir

e = dsesyse,ef ez e, Py Fluzi<e, [ Fwgz] =¢,

gelten ferner (27) und (28), so gibt es eine auf [0, 1] definierte stetig wachsende
Funktion f(u) mit der Inversen f~Y(x) (x € [e, e']) derart, daf

(33) F(z,y) =/~ ) + /()]
fiir

esese,esy=<e, Flr,y)<e
qilt und
(34) [0) =e, [(1)=¢

ist. Umgekehrt erfiillt jede Funktion der Gestalt (33) die Gleichung (29).
Es sei bemerkt, dafy das Intervall [e, ¢'] beziiglich der Operation

(35) roy = F(z,y)

von oben nicht abgeschlossen zu sein braucht, es kann x € [e, ¢'], y € [e, ']
derart geben, daBl F(x, y) nicht im Intervall [e, ¢'] liegt. — Wie schon bemerkt,
folgt aus (27), dall F(u,v) auch als Funktion zweier Veranderlicher stetig ist.
Beweis. Dal} jede Funktion (33) die Gleichung (29) erfiillt, sieht man
durch Einsetzen sofort.
Um die andere Hilfte des Satzes zu beweisen, definieren wir die Funktion

f(x) durch [vgl. (34)]
f(o) = e’ f(l) :e,,

ot
(36) ! lnl = fm [f2(€)] (m < n),
in den rationalen Punkten des Intervalles [0, 1].

|8*
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Die in (36) figurierenden Funktionen f,(z) (m = 1,2,...) werden
)1z

rekursiv definiert [wir verwenden die Bezeichnung (35)]

(37) fi(@) = @, fr41(2) = @0 f () (m=12...).

Natiirlich ist f,,(x) nur fiir solche z definiert fiir welche f,,(z) € [e, €'] ist.
Aus (29), d. h. aus

(roy)oz =z0(yo=?)

folgt, dal3
(38) f (@) O [ (®) = frn 4 ma(®) = [, () O [ (%
und
(39) fn @) ] = fri(@) = fic [frm())
gelten. Weiter folgt aus (27), (28), (35) und (37)
(40) (@) =2 =02 < o2 = fi(2) = ¢0 (vom) < vo(vOR) =
=fa(®) < ... fir i@ e
d. h.
(41) Fl@) < frmi2(®) fir z>e
Ebenfalls aus (35), (37) und aus (27) bzw. (28) folgt, da3
(42) fm(®) stetig wachsend in x ist,
und
(43) Tae) =e

gilt. — So ist die Inverse f;(z) im ganzen Intervall [e, e'] eindeutig definiert,
da f,(z) laut (43) und (42) von e mit @ stetig wachsend aus dem Intervall
[e, '] von rechts hinauslauft. Dies und m < n,

fm[fnl(e ]<fn[fn ]_6

[vgl. (41)] sichert, daf} (36) immer einen Sinn hat.

Frote Ui (€)1 = fo B Af 71N TD) = fn [fr(E)]

[vegl. (39)] zeigt, daf} die Definition (36) auch eindeutig ist.
Weiter folgt aus (36) und (41)), dal
m
f

= fm[fn ]<fm+1[fn ]—f

inirm+1§n

ist, d. h. daB die Funktion f auf den rationalen Stellen wdichst (da ja zwei
Briiche immer auf gemeinsamen Nennern gebracht werden kénnen) und (36),
(38) bringen auch

Wiy -t My

@y BT ]=fml+m2[f;1<e'>]=fm1[f;1<e'>]ofmz[f;,-l(e'n=

f Of

fir m; +my<n
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mit sich, so daf} die Funktion f(z) in den rationalen Punkten des Intervalles
[0, 1] die Funktionalgleichung

(45) flu +v) = f(w)of(v) fir wu,v,u-+ v€[0,1]

erfillt.
Aus dem Wachsen von f(z) in den rationalen Punkten folgt, daf3 die
Folge "

1

n

/

mit wachsenden n echt monoton abnehmend ist. Da jedes Glied dieser Folge
grofler als e ist, hat sie einen Grenzwert und dieser ist gleich e, denn wiire

limf{%J=d>e,

n—o

so wire [vgl. (44) und (40)]:

d=limf|L]=1lim [f = hapl ]:]imf L1 olimf(i) —dod>d,
n—e |7 n—-co 2n 2n nso |2 n- |27
was unmoglich ist. Also gilt
(46) lim f (l =g,
nee |7

Wir konnen jetzt die Definition von f(u) auf das ganze reelle Intervall
[0, 1] ausdehnen, indem wir fiir ein beliebiges « € [0, 1] den Funktionenwert
f(u) als den Dedekindschen Schnitt der {f(r,)} und {f(R,)} mit rationalen
T, K, und
P Ml < il

definieren. Diese Definition ist wegen (46) eindeutig und die so erhaltene
stetige Funktion f(u) erfillt (45) fir alle w, v, w + v € [0, 1], was aus (44) durch
Grenziibergang folgt. f(u) bleibt auch wachsend, da es fiir je zwei nichtnegative
reelle v < u’ < 1 immer zwei rationale » < r’ gibt,sodafl v < r <’ < %' und
also

fw) = f(r) < f(r') < f(w')
gilt.
‘ Wenn wir endlich in (45)

x = f(u), y = f(v)

einsetzen, erhalten wir unter Beachtung von (35) eben die Behauptung (33),
womit der Satz 1 vollstindig bewiesen ist.

Setzen wir (33) in (30) ein, so erhalten wir

G @) + 7)) 2} = {7 [G, )] + 71 [G(y, 2)]} -
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Fiithren wir hier die Bezeichnungen

w=f(u).y=f(v) (u,v€[0,1])

und

(47) g-(u) = [H{G [f(w), 2]} (u€l0.1],2€[e, €])

ein, so gilt fir diese Funktion

(48) gx(u + v) = g.(u) + g.(v) (u. v, u 4+ v €[0,1])

Wir sehen von der Abhingigkeit von z momentan ab, so ist die Funk-
tionalgleichung

(49) g(u 4+ v) = g(u) + g(v) firu,v,u +v€[0,1]
zu untersuchen.

Aus (34) und (25) folgt
go(u) = f~H{G [f(u), 2]} = ["He) =0,

also die Beschrianktheit (von unten) der Funktion g mit der unteren Schranke
0 fiir positive w. Es gilt diesbeziiglich (vgl. [16], wo aber die Voraussetzungen
nicht die selben sind) der

Satz 2. Gilt die Funktionalgleichung (49) fir u, v, w 4 v €[0, 1] und st

(50) glu) =0 fir geniigend kleine positive u

d. h. ist g(u) in einer rechtsseitigen Halbumgebung von O von unten beschrinkt
mit der unteren Schranke 0, so gilt

(51) g(u) = cu
fiir alle we (0, 1].

Beweis. Aus (49) folgt
(52) g(nu) = ng(u)
fiir positive ganze n und fiir nu € [0, 1].

Speziell gilt fir v = L
n

1
g(1) = ng f—]
\n
d; h: mit g(l) = ¢

Lo &
INal ==
und wieder wegen (52)
g[a =c— firm<n .
n n

(51) ist also giltig fiir alle rationale Punkte des Intervalles [0, 1].
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Fir w = 0 ist (51) auch giltig, da aus (49) mit v = 0
g(v) = g(0 + v) = g(0) + g(v)
g(0) =0=1¢0
folgt. — Andererseits folgt aus (50)
glu + ) = g(u) - g(v) = g(u),

also ist ¢g(x) monoton wachsend in [0, 1].

Es sei nun u eine beliebige reelle Zahl in [0, 1] und {r,} bzw. {R,}
seien wachsende bzw. abnehmende, gegen wu konvergierende Folgen von
rationalen Zahlen, so ist

T A
und deshalb
o= g(ry) < glu) < g(R,) = cR, .

Fir n — oo konvergieren beide Seiten zu cu, so daf}
g(u) = cu

d. h. (51) fir alle u€[0, 1] gilt, w. z. b. w.

Natiirlich erfiillt auch (51) bei jedem Wert der Konstante ¢ die Funk-
tionalgleichung (49) immer.

Man mag bemerken, dafl der Beweis von Satz 2 dem von Satz 1 recht
ahnlich war. (49) ist nimlich ein Spezialfall von (45).

§ 4. Hauptsiitze

Da es sich tatsichlich um (48) statt (49) handelt, hingt ¢ und damit
die »Konstante« ¢ noch von z ab:

galu) = o(z)u .
Wegen (47) gilt also
(53) G(x,2) = f[e(z) [ ()] -

Das Funktionensystem (33), (53) erfillt tibrigens die Gleichungen (29), (30)
immer.
Nehmen wir noch (22) und (34) in Betracht, so haben wir

2= G(e’, 2) = [[e(a) [He')] =  [(2)]

d. h.

(54) o(z) =f42), Hu) =c"Yu),
so daB (53) und (33) in

(55) G(x,y) = ¢ e(x) e(y)],
und

(56) F(z,y) = ce(x) + c(y)
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tibergehen. Die Funktionen (55) und (56) erfiillen nun schon alle Bedingun-
gen (22), (25), (27), (28), (29), (30).-— Wenn wir noch
(57) H(x, y) = F(z,y) = ¢ [¢(2) + c(y)]

wegen (26) hinzunehmen, so haben wir den
Satz 3. Das Funktionensystem (55), (56), (57) mit stetig wachsendem,
in |e, e'] definierten c(x) ist die allgemeine Lisung des fiir

a,y,2€[e.¢’], F(o,y) < ¢, Fy,2)< ¢, F[F(x,y).z]<¢,
G[F(x,y),z] < ¢

vorausgesetzten Funktionalgleichungssystems (23), (24), falls noch (21), (22),
(25) und (27) vorausgesetzt sind.

Setzen wir (55), (56) und (57) mittels (18), (19) und (20) in (13) und in
(14) ein, so erhalten wir

(58) ¢[p(AB/V)] = c[p(A/BV)] c[p(B/V)]

und

(59) ¢[p(A + BV)] = c[p(A/V)] + ¢[p(B/V)] .

— Dies gibt die Idee, die bedingten Wahrscheinlichkeiten mittels
(60) P(AV) = c[p(A/V)]

umzudefinieren. Fiir die so neu definierten Wahrscheinlichkeiten folgt aus
(10), (11), (12), (58) und (59) wegen (34) und (54)

0 =DP(0/V) < p(A/V),
1 =p(V|V) =p(W/W),
P(AVIY) = p(A[V),
P(AB/V) = p(A/BV) p(B/V),
P(A + B)V) = p(A/V) + pB)Y),

was eben das Axiomensystem (5)—(9) fiir p statt p wiedergibt. So haben
wir den

Satz 4. Nimmt die Funktion p(A/V)von A €U, VE R —wo A eine - Algebra
von Untermengen einer Menge M durchliuft und LB C oA zusammenhdngend ist —
jeden Wert in (e,e’) anund gelten fiir p(A/V)die Bedingungen (10) — (15),s0 existiert
eine stetig wachsende Funktion c(x) mit c(e) = 0, c(e’) = 1 derart, dap fir

(60) P(AV) = c[p(A/V)]

die Bedingungen (5)—(9) erfillt sind.

Ist B nicht zusammenhdngend, sondern zerfillt in zusammenhdngende
Teile B,, By, ..., so treten, wie man leicht einsieht, an Stelle der Funktion
¢ die Funktionen cy, ¢, . .. fir die ¢;(e) = 0, ¢;(e') = 1 und statt (60)

P(AIV) =c,[p(AV)]  fur VER, (i=1,2...)
gelten.

(Eingegangen: 15. August, 1960.)
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06 OBOCHOBAHUH ®0PMYJ CJIIO)KEHHUA U YMHOXXEHHSA YCJI0B-
HbIX BEPOSITHOCTEMH

ITocsewyenras namamu K. JORDAN no cayuarw e20 90-020 200a poxcoeHusl.
J. ACZEL

Pesiome

O600was pedysbraThl RENYI [12] aBTOp J0Ka3bIBaer:

Ecau pynkyua p(A[V) npunumaem 6ce 3HaueHus, npuHadiexncawjue npo-
mencymry (e, €') npu ycaosuu, umo A npobeeaerm o-an2e6py noomHoncecms A
npou3soabHo20 MHomwcecnséa, a V npobeeaem céssroe noomioncecmeo B om A
u ecau ona yoosaemeopsem ycaogusm (10)—(14), 20e Fvy(x,y) HenpepoisHas,
Cmpo20 MOHOMOHHO 603pacmawwyas no o00oum nepemeHHsIM PYHKYUA, Mo20a
cywecmeyerm maxkas HenpepuleHas U CMpo20 MOHOMOHHAA c-(PYHKYUA, YUMo
Ho6as eeposmuocmuas Pynkyus, onpeoesennas yepe3 (60) yoosaemeopsem ycao-
suam (5)—(9).

ITon cBsi3aHOCTBIO B MBI 3/leCh M0JpasyMeBaeM TOT (HaKT, UTO JUIs JIHOOBIX
VELB u W8 cymecrylor Takue MmHoxkectBa €, C,..., C, €%, uro
C,vVve CC €%,..., WC,€B. Eciu 970 yc/oBUe He BbINOJHEHO, Torjaa B
pacmajgaercss Ha (B 9TOM CMbICJIe) CBSI3HBIe 4acTM M TeopeMa H3MeHsieTcs, Io-
CKOJIbKY K Ka)K[0# CBSI3HOH 4acTH NPHUHAUIEKUT CBOSI C-QYHKLHUS.
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