PRIMITIV-REKURSIVE WORTBEZIEHUNGEN IN DER PROGRAMMIE-
RUNGSSPRACHE »ALGOL 60«

von
Roézsa PETER

1. In der Zeitschrift »Numerische Mathematik« ist in diesem Jahr ein
Referat erschienen iiber die algorithmische Sprache »Algol 60¢, welche zum
Zweck der Programmierung von Rechenautomaten konstruiert wurde.
Darin werden Definitionen von gewissen Pridikaten angegeben, die fir den
ersten Augenblick zirkelhaft aussehen; es wird aber die Bemerkung gemacht,
dass es sich dabei um gewisse Rekursionen handelt. Tatséchlich ergeben sich
bei exakterer Fassung die genannten Pridikate als primitiv-rekursive Beziehun-
gen auf einer Wortemenge.

2. Die sogenannten »Worte« einer Wortemenge entstehen ihnlich wie
die natiirlichen Zahlen, nur statt aus 0 ausgehend eine einzige Nachfolger-
funktion zu benutzen, geht man hier aus dem {iiblich mit 4 bezeichneten
leeren Wort aus, und benutzt zur Bildung der Worte das Ankniipfen der
»Buchstaben« eines »Alphabetes«. In einer im Acta Hungarica erscheinenden
Arbeit, woriiber ich schon am Warschauer Symposium iiber infinitistische
Methoden der Grundlagenforschung in 1959 berichtet habe, habe ich allge-
mein die »zahlenartig aufbaubaren Mengen«, darunter als einen Spezialfall
auch die Wortemengen, und die auf diesen definierbaren rekursiven Funktionen
untersucht. Es werden hier die Ergebnisse dieser Arbeit verwendet.

Das Schema der primitiven Rekursion auf einer Wortemenge It mit
dem Alphabet A= {..., a;, ...} lautet:

fla)y =k,

dann, falls a; € A
(D) f@) = ga;

endlich, wenn a;, a; € ¥,

flawa)) = g(a; @, xa;, f(a; 2), f(xa)))

wobei £ konstant, g, bei jedem ¢; konstant, und g, fiir jedes a; eine bereits
definierte Funktion ist (naturh(h konnen dabei auch Parametel auftreten,
diese schreibe ich der Kiirze halber nicht aus).

a;x, xa; sind die »unmittelbaren Vorginger« von a; za; d. h. solche,

die um 1 weniger Buchstaben enthalten. Als Vorginger eines Wortes gelten
seine zusammenhingende Bestandteile; fiir diese wird auch eine zweckmaéssige

137




138 PETER

Anordnung angegeben. In dieser Anordnung sind die Vorginger des Wortes
T =aa5...0,, wobei g€ fiir i=1, 2,..., n ist:

A,y Oy O By o Wy s 5 11 Wy o Do 5 W) o3 Oy g 32 G Oy A1 @
Die unmittelbaren Vorginger von x sind fiir n» > 1
By @y oo Qg N Byg 05 0y

jedes a; €U hat den einzigen echten Vorginger 4. Man sieht, dass alle echten
Vorgiinger von x Vorginger seiner unmittelbaren Vorginger sind. Als Zeichen
dafiir, dass y ein Vorginger bzw. echter Vorginger von x ist, wird

y=x baw, y <z
verwendet.

Eine Wortfunktion ist in 9t primitiv-rekursiv, wenn sie von dem leeren
Wort A, von der charakteristischen Funktion der Gleichheit und von den
Ankniipfungsfunktionen xa; ausgehend, wo a; €9, durch endlichviele Sub-
stitutionen und primitive Rekursionen aufgebaut werden kann.

Eine Wortbeziehung B(ay, ..., z,) ist primitiv-rekursiv in I, wenn
ihre charakteristische Funktion primitiv-rekursiv ist, welche etwa wie folgt
definiert werden kann:

b(®5 550

o A, wenn B(Ei, .us®hs)
e a, sonst,

wobei a, ein festes Element des Alphabets ist.

Ich habe bewiesen, dass jeder Wortefolge x, 2, ..., x, ein Wort
¢, (@g, @y, ..., x,) als fiir festes n in M primitiv-rekursive Funktion derart
zugeordnet werden kann, dass sich daraus die Glieder x, x;, ..., x, bzw.
die »Liange« n der Folge mit Hilfe vonin It primitiv-rekursiven Funktionen
k(z) bzw. long (x) folgendermassen ergeben: fur ¢ =0, 1,..., n

&; = kycn(@y, . . . » 2,))
und
n = long(c,(%y, . . . , 7)) -

Mit diesen lisst sich eine Wertverlaufsfunktion ¢(z) einer Funktion
f(z) folgenderweise definieren: wenn

s Wi i By =T
samtliche Vorginger von x sind, in der genannten Reihenfolge, dann sei
9(@) = c(f(@o), [(@)), - .. [(@))) -
Daraus ergibt sich f(z;) fur ¢« << s als
@) = k(p()) ;
ferner gilt
s = long(p(x)) .

Wird in der Definition (D) f(ax) und f(ax;) durch g(ax) bzw. g(xa;)
ersetzt, so wird aus (D) eine Wertverlaufsrekursion (D*); und es ist leicht
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zu beweisen, dass solche Definitionen nicht von der Klasse der primitiv-re-
kursiven Funktionen von It hinausfiithren.

Dabei sieht man, dass bei primitiv-rekursivem f(x) auch ¢(z) primitiv-
rekursiv ist. Die Funktion f(x) =« ist — wie man leicht zeigt — in jeder
Wortemenge primitiv-rekursiv, daher ist ihre Wertverlaufsfunktion

@) = C(Tgs @i s v v 2 Ty)

primitiv-rekursiv in I, und daraus ergeben sich die Vorginger von a fiir
i < s = long (py(r)) als in M primitiv-rekursive Funktionen:

T, = 0(®) = ki(o(@)) -

Es haben sich eine Schar von Wortfunktionen und Wortbeziehungen
als primitiv-rekursiv erwiesen; diese werde ich in den Folgenden benutzen.
Inshesondere werde ich mich auf die folgenden Ergebnisse berufen:

1) Gehoren a; und a; zum Alphabet einer Wortemenge M, so ist

ai(l?aj = d(a/[x’ xa]) )
mit in I primitiv-rekursivem d.
2) Aussagenlogische Verkniipfungen iiberfithren primitiv-rekursive

Beziehungen wieder in solche.
3) Samt f(z) und g(z) ist auch die Beziehung

(Ey) [y 2 f(x) & gly) = 4]

primitiv-rekursiv in einer Wortemenge.

4) Falls in einer Wortemenge tiir jede Stelle 2y, ..., z, eine und nur
eine der primitiv-rekursiven Beziehungen B;(zy, ..., x,) (=1, 2, ..., )
gilt, dann ist auch die aus primitiv-rekursiven Funktionen [z, ..., @)

»zusammengeflickte« Funktion

]fl(xl, asta L)y Talls By, e s @)
TR e i i R Sl s SRl e e o RO
lf,(ool, ot “tallsl B0 s stTs)

primitiv-rekursiv.

3. Nun enthilt das in der Sprache »Algol 60« in Betracht kommende
Alphabet die Grundsymbole dieser Sprache: Buchstaben, Ziffern, Zeichen
fiir logische Werte, Operationszeichen, Klammern, Trennungszeichen; auch
einige fett gedruckten Worte und Wortefolgen, die als einzige »Buchstaben«
des Alphabets zu betrachten sind, z. B. else oder go to. Die natiirlichen Zahlen
1, 2, 3,... konnen in der so entstechenden Wortemenge I etwa mit 0, 00,
000, . . . identifiziert werden; dann ist m<n, wobei m, nm natiirliche Zahlen
sind, mit m<n gleichbedeutend.

In der Sprache »Algol 60« werden Begriffe auf folgende Weise definiert:
Z. B. »Ein Faktor ist entweder ein Primausdruck, oder ein Faktor hoch ein
Primausdruck«. Eine solche Definition — worin auch der definierte Begriff
benutzt wird — ist nur dann nicht zirkelhaft, wenn sie nur ein kurzer Aus-
druck folgender Aussage ist: »Jeder Primausdruck gilt als Faktor, und wenn
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F bereits ein Faktor und P ein Primausdruck ist, so ist F hoch P, mit der
linearen Bezeichnung im Algol

FAP,

auch ein Faktor. Wird das Pradikat »x ist ein Faktor« mit F(x) bezeichnet,
und »z ist Primausdruck« mit P(x), so kann diese Definition exakt wie folgt
aufgeschrieben werden:

F(x)=P()\ (By) (Bz)[F(y) & P(z) &z =y 1t z].

Dabei sind hier die Quantoren beschriankt, und zwar ist sowohl y als auch
z ein echter Vorgianger von x. Dies benutzend konnte man, falls P(z) bereits
eine primitiv-rekursive Beziehung in I wire, auch F(x) als eine solche nach-
weisen.

Es tritt aber auch eine weitere Komplikation auf: in der Definition
von P(z) wird auch das Priidikat »arithmetischer Ausdruck zu sein« verwendet,
und in der Definition dieses Priadikats A(z) wird wieder F(x) benutzt. Das
scheint nun wieder zirkelhaft zu sein.

In der exakten Fassung kommt aber daraus wieder kein Zirkel, sondern
eine simultane Definition fiir #(z), P(z), A(x) und fiir weitere, in der Definition
auftretende Pridikate heraus, worin z.B. P(z) wiederum mit Benutzung
solcher A(y) definiert wird, wobei y echter Vorginger von x ist.

Statt dieser sehr langwierigen Definition mochte ich hier eine einfachere
simultane Definition nur zweier Pridikate behandeln; aber der dabei benutzte
Gedankengang lisst sich ganz dhnlich auf alle im »Algol 60« vorkommenden
Definitionen anwenden.

4. Sei die simultane Definition der Beziehungen F(z) und F,(z) (dement-
sprechend, dass das Jeere Wort z. B. auch als ein spezieller arithmetischer
Ausdruck gelten kann): fir » = 0,1

F,(A) = wahr,
und fir @ == 4
F,(x) = (Ey) (E2) [y, 2 < 2 & Fy(y) & F1(z) & = ¢,(y.2)],

wobei gy(y, ) und ¢,(y, 2) in M primitiv-rekursive Funktionen sind. Ich werde
beweisen, dass F, (z) und F, () primitiv-rekursive Beziehungen in I sind,
d. h. dass ihre charakteristische Funktionen primitiv-rekursiv sind, welche
etwa derart definiert werden konnen: fir » = 0,1

B {A, falls F,(x)
0 sonst.

Austiihrlich ausgeschrieben erhilt man fiir r = 0,1
f(4) =4
und fiir @ =£ 4

4 ) {/1, falls (By) (B2)[y,z < v & fo(y) = 1) = A& & = g,(y,2)]
’ 0 sonst.
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Diese simultane Definition fiir f, () und f; (x) kann mit Hilfe der in
Nr. 2 eingefithrten Hilfsfunktionen wie iiblich auf die Definition einer
einzigen Funktion f(x) aufgelost werden. Dabei ist

f(@) = Cl(fo(x), f1(x)) ,
() = Eolf(e)), h(@) = ky(f(2))

ergibt; so werden in It samt f(x) auch f, (z) und f, (z) primitiv-rekursiv aus-
fallen. Wir haben also nur f(z) zu untersuchen.
5. Erstens gilt nach den Definitionen von f(z), fo(x) und f(z)

(1) f(A) == Cl(fo(/l)’ fl(A)) =cy(4,4) .

Dann gllt fur ein beliebiges a, €A (da echter Vorginger von a, nur /A,
und fo(4) = f1(A) = A ist):

woraus sich

c1(4, A), falls go(A, A) =a,; & g,(4, 4) = a,;
c1(4, 0), falls go(4, 4) =a; & g,(A4, A) Fa;
fla) = eifol@), 1@)) =1 . (o 4), falls g, A) £ a, & gy(4, 4) = a,
¢1(0, 0), falls go(4, A)Fa; & g,(A4, 4) Fa,;.

Nach 2) und 4) der Nr. 2 ist f(a;) als »zusammengeflickte« Funktion primitiv-
rekursiv in MN; ihr Wert ist daher fiir jedes feste a; eine bestimmte Konstante
G- Bs gilt damit fiir a; € A

(2) f@) = ga-
6. Endlich ergibt sich bei a;, a; € fiir

flaa;) = cfoaxa)), fL(axa;)))

auch eine »zusammengeflickte« Definition, da fy(z) und f;(z) nur die Werte
A und 0 annehmen, und daher der Wert f(axa;) nur einer der vier Werte

c,(A4,4), ¢,(4,0), ¢,(0, A), ¢,(0,0)
sein kann, je nachdem von den beiden Beziehungen
L (Ey) (B2) [y.z < aza; &k(fy) = k:(fz) = A& a@a; = g,(y, 2)]
und
II.  (Ey) (B2)[y,2 < aza; &k(f(y) = k(f(2) = A & awa; = g,(y,2)]

beide wahr sind (also auch ihre Konjunktion), oder die Konjuktion von I. mit
der Negation von II., oder die Konjuktion der Negation von I. mit II., oder
endlich die Konjuktion der Negationen von I. und von II. wahr ist. Es geniigt
hier I. zu untersuchen; II. und die genannten Konjuktionen lassen sich genau
so erledigen.

7. Nun sieht man, dass in I. der Wert von f an der Stelle a,va; mit Hilfe
von Werten f(y), f(z) deflmert wird, wobei  und 2 echte Vorganger der Stelle
a;va; sind. So ist naheliegend, dass es sich hier um eine Wertverlaufsrekursion
handelt. Eine Schwierigkeit bedeutet nur, dass y und 2z gebundene Variablen
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sind. Das lidsst sich ausschalten, wenn wir die Wertverlaufsfunktion ¢(2)
unserer Funktion f(x) verwenden.

Wie ich bereits erwihnt habe, sind die echten Vorginger von auza;
Vorginger von einem der unmittelbaren Vorgiinger a;x oder wa ;. Seien simtliche
Vorginger von ax bzw. xa; in der genannten Relhenfolge

Bos Tis o wapile DEWy oy iouy Bewie

Es ist klar, da az von gleichvielen Buchstaben besteht wie xa;, dass sie beide
gleichviele Vorganger haben, also dass 8" = s’" ist und wir w issen bereits dass

= long (¢(a; x))
ist. So gilt fiir die echten Vorgiinger y und z von aza; mit gewissen ¢, u < s
y=1x; oder ], g=ga, oder T,
d. h. mit den Bezcihungen der Nr. 2:
Yy =v(a;x) oder v(ra;), z=v,(a;x) oder v,(za,),

und daher ist f(y) das Glied mit Index ¢, und /(z) das Glied mit Index « der
Folge, welcher ¢(a,x) oder ¢(xa;) zugeordnet wird, d. h.

f(y) = k(p(a;x)) oder k(p(xa))).
1) — kufpla ) oder & (plra)
Nach 1) der Nr. 2 gilt noch mit in I primitiv-rekursivem d
axa; = d(a; x, za;) .

Endlich ist die Existenz von y und z der gewiinschten Art gleich-
bedeutend mit der Existenz von entsprechenden Indizes ¢ und u.

Wird das alles in I. eingesetzt, so erhilt man zufolge der Fallunter-
scheidungen eine 4-gliedrige Disjunktion. Das erste Disjunktionsglied ist:

III.  (Et) (Ew) [t,u < long(¢(a,; ®)) &k, (kt((p(a,- x))) =ky (k(p(a; x))) =A&
&d(a;x, 2a)) = gy(v,(@; ), v,(a,2))] ,

und die drei anderen Disjunktionsglieder unterscheiden sich davon nur darin,
dass in ihnen der Reihe nach fiir das 3-te, 6-te, dann fiir das 2-te, 5-te, endlich
fiir das 2-te, 3-te, 5-te, 6-te Auftreten von @@ immer xa; gesetzt wird. Set-
zen wir

B’ (%, Ty, 3, T,) = (Et) (Bu) [t, u < long (z3) & k(ky(2s)) = ky(ky(®) = A &
& d(x,, @) = g()(vt(ml)’ Uu(%))] )

dann ergibt sich diese Beziehung mit zw eimaliger Anwendung von 3) der
Nr. 2 als primitiv-rekursiv in 3¢, und IIL. ist dquivalent mit

B'(a;x, 2a;, p(a; v), p(a; ).

Ganz dhnlich ergeben sich die drei anderen Disjunktionsglieder als auf
ax, za;, p(ax) und <p(:m) angewandte, in M primitiv-rekursive Beziehun-
gen, und nach 2) der Nr. 2 gilt dasselbe auch fiir ihre Disjunktion.
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8. Daher ist I. der Nr. 6 mit in I primitiv-rekursivem B® der
Beziehung
BY(a,x, xa;, ¢a,), p(za;))

aquivalent. Genau so erhidlt man eine mit II. der Nr. 6 dquivalente Bezichung
B®(a; x, xa;, p(a; x), p(xa))),

und aus diesen die in Nr. 6 aufgezihlten Konjuktionen als
B,(a;x, 2a;, ¢(a, v), p(xa;)) (w=1,2,3.4),

wobei B;, B,, By, B, in M primitiv-rekursive Beziehungen sind. So ergibt
sich fiir a;, a; €2

ey(4, A), falls B(a; z, va;, ), p(xa;))

PR cy(4,0), falls By(a; 2, xaj,tp(a w), p(aa;))
T ) ey(0,A4), falls By(a, x, 2a;, ¢a; ), p(xa;))
¢,(0, 0), falls B,(a,x,xa;, qv(a ), p(xa))

Die durch
oy (d, A), falls By, %y, 2y, @)
Bl o BB o(A;:0) f.alls B (5D, g, 4)
101((),11), falls Bgy(x,, Xy, T3, T,)
¢1(0,0), falls By(x;, T3, 3, ;)

definierte »zusammengeflickte« Funktion % ist in ¢ primitiv-rekursiv, und
damit gilt fir a;, a; €A

(3) f(axa;)

9. Wie wir an der in Nr. 2 angedeuteten Modifizierung (D*) von (D)
sehen, ergibt (1), (2) und (3) fiir f(x) eine Wertverlaufsrekursion in %, und
somit ist f(z), und damit auch fo(@) und fy(x) primitiv-rekursiv in k.

Da sie ferner die charakteristischen Funktionen der Beziehungen
F(x), F,(z) sind, gilt das auch fiir diese Beziehungen.

Ahnlich beweist man, dass alle in der Sprache »Algol 60« definierten
Privdikate in der Algol- Wortemenge M primitiv-rekursiv sind.

= Wa; x, xa;, p(a,;x), p(xa,)) .

(Eingegangen: 8. Oktober, 1960.)

NMPUMUTUBHO-PEKYPCHUBHBIE CJIOBOCOOTHOIIEHHWSA HA SA3bIKE
NMPOrPAMMHPOBAHMUSA

R. PETER
Peslome

B yxypuane «Numerische Matematiky B atom roay 0buto omnyG6JMKOBaHO
coobuenne 06 anropudpmuyeckom si3bike «ALGOL 60» CKOHCTPpYHPOBAHHOM
JUIsL IPOTPAMMUPOBAHMS BBIYMUCIUTEIbLHBIX MallMH. B Hem jawTcsi Takue onpe-
JleJleHds] HEKOTOPBIX TpeKaTOB, KOTOPble B MePBO MOMEHT Ka)KyTcsi 10poy-
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HBIM KPYI'OM; HO JleJlaeTcsl 3aMeyaHMsi, 4To 3/leCb peub WJET 0 B3ATBIX B HEKOTO-
pom cMmeicae pexypcusix. Ilpu Gosiee TouHOH (HOPMYJIMPOBKE ITU TIPEJNKATHI
JeHCTBUTENIbHO OKa3bIBAIOTCA NPUMUTUBHO-PEKYPCUBHBIMM DeJISILIUSIMU Ha He-
KOTOPOM MHOYKeCTBe CJIOB.

Tak HasblBaeMble «CJIOBa» HEKOTOPOTO MHOYKECTBA CJIOB I0JIyYaloTCsl TaK
Ke, KaK U HaTypaJjibHble YMCJa, TOJIBKO BMECTO TOT0, uTo0bl Mcxojas u3 O mpu-
MeHSITh e/IMHCTBEHHYI0 (QYHKLMIO 00pa3oBaHusl CJIeyIOlero 3JeMeHTa, 3/iech
00BIYHO MCXOAAT M3 mycToro cioBa A u o6pasyioT cioBa jgobaBiieHHeM «OyKB»
HEKOTOporo «aipaBurar. B ognoit pabore, nybiauxkyemoit B Acta Mathematica
Academiae Scientiarum Hungaricae, 0 Kotopoit s1 y)ke x0a0)kuua B 1959-om
rojlly Ha BapIIaBCKOM CHUMIIO3UyMe O He(pMHMTHBIM METO/laX MCCJIeI0BMHASI OHCO-
BaHUM MarTeMaTUKH, s1 B 00lieM BHJIe HMCCIeJ0Bajla «MHOYECTBA, KOTOPbIE MOTYT
0Tb IOCTPOEHHBI KAaK YMCJIA», — CPeJd HUX B KayecTBe CIENUaIbHOr0 ciyvas
1 MHOYKECTBA CJIOB — M PeKypcUBHBIE (YHKUHMHK, KOTOPbIE HA HUX MOYKHO OMpe-
NeJuTh. 3jiech UCIOJIb3YIOTCS Pe3yJsIbTaTsl 3T0H paboTHL.

«AndaBum si3bika «ALGOL 60» cofep)KUT OCHOBHBIE CHMBOJIBL 3TOTO
s13bIKA: OYKBBI, UMCJIA, CUMBOJIBI JIOTUYECKUX 3HAYeHUH, 3HAKNU JeiicTBUi, CKOOKH,
3HAKM TIPENUHAHMS, HECKOJIbKO KPYITHO HaOpaHHBIX CJIOB M UX II0CJI0BaTelb-
HOCTeH, TaloKe cYuTaloLuxcs OyKBamu «ajpaBuTay, Hanpumep else Ui go to
Ha ocHOBaHHOM Ha HeM MHO)KeCTBe CJIOB Ul XapaKTepUCTHYECKUX (YHKIHMi
onpejeseHHbX Ha s13bIKe «ALGOL 60» mpeaukaToB cHavyajga MOT'YT OBITb 1OJIY-
YeHbl PEKYPCUH JUIsT COBMECTHOIO MHOYKECTBA 3HAUeHWi; KOTOpble MOTYT 3aTem
NPUBECTU K MPUMHUTHUBHBIM PEKYPCUSIM.
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