SUR LA DISTRIBUTION DES VALEURS D’UNE FONCTION ENTIERE
par
LiszrLé ALPAR et Paur TURAN

1. La notion des valeurs exceptionnelles des fonctions entiéres a été
introduite par E. Picarp démontrant qu'une fonction entiére admet toutes
les valeurs complexes sauf peut-étre une. L’idée des valeurs exceptionnelles
a été généralisée par E. BorEL au cas des fonctions entiéres d’ordre fini de
la maniere suivante: Désignons par p(< oo) I'ordre de la fonction entiére f(2)
et par b un nombre complexe arbitraire; soient 2y, z,, ..., 2, . . . les racines
de T'équation f(z)=>b, chacune prise selon sa multiplicité, et ayant pour expo-
sant de convergence p,(b). BoREL a démontré qu’en général pour un b quel-
conque p.(b) = p sauf peut-étre pour un nombre exceptionnel b, pour lequel
0c(by) < ¢. Autrement dit il existe tout au plus un seul nombre b, tel que

C 1
1.1) < 4 oo (0 <e<o—edlb)),
Z lzvlq—e c
ol 2y, Zy, ..., 2p, ... sont maintenant les racines de I'équation particuliere

f(2) = by. Le nombre b, est dit valeur exceptionnelle B (BoruL) de la fonc-
tion entiere f(z).

La généralisation de la notion des valeurs exceptionnelles peut étre
poussée encore plus loin. En effet, soit ¢(x) une fonction définie sur 'intervalle
x = 0, réelle, positive, strictement monotone décroissante, tendant vers 0O
pour x — co aussi rapidement quel’on veut. Le nombre complexe b soit appelé
une valeur exceptionnelle ¢ de la fonction f(2) si

(1.2) 29z <+ oo

Considérant la relation (1.1), on voit que cette question a été examinée et
résolue par BorEL dans le cas spécial ol g(x) = x—°.
Si en particulier ¢(z) tend aussi rapidement vers zéro que
(1.3) lim ¢(x) 2* = 0
X—
pour tous les @ > 0 et si f(z) est d’ordre fini, alors — en vertu du théoréme
de BOREL que nous venons de citer — on a
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quels que soient ¢ > 0 et le nombre b. Ce qui revient a dire que, d’apres (1.3),
avec la fonction ¢(x) ainsi définie, la série (1.2) est convergente pour chaque b.
Par conséquent, dans ce cas, chaque nombre complexe est une valeur excep-
tionnelle ¢ de toutes les fonctions entieres d’ordre fini et la distinction de ce
genre des nombres b n’a aucun sens concret.

Mais précisément c’est cette circonstance qui suggeére a soulever la
question plus générale: peut-on donner une fonction particuliere ¢(x) telle
que chaque nombre complexe b soit une valeur exceptionnelle ¢ de toutes
les fonctions entiéres? Nous affirmons qu'une telle fonction ¢(x) n’existe
pas; bien plus a chaque fonction ¢y(x) > 0 donnée et tendant vers zéro aussi
rapidement que l'on veut, on peut trouver une fonction fy(z) d’ordre infini
n'ayant aucune valeur exceptionnelle ¢.

2. Ce que nous venons d’exposer peut étre énoncé sous la forme suivante:

Théoréme. Soit ¢py(x) une fonction définie sur Uintervalle x > 0, réelle,
positive, strictement monotone décroissante, tendant vers 0 pour x — co aussi
rapidement que Uon veut, d’ailleurs quelconque. Alors on peut déterminer une
jonction entiere fy(z) telle que U'on ait

4
(2.1) 2 Pollz]) = + oo
v=1
pour chaque nombre complexe b, ow zy, Zy, ..., 2y, ... Sont les racines de
Uéquation fy(z) = b, chacune prise selon sa multiplicité.

Nous allons démontrer, outre 'assertion du théoréme, que les signes
des coefficients de la série de Taylor de f4(z) peuvent étre choisis d’'une maniére
absolument arbitraire.

Nous remarquons encore qu’il serait intéressant de trouver une démon-
stration de ce théoreme différente de la nétre et qui ne s’appuie pas sur la
série de Taylor de f,(z).

Démonstration. Soit
(2 2) @o(T) == e~ 10

ou ¢(x) > 0 est une fonction strictement monotone croissante sur I'intervalle
x = 0. Introduisons encore les notations suivantes:

(23) plo) = [0
(| @] signifie la plus grande partie entiere du nombre o),

ky =42, r,=logk, = 4"log4 w=1,2...)
(2.4)

gm)= J[ logl.
1=2

Désignons de plus par ¢, &5, ..., ¢,, . . . une suite de nombres dont les termes
admettent seulement les valeurs 41 et —1 dans un ordre quelconque.
Nous allons demontrer que chaque fonction

\‘xﬁ okn (PO
2.5 @ =14+ S e,
(2.5) . — gy

répond aux conditions exigées.
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Considérons la quantité

ky,
(2.6) B, = r”kv_)p(rV) — P (kv loglog ky— .:\_ loglog )
2, - 5
g(ky)
et lintégrale
2n
1 7. . 4
ot Iy=—— | loglfy(rye®)|dd.
2 5
Pour un » suffisamment élevé, sur la circonférence |z | = r,, I'inégalité
If (2) ( ghv \P ("’)J = [ r,, (rn) r’;n ] p(rn)
RS MBS e
g(k,‘) n= ’r.+1 g(kn)
Ko, p(ro)—p(ra) (kv p(r)
v—l(lz log ! il logl’
= o(B,) - By E = = =kt 5 il
(2.8) - rhvp(rv)—knp(ra)

= r;‘;nl’(fn)'—kvp(’v) def
+ By 2 (kv \PID—PT) [ kn P
=31 ([[ log { l log {

ES)

v—1

J 3B ZY 2 ¥y

n=v+1

I=kp+1

est vérifiée. Pour 1 <n < v—1, onal <k, et logl <r, [(cf. 2.4)] dans

I'expression de Y}, et en y remplacant log/par 7, on obtient

©2.9) ¥'— Cizili('”ffi('i) T VS iy {(kv—=2)p(r) —(kn—D)p(ra) }4
rkop(rv)—kn(rn) = 4

car ky — 2 >k, — 1, p(r,) < p(ry) et par suite
(ky — 2) p(ry) — (k, — 1) p(r,) >0

et
1 1\¢
I == e — < ( 1 |
4% log 4 4
De méme d’apres (2.8)
PH ’3k"'{’,7("')_p,("’)} - ,(k,,—zky)pm) Ky, P(rv) )
£ Ky K P(r)—p(r) | kn—hy | P(ra) Kn plry
[] logl. [] logl l log [| [[ log
l1=2 1 [=kp 1 IRty i1
(_)]”) rl21kvr \ P(rn)—p(ry) .

= Kn
IJ logl. JJ logl
1=2

l=kp—kp+1
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Ce qui s’explique par les faits suivants:

kn P(Tn) — kv Dlry) = 2ky{p(ry) — P(r)} + (ky — 2 &) P(r) + Ky p(ry) ,

et
kn p(rn) kn—kv p(rn) Kn p(rn)—p(ry) Kn p(ry)
1T log z] — (77 10g z) IT o z] [ log l)
[=kp+1 l=kp+1 l=Kp—kp+1 l=kn—kp+1

En outre dans (2.10) le second facteur de Y/, est inférieur & 1, car son numé-
rateur et son dénominateur contiennent des facteurs en nombres égaux, et

logl >logky=r, (=ky+1,ky+2,...,k,).

el ¢!

D’autre part

7'12,/‘1) 73 s r%(kv—l)
Ky Kn - Ky ’
JJlogl JJ logl logk, [[J{logl.log(k, —1+ 1)}
1=2 I=Fn—kp+1 1=2

Or, la fonction ¢(z) = log . log (@ — @), ol @ est une constanteeta > x + 1=3,
prend son maximum pour r = fi, donc le produit logl - log (k, —1 4 1)
est le plus petit pour I = 2, c’esf—ém-dire

logl.log (k, — 1+ 1) >1log 2 .log(k, — 1) > colog2.7,,

ou ¢, >0 est une constante. Par conséquent

3 " 42%Jog24
(2.11) logl.log(k,—1+4+1) c¢ylog2.4% log 4
9 (1)4"—2.4 1|43
2B
co \ 4 4
On constate de plus que
2 2 2.4 | o2 4n—3.4v
(2.12) Ty 2224—105_;_4 = (l .
logk, 7, 4% log 4 4

I1 découle de (2.10), (2.11) et (2.12) que

(4"—3.4v) {p(rn)—p(r)}
(2.13) Yi< (l) .
4 )
Les inégalités (2.9) et (2.13) signifient que
r—I1 ©
(2.14) 2 Ta=lis 2 Fr=a)-
n=1 n=v+1

En vertu de (2.8) et (2.14) on a
(2.15) | folry€i®)| = By{1 + o(1)} .
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Posons l'expression (2.15) dans lintégrale (2.7) en tenant compte de
(2.6), nous obtenons

Ky
1, >log B, — o(1) = p(ry) (k,, loglog k, — > loglogl| — o(1) =
=2

Ky
= p(ry) {kv loglog &, — f loglog zdx — 0(1)} =
e€

(2.16)
Ky »
— p(r) | — 0(1) =
| log x|
eU
k ] e def
= p(r Il 011 Y S —o()\plr) —= 4,.
P 1ol 2 { W} ptr 7= 4,
On peut aussi conclure de (2.15) que pour chaque v >dy(b) et |z] =1,
(2.17) |fo(ry €%) — b| = B,{1 4+ 0(1)},
done d’apres (2.16) et (2.17)
2n
(2.18) )i log |fo(ry€i®) —b|d ¥ >log B, — o(1) >4, .
2n

0

11 faut discuter par la suite séparément le cas out b == 1 et celui ou b = 1.
Supposons d’abord que b = 1. Dans ce cas z = 0 n’est pas un zéro de la fonc-
tion fo(2) —b = F(z), la formule de JENSEN peut donc étre appliquée sur
les zéros de F(z) contenus dans le cercle |z | < r,. Selon cette formule et la
relation (2.18)

n
En

2n
219)  log|F(O)[+ > logr—”’:ijloglF(r,,ei")]d19>A,,.
0

Décomposons en deux parties la somme qui figure dans (2.19). Considérons
d’abord la partie ol n’interviennent que les zéros situés dans le cercle |z | < 1.
Si » est suffisamment grand (v >d, (b)), alors 7,|z,|>1 pour tous les
[2,| =1 et

Ty
(2.20) log — < ¢, logry
szntzs.? %n

ou ¢; est une constante convenablement choisie. En désignant ensuite par
Ny(ry) le nombre de tous les zéros de F(z) qui tombent dans le cercle |z | < 7,
nous pouvons écrire

(2.21) > log Lvl < N,(r,) logr, .

1<|zp|=ry [Zn

11 A Matematikai Kutaté Intézet Kozleményei VI, 1—2.
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En conséquence de (2.19), (2.20) et (2.21) si » est assez grand, soit » >d,y(b),
on a .

4
Ny(ry) > ——.
log 7,

On peut donc choisir parmi les 7, une suite monotone croissante 7, <, <
s B Ty € ome tellen que Von, ait

Ay,
log 7y,

Compte tenu de (2.22) la somme (2.1) satisfait & Uinégalité

~

(2.22) Ny(ry,) — Ny(m,,_) > (s=1,2,...

]

Nalzh> D N golz) > D @oln) (Vo) — Nyl )} >

(2.23) n=1 s;2 rvx_;/\-z-n\grvs s=1
'mﬂ e'”‘
> {l—o(1)} /\ @o(ry,) P(ry,) ———.
il ry, logm,

(2.2) et (2.3) entrainent que le dernier terme de (2.23) tend vers + co. Le
théoreme est ainsi démontré pour b = 1.

Reste & examiner le cas ol b = 1, mais celui-ci peut étre facilement
ramené au précédent. Nous avons d’aprés (2.5)

2k
gy |7 =" gl)pe | g(ky)

n=2
Par suite f,(0) = &; et les zéros de f,(z) coincident avec les racines non nulles
de V'équation fy(z)= 1. Soit en outre

p(ry) L= (Fey )P hnDCay—Fap(r)) def (- ok, \P()
folz) — 1= le + N LL_~-~1—[ ) f1(2) -

kl ¥ 1.

(.2.24—) BIV = e A Bl — CV g(k )P(f) rzvp(fv) kip(ry) |
g(k,) By g (k)P

Selon (2.14) et (2.24) nous avons sur la circonférence |z | = 7,

Uy P 2ap ) —kop(r)
g (Jey)P) }

| y—I1 L3
&) — e, éo(cvwov(}‘ i+ N 7| =00,
i s s

n=2 n=v+1

et il s’ensuit que

‘fl(rv 9“9 = Cv{l -+ o( }

La formule de JENSEN s apphquo date: & nouvedn. 25,2, ...,%, . .-
représentant les zéros de f1(2), chacun pris selon sa multiplicité et vu (2.18)
il vient

2n

N log i I lJ log |fi(ry €%)|d & >
DR — 2% 2m
{2.25) Z,l=n

>logC, — o(1) ={1—o0(1)} B, > 4,.
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A partir de I'expression (2.25) se reproduit la méme démonstration qui a
suivi la relation (2.18). La fonction f,(2) ne posséde donc aucune valeur
exceptionnelle ¢, et & plus forte raison fy(z) non plus.

Remarque ajoutée lors de la correction des épreuves. Nous avons apercu,
plusieurs mois aprés avoir achevé cet ouvrage, que le théoréme énoncé
est valable avec quelques modifications pour certaines fonctions réguliéres
dans le cercle-unité. Nous signalons ce résultat comme un corollaire de
notre théoréme sans le démontrer, la démonstration étant d’ailleurs assez
simple.

Corollaire. La fonction ¢,(x) étant donnée, on peut trouver une fonction
ho(8) réguliére dans le cercle || < 1, excepté le point ¢ =1, telle que pour un
b quelconque la fonction hy(l) — b posséde une infinité de zéros, dans le cercle
Ll <1, soient L,y ... 8, ..., chacun pris avec sa multiplicité ayant pour
point d’accumulation =1, et

= 1
I
g ’1 o tu'
On peut prendre par exemple Ay(&) = f, Z__‘—}]

(Recu le 20 Octobre 1960.)

0 PACNPEAEJEHMM 3HAUEHUN LEJION ®YHKLMUM
L. ALPAR u P. TURAN

Pe3iome

ITycts @(x) ecthb onpejesieHHass npu @ = 0 1M0JIO)KUTebHAS (QYHKLUS,
KaK yrojfHo ObicTpo cTpemsmasicss K O ecim @ —oo ; f(x) — uenast GpyHKLUSI.
KommiekcHoe 4uciio b HasbiBaeTCs @-UCKJIOUMTENIbHBIM 3HAauYeHueM (QyHKUUM
f(z), ecan

VE

?(z]) < + oo,

p=

I/JI€ 2y, %9y -, 2. .. KODHH ypaBHeHMs f(2) = b, B3sITble ¢ UX KPATHOCTbIO.
W3 onHoit u3BecTHOil Teopembl Gopesst caenyer, uto ecau lim g(x) 2% = 0

X—>

npu modom @ > 0, u f(2) nenass GyHKUMA KOHEUHOTO MOPSIKA, TO Bce KOHEYHble
uhcsia @-UCKIIOUMTe IbHbIE 3HAaueHusl. B cBf3M ¢ 9TUM BO3HUKAET CJIeyIOLIUii
BOIIPOC: CYLIECTBYeT JIM TaKash (yHKUUS @(x), YTO Kar)<j0e KOMIIJIEKCHOe YUCII0
SIBJISIETCS]  (p-UCKJIIOUMTEJIbHBIM 3HAaueHneM BCAKOH 1esnoil Gynkuun? Oxasbl-

11%
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BAaeTCsl, UTO TaKUX QyHKUMH @(x) He cyuecTByeT, GoJiee TOro, KO BCAKOH 10J10-

YKUTEJIbHOK QYHKIMU @o(Z), KaK YTOJHO OBICTPO cTpeMsiiieiicst cTPOro MOHOTOHHO

KO npu & — oo, MOYKHO 1M0J00paTh TaKyio Leayl (QYHKUHIO fo(2) He KOHEYHOIr o

NOPSIIKA, KOTOpasi He MMeeT ¢-UCKIIIOYUTEeNIbHBIX 3HaveHuil. [pyrumu cioBamu,

eciit @o(x) > 0 u lim gy(x) = 0, To MOXKHO 3aaTb QYHKUUIO fo(2) TAK, yTO
X— o0

: Po([2v]) = + o0,

P=

KaKuM Obl HU ObUIO KOMIUIEKCHOE YHUCIIO b, TJe 2y, Zs,. .., 2p,... KOPHU ypaBHe-
HUs1 fo(2) = b, B3SATBIE C MX KPATHOCTBIO.
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