SUR LA VITESSE DE CONVERGENCE DU DEVELOPPEMENT SELON
DES FONCTIONS PROPRES DE STURM-LIOUVILLE

par
G. FREUD et M. SALLAY

Soit g(x) continue dans I'intervalle [0, 7| et considérons dans cette inter-
valle I’équation différentielle

Yy’ ' +[A—q@)]y=0
avec les conditions aux limites

(1) a; y(0) + b y'(0) =0; ayy(w) + byy'(x) =0.

Désignons par 4, 4,, ..., 4,, ... les valeurs propres de 1’équation et par
(), vo(2), . . ., v,(x), ... les fonctions propres normées.

I1 est bien connu qu’au cas ou g(x) est continue il existe une suite des
valeurs propres 4, < 4, < ... < 2, < ... (les 4, sont réelles) telles queles
fonctions leur appartenant] forment un systeme orthonormal et complet.
De plus nous pouvons écrire pour les valeurs propres 1, et pour les fonctions
v,(x) les formules asymptotiques suivantes (voir [3]):

Ay =mn%+ 0(1),
as
/ % cos nx + O(n~1) pour by b, +0,
.
‘/ ;z sin nx + O(n2) pour bj=b; =0,
Un(:l') =
/P \'.;
/ Z cos n+l x+ 0(n2 our: by =10, ba=i10,
| 7 2 p 1
2 .. 1
—sin|n el Wit O(r=) = pour by =0, b;=+0,

ol les fonctions v,(x) sont déterminées par la condition que w»,(x) soit posi-
tive dans le voisinage & droite du point 0.
Soit f(z) continue dans l'intervalle [0, 7] et satisfaisant aux conditions
(1). Nous entendons par développement selon des fonctions propres de Sturm—
Liouville la série
(2) = qvlr) ot a, = | f(x)v(x)de.
k= b

4
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On sait que la série (2) est convergente ou divergente suivant que
la série de Fourier de f(x) est convergente ou divergente. (Voir [1] et [2]).
De plus d’apres les formules asymptotiques connues:

(3) [ 2 v@) vi8)| dz = O(logn) -

Dans son travail [4] M. G. I. Naraxsox a affirmé les propositions sui-
vantes:
Soit f(z) continue dans I'intervalle [0, 7] et satisfaisant aux conditions

n
(1), et désignons par @, (z) = N c,v,(x) le polyndme de la meilleure approxi-
k=0
mation de f(x) dans la norme C selon les fonctions propres de Sturm —Liouville.
Alors

A) @) = @,i2)] = 0 [ots,w) + 1l |,

ou w(f, 6) est le module de la continuité ordinaire.
Supposons maintenant que les fonctions f(x) et g¢(x) admettent une

r-ibme dérivée continue et désignons par LD ; ¢ = 0,1, ..., k = [r — 1] les
opérateurs
LOf = f(z); LOf = f" — g(@) f@); ... ; LOf = LO (Lé=D ),
ou les fonctions L® f satisfont aux conditions (1). Alors
4
B) @) — @a)| = 0 |, 45 270 -
m=0

n
Soit maintenant s,(z; f) = > a, v,(x). En considérant les théorémes de
k=0

NarawnsoN, et d’aprés (3), nous pouvons écrire I'estimation suivante:

1
n

mzzr (m)”v !

@ @) — s ] = 00 o) o,

Dans notre ouvrage nous donnerons une estimation plus précise de la
vitesse de convergence de la série (2) a 'aide de wy(f, §), ol

wy(f, 8) = max |f(x + &) — 2 f(x) + Nz — h)|.
XE‘[f’gn]

Nous démontrerons notamment les théoréemes suivants:
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Théoréme 1. Soit f(x) continue: dans Uintervalle [0, 7] et satisfaisant aux
condicitions (1). Supposons de plus que le déterminant®

a b
5 . : 0
®) as Qo7 + by| *
Alors
|f(@) — s,(2, )| £ K logn |wy(f,n71) + Kyn~1 ilgulc Ll
on
0 pour b, =0
7
0O f — f(;) — #0)
g ’(0) pour b, #<0
n
0 pour b, =0
7
5(1)f - f(m) — f(ﬂ = ;J
i — f(m) pour by+0
n

K, et K, sont des constantes indépendantes de x, n et |.

Nous remarquons que pour établir notre théoréme nous donnerons une
démonstration directe sans appliger le théoréme de NATANSON.

Démonstration. Dans les travaux [6] et [7] nous avons démontré la
proposition suivante.

Soit @* la classe des fonctions g(x) pour lesquelles g(x) est continue dans
Iintervalle [0, #] et satisfait aux conditions

a;9(0) + b; g(w) + ¢;¢’(0) +d; g'(w) =0 (€=1,2,3,4).

Désignons par @5 la classe des fonctions admettant une seconde dérivée
continue appartenant & la classe @*.

Soit H une transformation linéaire qui applique la classe @* dans1’espace
de Banach B de telle maniére que
[Hgllp = allgllc (geer),
| Hylls = Bll9"[lc (g€€f);
alors pour tous les » = 1 entiers :

(6) gl < K+ o) anlg, o= + 5 max |50 |

1Si dans les conditions (1) b; = 0 (¢ = 1, 2),nous ne faisons aucune restriction
sur le fait que la fonction est dérivable aux extremités de l'intervalle.

2 D’aprés cette condition, parmiles fonctions f(z),il n’y a pas de fonction linéaire
excepté la fonction f(z) = 0.
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Soit maintenant {Hf} = {f — s,(x; f)} et v =n. Alors en vertu du
théoréme (6) il nous suffit de démontrer les assertions suivantes:

Soit @* la classe des fonctions f(x) pour lesquelles f(z) est continue dans
Iintervalle [0, 7] et satisfait aux conditions (1), et supposons que la con-
dition (5) est remplie.

Assertions:
(7) [ sn(@; H)]| < &y logn || f(@) ]| (feer),
(8) |f(@) — sp(@; /)| < kgn~2logn | f|| (feer),

ol k, et k, sont des constantes indépendantes de x, n et f.

La premiére assertion découle immédiatement des formules asymptoti-
ques obtenues pour les fonctions v, (x).

Soit maintenant f € @F. Alors la fonction f(x) peut étre établie comme la
solution de I’équation

(9) f"(x) — q(z) f(x) = k() (ott A(z) est continue)

avec les conditions aux limites (1), et nous pouvons obtenir la solution sous la
forme

P v, (%) v, ()
= — S PP h(E)dE.
/(@) J k;ﬂ i (6)dé

En vertu des formules asymptotiques, nous pouvons écrire 1’estimation
suivante:

o) — s ) = | [ > O wyaz
k |

En considérant que

‘coslut‘}é 7 O<d<t<n)
o L N R n? [t
et
Soszkt5l<1 (0<t<9),
k=n+1 ]‘ n
nous obtenons
1
n* n

? 7 A db .
(@) — sp(@; /)| < max |w@)| | [ @t + % [ 2 4 om) =

= max |h(z)| n~2[logn + O(1)] .
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Pour établir I’assertion (8) il faut encore démontrer que
(10) max |h(z)| < C;max |f" ()] (C; = const.).
D’apres la forme (9) de A(z) il suffit de montrer qu’au cas ou f(x) € @5
max [f(2)| < C, max|f"(x)],

ou (), est une constante indépendante de f(z).

Opérons de la maniere suivante:

Cherchons la solution de I’équation différentielle y” = g(x) avec les
conditions aux limites (1). Nous pouvons obtenir la solution sous la forme

y@) = [ (x—t)g(t)dt + Aw + B.
0

Pour déterminer A et Bles conditions (1) forment un systeme d’équations
linéaires qui est résoluble d’apres la condition (5). Nous obtenons

:[W~nymm+
;

+ﬁ,_ﬁ1_7 Pm%—%%xfn~t t) dt +
a,ay7m + by al——a2b
0

E 4

-um%~ﬁgmfymwl
0
d’out
max |y(x)| < C max |y"(x)] .

Ceci établit notre proposition (8).
Supposons maintenant que les fonctions f(z) et g¢(x) admettent une

o . 5 A ; 3 —1
r-ieme dérivée continue, que les fonctions LOf ¢+ =1, 2, ... k= lr }
92

satisfont aux conditions (1) et que (5) est remplie.

Théoréme 2.

log n)

|{@) — s,(x; )| <0
(11)

(n) (m) . () f(m))||
2 [t SN+ L max S0 ]

Démonstration. Soit

a moyenne de DE LA VALLEE Poussin de f(z) selon des fonction propres v, ().
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Désignons par 7,(z; f) la moyenne de pEr.A VALLEE Poussiy formée a partir
de la série de Fourier de f(z). Alors en vertu des théorémes relatifs a 1’équi-

convergence et selon une estimation bien connue de la norme de 7,(x)
(Voir [5]):

(12) Tn(®@, D = [T — Ta| + [m] = 3 + K) I/
Compte tenu de 7, (P(x)) = D,(x; f) nous obtenons
[ Tn(@, f) — f(@)| = |70 [] — Ppl@; /)] —
(13) — [f = Pulz; N]| = K|f — (=, /)| (K = const) .
D’autre part, vu que

d’apres les relations (3), (12) et (13) pour établir notre théoreme 2 il nous
suffit de démontrer la proposition suivante:

/@) — 7@ | < O(n) [wz(i(’) w) + L ST+
m=0
(14) i max 2 ”a(x)f(m)”]

n i=0,1 —

Tout d’abord nous vérifierons les propositions suivantes:
a) Soit g(x) € €* . Soit de plus H une transformation linéaire qui applique
a classe @* dans ’espace de Banach B de telle maniére que

| Hgllz = 0(1) [g]] (g €€%)

1 1
| Hgla < 0w~ "]+ 5 (lgll + 17D | gees)
alors pour tous les v > 1 entiers:
(15)  [Hglla = 00| xtg.0™) + gl + 2 max|s0g]] |

L’idée de la démonstration est analogue a la démonstration‘[7 1; i ne
faut que remarquer que le polynéme p, () défini dans [7] satisfait aux relations

[2(2)[| = 0(1) [[g(@)[; [[Po(@)]| = O(v)]|g(2)]| -
b) Soit LOfces, z‘:(),l,...,[r;ll———k.
Alors
(16) | L@ || = 0() /9] -

Nous vérifions (16) par récurrence. D’apres (10) il découle que pour LOf € @%

17) ILOF|| < 0) (D fy].
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Supposons que
[ L&D f[| < 0(1) || /=2 .
Alors en vertu de la définition de L®f et d’apres (17):
|L® f| = |(Z*=Dfy — q( L"‘“’fh < [0(1) + [lg@) 1 [| L&D || <
= 0(1) |[fr=2"|| = o) ||f]] .
¢) Soit L® f ¢ @* , alors

(18) 0y L f,n71) < O(1) oy f?, n71) + O(n~2 2 [T
En vertu dela définition de L® f nous pouvons écrire L*®f sous la forme

LW f = fO(2) + r(x)

ou

—1
r@) = — 3 [q(@) LD fl@)Je-2ti4m,
i=1

et r(x) admet une seconde dérivée continue, ainsi

oyr(@), n7Y) < O(n=2) [[r(2)||,

alors

wy(LW f,n71) < O(1) wy(f, n71) 4 O(n72) || r()|| ,

d’out découle 1’assertion (18) d’apres (17).
d) 7,(z,f) étant une transformation des coefficients de f(z):

(19) T(L® f) = LP[7,(f)] .
Considérons maintenant la classe des fonctions L®f. En vertu des

théorémes A.) et B.) de Naransonx et d’apres (13) nous pouvons écrire les
estimations suivantes:

HL(k)f (L(")f z)|| < O(1 HL(k)fH (L(k)fe@*)
IL9f — T LOf, ) || < O(n~2) [H LWL+ (| L0 ] + L f’)El ; (LPfeey).
n i

La suite des tranformations {H,} = {E(L®f, x) — 7, (L®fx)} est

déja une suite de transformations linéaires; alors en appllquant (15) et (10)
nous obtenons

L0 1f — Tofe mmwf—r( L) <

< 0(1) [0)2(L("’)/‘, n=1l) + — UL‘"’f]! — 2 ax |69 L® | l]
n i=0,1

n2

2 A Matematikai Kutat6é Intézet Kozleményei VI.A[3.
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d’ou d’apres (17) et (18)
H L(k) [f S Tn(w' f)] H _S_

1 O 1 . ; '
<0 () p—1 sl [| #m) || L 3 (@) fm)|| |
= (U[wz(f L ko El Vil Bew E} 1691 1I}

Considérons maintenant la fonction F(x) = f(x) (x; f) . La fonc-
5
tion F(x) admet une r-ieme dérivée continue et satisfait aux conditions (1).
Alors en vertu du théoreme de Natanson:

(21)

|F(x) — T, F(z)|| = O(n~") [w(F. n~1) 4 - 2 f{F(m)(:r)H. =
[’2’] n
s 1
= 0(n~'>|HL‘“ﬁ<a->,1 + = Z 1L F )|
Alors

32 o

1 |
<0 [|| LO(f — Tz &)+ 5 DI~ 1o & I
k=0 2
d’ou découle immédiatement ’assertion (14) d’apreés la relation (16).

(Recu le 24 Novembre 1960.)
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0 CKOPOCTHU CXOQUMOCTH PA3JIO)KEHHUS 1O COBCTBEHHBIM
®YHKIHSIM ITYPMA —JINYBUJIbSI

G. FREUDu M. SALLAY

Pe3iome

0003HauUM uepes v,(x) HOpMUPOBAHHBIE COOCTBeHHble HYHKLUUHU 1updepen-
LManbHOI0 YpaBHEHUsI
Yy +[A—q@)]y=0

yaosieTBopsiiome yenosusim (1) u mycrs Oyjer

oo T
Saole)  otae ao= | [(@)v(e)da
k=0 0
pasJioyKeHue B Psijl 110 cOOCTBEHHBIM QYHKUMSAM v, (%) QYHKLUUH f(2) HempepbIBHBIX
¥ yJ0BJeTBOpsitomux ycnosusim (1) B unrepsane [0, z].
B Hacrosimeit cTatbe aBTOPHI MCCIEAYIOT CKOPOCTH CXOJAMMOCTH BbIIIEyKa-
3aHHOTO psijia ¥ J0Ka3bIBAIOT CJIEAYIOIKe TeOPEMBI.
Teopema 1. Ilycmb f(x) PpyHkyua Henpepbignas ¢ unmepease [0, m] u
yoosaemeopaowas 6 Hem yeaosuam (1) u nycmo oasee

Sn('T’ ; f) - ’%(11‘. vk(x) *

Toz0a
(@) — 8,5 f) < kylog n [wy(f, n=1) 4 kyn~' max [|6© f|]],
i=0,1
0 ecau b,=0
so =) 5] 1O
= = — £(0) ecau by5=0
n
0 ecau by =0
)
6(1)]‘: f(ﬂ:)—f(ﬂ-—;)
ey e Sy f(7) ecau by 50
n

Teopema 2. Ilycms ¢pynxyuu f(x) u g(x) 6 unmepsase [0, x] r-pas
Henpepoigno ougpepenyupyemei.  Iycms  LOf=f, LD f=f" —q(@)f u
LOf =L [E-Df (;=23,...). [Ipeonosoncum oOasee, umo @HyHKyuU

r —

LOf [i=0,1,... I ! ]) yoosaemeoparom ycaogusm (1). Toz0a

mm—&mmn§0ﬁ?”

n

[aﬂ(f(”, 7+ ;15 = Il + %rgfg 169 fm| 1.

245
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