UBER EINE ALLGEMEINE THEORIE DER ERWARTUNGSTREUEN
SCHATZUNGEN

von

L. SCHMETTERER!

Es sei R eine Menge und S eine ¢-Algebra von Teilmengen von R.
P sei eine nicht leere Klasse von Wahrscheinlichkeitsmafien P, die iiber S
definiert sind. Es sei g eine Abblldung von Pin den euklidischen R,. Wir geben
folgende

Definition 1. Eine S-mefBbare Abbildung # von R in den R, soll erwar-
tungstreu (oder auch erwartungstreue Schitzung) fiir ¢ heillen, wenn der
Erwartungswert von A fiir jedes P existiert und

(1) E(h; P) = g(P)

fir alle P €‘p.

Die Menge aller 2, welche erwartungstreu fiir g sind, sollmit /, bezeich-
net werden.

Es gilt der

Satz 1. H, ist eine konvexe Menge. —

Der Beweis ist trivial. Wenn H, mehr als ein Element enthalt, dann
gibt es also unendlich viele erwartungstreue Schiatzungen von ¢. Fiir den
Statistiker erhebt sich dann das Problem der yoptimalen Schétzunge«, d. h.
die Frage, welche erwartungstreue Schatzung aus H, ausgewihlt werden soll,
um ¢ »moglichst gut« zu schitzen. Diesem Problem sind die na(hfolgon(len
Ausfithrungen gewidmet.

Es sei jedem P € B ein Banach-Raum Bp mit der Norm N, zugeordnet.
Wir nehmen nun an, daf3 die im folgenden betrachteten Durchschnittsmengen
nicht leer sind und geben die

Definition 2. Ein Element A, € H N N Bp soll gleichméfBig N p-minimal

)\~

heiBen, wenn Np(hy — g(P)) < Np(h — g(P)) fiir alle h€H, n n B,, und

jedes P € ‘B.
Definition 3. Ein Element A, € H, N Bp, mit P, € R soll lokal Np, -
minimal heien, wenn Np (h, — g(P )) < Np (b — g(Py)) fu1 alle h € H, N Bpo
Das wichtigste Beispiel fiir (IIPSP Definitionen ist der Fall, daf} dér Raum
B, fiir alle P mit dem Raum L} identisch ist, dessen Norm durc h die Abbildung

2 Ha.m’burg. .
2 Es ist per definitionem E(h: F) = | hdP.
R
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f—( j f2dP)% gegeben ist. In diesem Fall handelt es sich dann darum fiir

R
alle P (oder fiir ein festes P, im lokalen Fall) die Streuung zu minimisieren.
Fiir die Rdume L), p > 1 habe ich dieses Problem kiirzlich ausfiihrlich unter-
sucht [1]. Wir wollen nun zunichst die gleichmafligen und lokalen Minimal-
schitzungen charakterisieren. Vorerst geben wir aber noch die folgende Er-
klarung :

Definition 4. V sei die Klasse aller S-meBbaren Abbildungen » von R
in den R,, deren Erwartungswerte fiir alle P €  existieren und welche die
Gleichung erfiillen

(2) Ew;P)=0

fiir alle P € ‘B.

Wir setzen nun voraus, dall B fiir jedes P € S glatt ist, d. h. daB durch
jeden Punkt der Einheitssphire genau eine Tangentialhyperebene hindurch
geht. Dann gilt der

Satz 2. Es seien alle Bp mit P € B glatt. ho € H, N N Bp ist genau dann

Pep

gleichmipig N p-minimal, wenn das Gdteaux-Differential Lp(h —g(P) ; @)
der Np-Norm wvon hy— g(P) fir alle Zuwichse v €V N N Bp und jedes P
PER
verschwindet. —
Zum Beweis bemerken wir zunichst, dafl das Gateaux-Differential der

N p-Norm fiir alle P € P existiert, da alle Bp als glatt vorausgesetzt sind.
Die Notwendigkeit der Bedingung ergibt sich unmittelbar aus der Defi-
nition der gleichmifBigen Np-Minimalitit und der Definition des Gateaux-

Differentiales.
Wir zeigen nun, daf die Bedingung auch hinreichend ist. Es sei also fiir

ein ho€H, N n BP Lp(hy — g(P) ; v) = 0 fiir jedes P € P und fiir alle

veEV N N BP Es sel weiter fiir ein heH, N ﬂ BP und ein P, € B
PeP

(3) Np(hy — g(P,)) > Np,(h — g(Py)) -
Nun ist A—hy€V N n Bp und voraussetzungsgemall gilt fir ¢ — 0

Np,(ho — g(Po) + t(h — h )) Np,(hg — g(Py)) = o(t). Es sei nunt > 0. Es
folgt fiir jedes ¢ > 0 und hmrelchend kleines ¢ > 0

(4) —et < Np((1— 1) (hg— g(Po) + t(h — g(Pg)) — Np(ho — 1 o))< &t .
Beniitzen wir die linke Seite von (4), dann folgt

— et < (1 —t) Np(hy— g(Py)) + tNp(h — g(Py)) — Np(hy — g(Py)) =
- t[NP.,(h — g(Py)) — NPo(ho = Q(Po))] .

Die daraus hergeleitete Ungleichung —e < Np (b — g(P,)) — Np,(hy —
— g(P,)) steht aber im Widerspruch zu (3).

Selbstverstandlich gilt ein entsprechender Satz auch fiir lokal Np, -
minimale Schitzungen, auf dessen Formulierung wir verzichten. Hinsichtlich
der Eindeutigkeit von Minimalschitzungen gilt der
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Satz 3. Wenn By fir jedes P € B strikt konvex ist, dann gibt es (bis auf
B-Nullmengen® hichstens eine gleichmdifyig N p-minimale Schitzung fir ge-
gebenes g. —

Den einfachen Beweis habe ich in einer fritheren Arbeit gegeben [2].

Wieder gilt ein analoger Satz fiir den Fall lokal minimaler Schétzungen.

Wir beschrinken uns nun auf den Fall, daf ein fiir 8 dominantes Maf}
w existiert und p € B ist. Wir bezeichnen die nach dem Satz von Radon-
Nikodym existierenden Dichten von P beziiglich p mit f, und nehmen stets
an, daf fp fiir jedes P dem zu B, konjugierten Raum B% angehort. Mit ande-
ren Worten, wir setzen voraus dafl durch die Abblldung k —>S kfp du fir

R

k € B, ein Jineares und stetiges Funktional iiber B, definiert wird. Wir be-
schaftlgen uns nun mit lokal N, -minimalen Schéitzungen und beweisen zu-
néchst das

Lemma 1. Unter den angefithrten Voraussetzungen ist die Menge V,,
=V N B, eine abgeschlossene lineare Mannigfaltigkeit in B,.

Es ist trivial, da8 ¥V, ein Vektorraum ist. Die Abgeschlossenhelt von
V, folgt ebenfalls ganz leicht : Es sei v, €V, firn = 1 und N (v, — v) - 0.
Es folgt unter Beniitzung von (2)

}J vadAuJ =i H Uan d'l.l, = s U_Un) fP dﬂ}éN#(l)”—U N* fP)__)O
R

fiir jedes P € B. Dabei bedeutet N*natiirlich die Norm in B%. Wir betrachten
nun die Menge G, aller Abblldungen g, von P in den R, welche durch

P Skfpd,u
R

mit k€ B, gegeben sind.
Lemma 1 hat zur Folge, dall der Quotientenraum @, = B,/V, wieder
ein Banachraum ist, wenn man die Norm Ng, von @, durch

(5) Noyy) = inf N ()

y=9(x)
definiert. ¢ ist die kanonische Abbildung von B, in @,. Aus der Definition von
V, folgt sofort, das

Lemma 2. ¢, und @, konnen in natirlicher Weise eineindeutig aufeindan-
der bezogen werden.

Nunmehr ist es moglich, das folgende Resultat zu beweisen, welches ein
Ergebnis von STeIN [3] und dessen Weiterfithrung in der erwihnten Arbeit [1]
verallgemeinert :

Satz 4. Die Klasse B werde durch ein Mafi u dominiert, das selbst zu P
gehore, fp, die Dichte von P bezgl. u, gehore fir jedes P € B zu B,. B, sei ein
glatter Banach-Rauwm. h € H, N B, ist genau dann lokal N, mmzmal wenn eine
Abbildung T von G, in den "R, existiert mit der Eigenschaft daf8

T(gi) = Ly(h — g(u) ; k)
fr alle k€ B, wobei L, nativrlich das Gateaux-Differential der Norm N, bezeichnet.

3 Darunter verstehen wir eine Menge 4 € S, fiir die P(4) = 0 fiir alle P € P gilt.
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Der Beweis beruht auf Lemma 1, Lemma 2 und dem folgenden

Lemma 3. B sei ein Banach-Raum, M eine abgeschlossene lineare Mannig-
faltigkeit von B und B* der zu B konjugierte Rawm. Es sei weiter M® C B* der
Amnnihilator von M. Q sei der Quotienten-Raum von B nach M und Q* der zu Q
konjugierte Rawm. Hs sei ¢ die kanonische Abbildung von B in Q. Dann ist die
zu @ adjungierte Abbildung ¢* eine eineindeutige, lineare und isometrische Ab-
bildung von Q% auf MO [4].

Nun ist es sehr bekannt, daBl die Abbildung k — L (h — g(u); k)
linear ist, und es ist leicht zu zeigen, daf} sie auch beschriankt ist. Jetzt kann
aber der Beweis des Satzes 4 wortwortlich so gefithrt werden, wie ich das fiir
den Fall, dal B, der Raum LZ(p > 1)ist, in [1] gezeigt habe. Dort finden
sich auch Beispiele, wie man diesen Satz zur Konstruktion von lokal minimalen
Schitzungen beniitzen kann.

Wir wollen uns nun der Frage der Existenz lokal minimaler Schitzungen
zuwenden. Hierzu machen wir wieder die Voraussetzung, dali ein fir die
Klasse P dominantes Mall u existiert, das zu B gehort. Uberdies nehmen wir
an, dal V, eine abgeschlossene lineare Mannigfaltigkeit ist. Lemma 2 und (5)
lehren dann, daf das Problem der Existenz einer lokal N -minimalen Schitzung
dquivalent ist mit der Frage, ob das Infimum in (5) angenommen wird. Es gilt
nun der

Satz 5. Wenn die angegebenen Voraussetzungen erfillt sind und V, ein
reflexiver Banach-Raum ist, dann existiert fir alle g, € G, eine lokal N -minimale
erwartungstrewe Schitzung.

Zum Beweise sei k ein beliebiges Element aus B,. Mit y, €@, bezeichnen
wir die Klasse {k + v}, v€ V,. Es sei [, eine Folge von Elementen aus {k 4 v}
mit N,(},) = Ng,(y,). Es ist leicht einzusehen, dal mit V, auch der Banach-
raum B, (k) der durch £ und V, erzeugt wird (und die durch N, induzierte
Norm besitzen soll), reflexiv ist. Somit existiert nach einem bekannten Satz
(vgl.z. B. [5]) ein 1€ B,(k), so daB} [, schwach gegen [ konvergiert. Die Menge
der {k + v} ist aber konvex und abgeschlossen in B, (k). Somit gehort [ zu
{k + v} (vgl. [6]) und N, () = Ng,(y,) und das war zu beweisen.

Da jede abgeschlossene Mannigfaltigkeit eines reflexiven Banach-Raumes
selbst reflexiv ist, folgt aus Satz 5 sofort das

Corollar. Wenn B selbst reflexiv ist, dann existiert unter den angegebenen
Voraussetzungen fir alle g, € G eine lokal N -minimale Schitzung.

Fiir den Fall, daB B, =L{p>1, wurde dieses Corollar auf anderem
Wege von BARANKIN [8] bewiesen.

Wir wollen nun zum Schlufl noch eine Anwendung geben. Brupno [9]
hat vor kurzem mittels einer komplizierten Beweismethode folgende Verallge-
meinerung eines Satzes von Markov gezeigt : Es seien y,, . . ., y,, unabhéngige
zufillige Variable, die beziehungsweise nach einer Normalverteilung

n
N (20-1- 0y, o’%] .1 < k < m, verteilt sind. Es sei m >n, die zy, 1 <1<,
i=1 ’

1 <k < m seien gegebene reelle Zahlen, deren Matrix X = (x,/0,) den
Rang n habe und die «; seien Parameter, die fiir 1 < ¢ < n der Bedingung

4 Nach Fertigstellung dieser Arbeit hat mich Herr Dr. Baugr, Hamburg, darauf
aufmerksam gemacht, daB in etwas anderem Zusammenhang ein solcher Satz schon
friher gegeben wurde (vgl. [7]).



UBER ERWARTUNGSTREUEN SCHATZUNGEN 299

— oo 0,;< oo geniigen. Esseienreelle Zahlen ¢, 1 < ¢ < n, gegeben. Dann
gilt : In der Klasse der iiber dem R,, definierten erwartungstreuen Schitzun-

gen fiir 2 ¢; a; st die durch die GauBsche Methode der kleinsten Quadrate

gegebeneS(:haAwungglelchmal.’ngL2 -minimal. Hierbei sei P fiir a = (ay,. . ., a,,)
die Verteilung, deren Dichte durch

i)l s - e

gegeben ist und ‘B die Menge aller P, (bei festena,, ..., 0,).
Dieser Satz folgt aber sofort aus Satz 2 und 3. Man betrachte nimlich
die Menge V' aller », welche fiir alle P, € R der Gleichung

(6) fodP, =0
R

geniigen. Fiir alle «, die etwa einem beliebigen offenen Quader des R, ange-
horen, und alle » € V' N L}, folgt aber aus (6) durch Differentiation nach a;

]fiir jedesy = (Y1, -+ ¥m) € B,

sofort

[IA
IA
S

< 1 n
[ L[ *('// % O Ly

Ry, k=10

-'Ujk]dPa(?/) =0, 1

Daraus folgt aber wieder aus (6) fir 1 < j <=
m
(o D'Yi /o, d P, (y) = 0 oder auch, wenn wir mit X’ die zu X transponierte

R k=1

Y
Matrix bezeichnen und y :( ) schreiben:

Ym
&Lu\ yd P, (y) = 0 oder auch S Xy X' yd P, (y) =05
Rm R"i
Nach Multiplikation mit ¢’ = (c,, . . ., ¢,) erhalten wir also
fve( X' X)X yd P,(y) =0
Ry

fir alle P, € B und alle v € V N ﬂ L},. Nach Satz 3 ist daher¢'(X'X)™1 X'y

gleichmiflig L3,-minimale Schitzung fir Y . a,;und nach Satz 2 auch die ein-

zige. Bekanntlich ist aber durch (X'X)~ 1 X y der Losungsvektor der Gaul3-
schen Gleichung gegeben und somit ist der Satz bewiesen.

(Eingegangen: 11. Januar, 1961.)

5 Unter dem Integral einer Matrix verstehen wir natiirlich die Matrixder Integrale.
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0B O{HOW OBLUEA TEOPMM HECMEILEHHBIX OLIEHOK

L. SCHMETTERER

Pe3ome

B nacrosieii ctatbe 10n0JHsgeTcsl TeoOpus NpeskHeld padoTsl 0NydJIMKOBaAH-
HOii aBTOpOM B xypHane The Annals of Math. Stat. 31 (1960) 1154-1163. ITyctn
‘¥ HemycTOi Kjacc mep BepoATHOCTeH M ¢ JelCcTBUTENbHAs (QYHKUMS Ompe-
nenenHast B mHo)kectse P. Ilycth nanpue H, Kiacc HECMEILEHHBIX OLIEHOK
s g. JonycTum, uYTO KaxKiod mepe P, mnpuHajiexkamieil muoxectBy ‘B,
COOTBETCBYET pOCTPaHcTBO Banaxa Bp ¢ HOpMO#t Np. dnemeHT &, eHg N N Bp

PEP
HA3bIBAETCS] PaBHOMEPHO N p -MHHUMANBLHOH, ecin Np(hy — g(P)) < N PSZ —g(P))
npu Bcex dnementax k€ H, N N Bp n kaxpoit mepe P€B. h,€H, N Bp,

PEP
HA3bIBAETCs1 JIOKaNIbHO Np, -MUHUMANLHOM, ecyin Np (h, — g(P,)) < Np, (h— g(Py))
npu Beex anementax h€H, N Bp, u mepe P, € R. B roi crathe jarrcst He-
00X0MMO€ U JO0CTATOYHOE YCJIOBUS JUISI CYLIeCTBOBAHUSI M OJHO3HAUHOCTH
PaBHOMEPHO M JIOKAJbHO MUHMMAJbHBIX HECMeIeHHbIX OIlleHOK. V3BecTHbie
teopembl Bapankuna, JlEmanna, lTeEnHa W Jpyrux MOXKHO paccMaTpUBaTh
KaK yacTHbple cilyyau 9TUX oOLMX pesysbTaToB. B KauecTBe npumepa jgaercst
KpaTKoe J0Ka3aTejabCTBO TeopeMbl BPyaHO 0O MeToje HauMeHbLIUX KBaapaTOB.
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