SUR LA THEORIE UNITAIRE DES METHODES D’ITERATION POUR
LA RESOLUTION DES EQUATIONS OPERATIONNELLES
NON-LINEAIRES, I

par

Btra JANKO?

Jusqu’ici on a traité des différentes méthodes d’itération comme la
méthode de Newton, de Tchebycheff et la méthode des hyperboles tangentes
etc. [1—5]. Le but de ce travail est d’indiquer la source commune de ces
méthodes, d’étudier simultanément les conditions de convergence respectives
et d’en déduire de nouvelles méthodes d’itération.

§ 1. Les relations entre les méthodes de Newton, de Tchebycheff et des hyperboles
tangentes

1. Lordre de convergence. Nous considérons 1'équation opérationnelle

(1) pl@) =0

ou 'opération non-linéaire ¢(x) est définie dans I’espace de Banach X, prenant
ses valeurs aussi en X, en outre elle est continue et k-fois différentiable au
sens de FrRECHET. Pour résoudre I'équation (1) nous appliquons d’habitude
une certaine méthode d’itération ayant la forme générale

(2) 20— Dl (a0, (=10 sl

ou z, est 'approximation initiale et x;, ,, . .. les approximations successives.
L’opération non-linéaire @, (x) sera choisie ultérieurement par la formule
(3). Nous supposons pour le moment que 1’équation (1) admet la solution &
dans un domaine D C X. L’opération @, (x) est continue, k-fois différentiable
au sens de FRECHET et posséde encore la propriété & = @, (x) pour chaque n.
En tenant compte de cette propriété nous pouvons considérer la formule de
Taylor généralisée sous la forme

|z — Tny1 — qu"l(rn) (i Rtk a’n) ==etef =y (k_l ])' (Dﬁlk_l) (‘l‘n ( — *rn)kﬁl ;

[IA

-4 ;T sup || D (&,)]| || — za|[*

oun é =2,+0F—=z); 0<0=<1 et =,2,£,¢€D.
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Définition 1. Nous disons que la méthode d’itération (2) est convergente
d’ordre k, si

a) la norme ||z — x, || tend vers zéro lorsque n tend vers l'infini, et

b) les dérivées de @, (x) jouissent des propriétés

D (x,) =0, ..., PV (x,)=0; PP (z,)5£0

pour toutes les valeurs de 7 ot 0 est I'opération nulle.

2. L'énoncé du probléme. 11 convient de souligner qu'en ce qui suit,
notre probléeme sera de remplacer 'opération ¢(x) de I’équation (1) par une
autre opération @, (v) = F[p(x), x,], ayant les propriétés

a) la méthode d’itération engendrée par l'opération @ (z) c’est-a-dire,
X, = D,(x,), soit convergente d’ordre £k,

p) les équations ¢(x) = 0 et @ — D, (x) = 0 soient équivalentes pour
chaque n.

Nous montrerons que l'ordre de convergence a une influence directe
sur la structure des méthodes d’itérations suivantes:

méthode de Newton,

Bpuaim @p— o), I =il

méthode de Tchebycheff,
1 4 2
Lhy1=Tp — Fn (]/(-I'n) o 5 Fn U4 ('rn) [Fn (p(‘rn)l-'

méthode des hyperboles tangentes

? 4 1 4 5 4 . _]
LTpny1 =& — [¢ (In) I~ = ¥ ('rrz) 1 n ‘P(’rn) (,/(‘l.n) '

3. La construction des méthodes. Nous considérons 1'opération D, (x)
sous la forme suivante

(3) (I)n(;l‘) =T — ;“0(:l'n) (p(l) i }‘l(xn) (P(‘T) ('T S ‘z.n) =, ]'2( '1‘/1> ¢2(.U).

Ao(x,) étant un opérateur (linéaire), puis 4,(x,). Z(x,) sont des opérations
bilinéaires définies pour touts les couples d’éléments de l'espace X, ayant
ses valeurs aussi dans X.

A) Si nous posons maintenant 4,(x,) = J,(x,) = 0 et encore nous
imposons la condition b) de la Définition 1, pour k = 2, ¢’est-a-dire @ (x,) = 0,
@/ (x,) # 0. alors il en résulte que A4(z,) est de la forme

;‘0(‘1'11) == Fn .

I1 est évident que de cette maniére nous avonsretrouvé laméthode de Newton[1].
B) Si 7, (x,) =0 et si nous imposons les conditions ®(x,) = 0,
Dy (x,) = 0, alors nous avons le systeme

(4) Pp(x,) Adx=Ax — Ay(z,) ¢(x,) dx — A (x,) p(x,) dx = 0
D)z, A" Ax" = — Ay(z,) ¢"(x,) A’ Ax” — 2 4(z,) ¢'(x,) A" A" =0

pour chaque Az, Ax’, A x” € D. Pour obtenir la solution {i,(x,). 2,(x,)}
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de ce systeme des équations opérationnelles on suppose d’abord que 42" =

1 £ . .
—— 1, p(x,) et Aa = A2". De cette maniére nous pouvons déterminer
2

2 1 -1
/*0('l.n) = [(}’(l‘n) el E,)‘ (f”(.l‘n) Fn q(rn)] e

En posant dans la deuxiéme équation — — 17, A a’ aulieu de 42’ il en découle
2

que Popération bilinéaire 7;(x,) est de la forme
g . L[
() AEAE = — —

1
(]/’(1',,) R j(p”( n) : & n (P( )

(", A&) A&

pour touts les couples d’éléments A& 45" € D. On peut vérifier facilement
que la solution obtenue satisfait au systeme (4) pour A2a’, A2" et A2 quel-
conques. Ainsi nous avons retrouvé la méthode connue des hyberboles tan-
gentes [4].

(') Si nous posons /,(x,) == 0 et supposons encore

D (x,)=0, D(x,)=0,
alors nous obtenons le systéme
Ro(,) ¢'(@,) A + Ay,) [¢7 ,,)mm )+ Aal2,) 9l2,) [¢'(2,) A2] = A
(4) Aolz,) ¢ (z,) A Jz" + Ao(@,) [¢"(,) A" A2"] @(x,) +
+ 205(x,) [¢'(z,) A2 ¢ (2, )J.l”] + Ao n)q(z Vgl de" Ag" | =0.

En substituant dans (4') dx = ', ¢"(x,) 42’ A 2" nous pouvons déterminer
facilement que 1'opération bilinéaire J,(z,) a la forme

1. , . .
Ao(x,) Ay Ay = — - T ¢"(x,) [T 46] [T 48]

pour touts les couples d’éléments A&, A%, € D. Utilisant la relation de Z,(x,)
déja calculée, il résulte de la premiére équation du systéme (4’) que

a e 1 T, ” &
/‘O(xn) A; E‘Z—‘n /15 T ’;)7 ¥ n¥ (‘l.n) [Fn *I;] [Fn¢(Ln)] Sk

=

Ivn (f”('rn) [Fn (P(xn)] lA]‘n A 5]

o | =

ou l'opération bilinéaire ¢”(x,) n'est pas toujours symétrique; d’autre part
I’élement A% qui figure dans ’expression de Z,(x,) 4, est un élément quel-
conque du domaine D.

Ainsi nous avons obtenu la méthode connue de Tchebycheff [5]. Dans
ces calculs nous avons supposé que les opérations ¢'(x,, ). @"(x,) et aussi
les opérations Z,(x,), (¢ = 0. 1, 2) calculées antérieurement existent et sont
bien déterminées.
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Remarque. Dans I'expression (3) de @, (z,) nous pouvons poser au lieu
de @(x) le produit p(x). (x) en supposant que les équations ¢(x) = 0 et
p(x) - p(x) = 0 sont équivalentes. Ici le produit p(z) - @ () est défini au sens
de M. K. Gavurix [6]. Nous pouvons obtenir de telle facon des nouvelles
méthodes d’itération. Observons encore qu’en général les méthodes d’itération
d’ordre k, ayant la forme (2) peuvent étre engendrées par I'opération @, (),
qui a une forme générale

(3) By = — 3 Ay ) @ — ) pla)

i,j=1
Zi,j(x,) étant des operations multilinéaires. Naturellement dans ce cas on doit
supposer aussi que les operations ¢'(z,), ..., %™ (z,) et Z;; (x,), qui inter-
viennent dans le calcul, existent et sont l)l(‘ll déterminées.

§ 2. Nouvelle méthodes d’itération

1. Dans ce paragraphe nous servirons d’une autre définition de ’ordre
de convergence, introduite par E. SCHRODER [7] pour le cas des fonctions de
variable réelle. Cette notion peut étre immédiatement généralisée pour le cas
des opérations non-linéaires définies dans ’espace de Banach. Pour cela nous
considérons de nouveau I’équation (1) et encore une méthode d’itération ayant
la forme générale

(2,) xn+1 = T(q‘n)

ou l'opération ¥(x) sera choisie ultérieurement. Nous supposons que ¥(x)
est continue, k-fois différentiable et posséde aussi la propriété z = ¥(x),
x étant la so]utlon de I’équation (1). Dans ces conditions nous considérons
pour 'opération ¥(x) le développement de Taylor généralisé, sous la forme

‘ Braqg — L — Vi(x) ) e 1——77 Pk—1) (@) (2, — ) ‘1 =
| B—1n I
1 M L
<L sup [P &) ||, — ¥
,(.“ cll ok
ou & =g Oz, —=), 0= 60 <16tz &, 2. €D.

L’extensmn de la définition de 'ordre de convergence au sens de K. SCHRODER
s’énonce de la maniére suivante.

Définition 1'. La méthode d’iteration (2’) est dite convergente et d’ordre
k, si
a) |x,—&||—0 lorsque n— oo,
b) WPUE)=0,..., PEV () =0; PW(F)=£0.
2. L’énoncé de notre probleme est analogue a celui du § 1:1’opération

@ (x) on se remplace par une autre opération de la forme ¥ (z) = F [¢ (2)],
telle que
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o) la méthode d’itération z,,, = ¥(x,) engendrée par ¥(x) soit
convergente de I'ordre £ au sens de E. SCHRODER,

p’) les équations g(x) = 0 et x — ¥(x) = 0 soient équivalentes.

3. La construction des méthodes. Considérons 'opération ¥ (z) sous la
forme

(5) W(2) = + Ay(2) ¢(2),

A4(z) étant un opérateur pour x donné (fixé). Si nous imposons la condition
Y'(x) = 0, alors il en résulte que

(6) Ay(F) = — [¢'@)].

La condition (6) est satisfaite si nous choisissons A(x) pour 2€ D quelconque
telle que

(7) Ay(2) = — [¢'(x) + p() @(x)]71 + Ay(@) ¢(2)

ou u(x) et Ay(x) sont des opérations bilinéaires (pour x fixé) et arbitraires
pour le moment. En substituant I'expression (7) de l'opération A,(x) dans
(5) nous obtenons une classe entiere des méthodes d’itération

Top1 =y — [@'(20) + pl(@,) P(,) 171 9(,) + Ag(@,) 92(2,) -
Si nous posons A,(x) = wu(x) = 0, alors nous retrouvons la méthode de
Newton.
Considérons maintenant ¥(x) sous la forme
(5) Y(x)=x — [¢/(2) + u(@) p(@)]™ p() + Ag(x) ¢%(z)
et imposons encore la condition
(8) P'(x)Ax,Axy,=1'(%)¢" (%) Az, Axy + 2 I' (%) u(x) [¢'(F) A, A 25 +
+ 2 Ay() [¢' (%) Az, ] [¢' (%) Az5] = O
pour chaque 4z, 4, € D.

Si nous substituons dans la formule (8) A,(x) = 0, alors nous obtenons
que l'opération u () est de la forme

1
wE) Ay Azy = — —¢"(@) [ 1'(&) A )] Ay
pour touts les couples d’éléments A x;, A x,. En choisissant pour z quelconque
w(x) Az, Ar2:—l¢p Y[ P(z) A, | Ay

nous retrouvons de nouveau la méthode des hyperboles tangentes. Dans un
autre cas si nous posons u(x) = 0 il résulte de la formule (8) que

1
A(&) Ay Ay = — = T'(@) 9" (&) (&) Ay | [T(@) Ay
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et si nous admettons

Aa) Ay Azy= — T @) g"(@) @) A;] [T1a) ]

pour x quelconque, alors nous obtenons la méthode de Tchebycheff.

En particularisant les opérations A,(x) et u(x) on peut construire plusi-
eurs méthodes ayant l'ordre de convergence 3. Dans ces calculs nous avons
supposé que dans le voisinage D de x sont satisfaites les conditions

») les opérations g(2), (@), Ae). @), [¢'(2) + p(@)g@)]? et
aussi les dérivées ¢ (x ), (v =1, 2, 3); p(x), AP(x), (2 =1, 2) existent et
toutes les opérations qui interviennent dans le calcul des relations ¥’ () dx =
=0, V") Az, A2, = 0 sont bien déterminées.

Pour le cas des fonctions de variable réelle nous retrouvons quelques
résultats de E. BopEwia [8] et R. Lupwic [9].

Nous faisons I'observation qu’au lieu de (5’) nous pouvons considérer

une autre opération P(z) de la forme
(") P(2) = — [¢'(@) + p(@) 9@)]7 (pl@) + Ay(x) ¢(2)) -

Si nous imposons dans ce cas la condition ¥ (x) 4 a; Ax, = 0 alors nous
obtenons une autre relation entre les opérations bilinéaires u(x) et A,(x),
’ by .

¢’est-a-dire

(8%) ¢" (&) Ay Ao +2 p(F) (¢ (F) Ay ] Ay = 2 Ap(Z) [¢(F) A 2, ] [¢'(Z) A 2,].
Ainsi nous avons obtenu une nouvelle classe des méthodes d’itération
de la forme x,,,=%¥(x,), dordre 3. En faisant

) de, A xy = — ¢"(x) [I'(x) A 2,] A2,
dans la formule (8'), il en découle que A,(x) est de la forme

Aty Ay Mo 1) o"(@) [T(&) A2,] [T(&) Ay .

Si nous admettons que

1
Ay(a )flxl/lrz——~ @"(x) [I'(x) Az, [ (x) Adxy]

pour chaque x € D, alors nous retrouvonslaméthode de L. K. Vomaxpu [10].

Enfin nous mentionnons que Ja forme générale de 'opération ¥(z)
peut étre choisie, pour obtenir des méthodes d’ordre k& > 3, de la maniére
suivante

(9) S”(-T)Ew—{%’x )+ (@) @(@) + -+ (@) [p(@) () +

o x) [p()]® + " 41+1 ) [p(v gyt
ou les opérations mu]tlhnealres () e (). (pe iy 25 alp wigie= 20 i, 9t
4 7 = k — 1)sont déterminées par la condition l}’(”)( 6) Ay ... A x,=0,

(D = .k — 1) et les opérations u;., (x)et A, (x) sont arbltralres
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La forme générale de ¥(x) peut étre donnée

~

(9) P(a) =a —{g'(@) + (@) 9(@) + - - - + py11(2) [p(@) -1
X {p(z) + Ag(@) [@(@)]2 + ... + 4 14(2) [p@))/+1}.

Naturellement pour ces cas généraux on doit supposer des conditions
analogues a (y), c¢’est-a-dire, nous nous servirons des conditions que

(') toutes les opérations — qui interviennent dans les dérivées de
Fréchet ¥Y®(x) resp. ¥ (x) et dans les relations ¥)(%) A, ... dx, = 0
resp. g (F) A x,...42,=0 (v=1,2,...,k —1) — existent, sont bien

déterminées et les conditions des dérivabilitées sont satisfaites.

§ 3. Conditions de convergence

Les conditions de convergence pour les méthodes de la forme générale

Tp41 = Tp + ¢(¢('Tn)' (P'(T,,). (}9"(1',1). O )

ont déja été étudiéé par Iu. la. Kaazik [11, 12] — ou ¢(x) est supposée
analytique —, et part par L. Corratz [13] pour le cas ou /" est uniformément
bornée en norme. Nous donnerons dans ce qui suit des autres conditions.
Supposons que les conditions suivantes sont remplies:
1° l'approximation initiale x, satisfait a la relation

(o) || = 7o 3
2° Topération ['(z) est uniformément bornée en norme
') = B
dans le domaine D défini par 'inégalité
(D) ||z — zo|| = HBny = 6,
ou

w© h ok__q
H e 0] ;

3° la deuxiéme dérivée de FrRECHET de 1'opération ¢(x) est uniformément
bornée en norme

9" (@) = K
ou x € D;
4° nous avons satisfait a 1'inégalité
hg =B*Kn,< 2;
5. 'opération ¥ (x) est bien définie par 1'égalité (9) elle est k-fois diffé-
1

rentiable au sens de FRECHET, satisfaisant encore a la condition (p’) pour
(v= 1,2, sz k) 5 puis

AT [ e [ = (= 1,2:.5k—T)
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pour chaque A, Az, ..., Az, différentes de I'élément zéro, et encore
P (g)£0 .
6° nous supposons enfin que
IFO @) = M,
pour || & — x, || < 88, et que
(20g)< 1M, < k).

Théoréme 1. Si les conditions 1°—6° sont satisfaites, alors Uéquation
opérationnelle ¢(x) = 0, définie dans le domaine D, admet une solution unigue
x € D, le procédé d’itération x,, , = ¥(x,) est convergent et la vitesse de convergence
est caractérisée par la délimitation

k=1

— o [ M) =1
(10) | & — oo || < 08 (k'lJ

Démonstration. Les condition 1°—4°, qui sont éxactement les
conditions- établies par 1. P. MysovskiH, assurent l'existence d’une
solution de 1’équation ¢(x) = 0 dans le domaine D [2]. Nous montrerons
que la solution est unique. Il est évident que I’équation F(x) =2 — ¥(x) = 0
admet aussi au moins une solution. Nous supposons d’abord qu’elle a deux
solutions distinctes #, &' € D et considérons le développement de Taylor
pour F(z),

1
¥)— F(&) — @ (@& — %) — ... — ——— F&D(F) (& — )1
HF(:::) F(z) — F(@) (@& —z)— ... (k—l)!F (%) (& — %) H<

_,u aAG) | 7 [k
38U | N ||*

ou E=x+4+ O (¥ — ), 0 < O < 1. La structure de 'opération F(z) et les
conditions 5°—6° entrainent

M i

Aot (’5\"’Hx—xH | F(z)— F(Z)|| =0

et en utilisant la condition 6° nous obtenons que & = &. Alors F(x) = 0
ayant une solution unique dans le domaine D, il résulte que I’équation ¢(z) = 0
admet aussi une seule et méme solution &, c’est-a-dire les deux équations sont
équivalentes.

Pour démontrer la convergence, nous considérons la formule de Taylor

jw gl(‘tn—l) I gI(j) el il \i) (xn—l s 1-') e faleuih T

i 10 Y= (%) (2,—1 — T)*— H_s_jl—s [ ® & y) ||| @pay — 2 [|*

(b — 1)1 -
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ou &, =2+ O (x,_, —x)et 0 < O < 1. Il résulte que
n—1 T Hk

M,
=il

len — 2] = —

ou
et

M

|2 — & | < || % —aznk"[—"

k!

qui entraine l'inégalité (10).

Remarque. Nous pouvons mentionner que dans notre théoréme sont
groupées séparement les conditions d’existence et les conditions de conver-
gence. En connection avec les conditions 1°—4°, qui assurent I'existence de
la solution, nous remarquons qu’elles peuvent étre remplacées par des autres
conditions d’existence par ex. par les conditions de V. E. Mirarov [14],
appliquées dans le cas de la méthode des hyperboles tangentes ol I'opération
I’(x) est supposée bornée uniformément en norme. Naturellement celles-ci
sont un peu plus compliquées que celles de 1°—4°.

Les méthodes de la forme z,,,; = @,(x) traitées dans le § 1 sont con-
tenues dans la catégorie générale des méthodes ayant la forme z,., = T(m ).
Quand méme ayant en vue le fait qu'en général I'expression || QW‘) )|| est
relativement plus simple que celle de || ¥®(z) |, par conséquent la déli-
mination des erreurs établie ¢ 1’aide || Q)"‘)(x) || sera plus simple que la formule
donnée par (10). Pour les méthodes z,,. ; = D, (x,) on peut établir un théoréeme
analogue, mais les propriétés de @ (x) (v = 1,2, ...,k — 1) différent de
celles de ¥® (z) données dans les conditions (y’), ¢’est pourquoi la démonstra-
tion de ce théoréme différera aussi un peu de la démonstration du théoreme
précédent.

Théoréme 1'. Si les conditions 1°—4° du théoréme 1 sont remplies et en
autre Uopération D, (x) définie par (3) respectivement (3') est k-fois différen-
tiable aw sens de Fréchet satisfaisant les conditions

O (z,)=0 (=12,...k—1), OP(z,)F0
et encore
851N, < k!

ou

B9 E) ]| < N, & — o]l < 23,

pour w'importe quel n, alors Uéquation opérationnelle admet une solution unique
x € D’, le procédé x,., = D, (x,) est convergent et la vitesse de convergence est
donnée par

Kn—1

2
|2 —a,| = 5""{NkJ
k!

Démonstration. Conformément aux conditions 1°—4° il résulte que
I’équation @(xr) = 0 admet une solution Z € D. Pour démontrer la conver-

4 A Matematikai Kutaté Intézet Kozleményei VI. A/3.
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gence nous considérons le développement de Taylor
\[‘ ¢n(:l-:) e gDn(mn) R d);](:rn) (Z — 'l'n) e

O (2,) (5 — 2, | <

1 S |
 (k—1)! ~sup || @ (&) ||| £ — @, [1*

k! e, e
ouf{, =&+ 0O (x,_, — &), 0 < 0 < 1.1l résulte de cette formule que

s e ‘ Al T (e S
12 — @msa || < 2 ) & —
Ve
et on trouve
K1
74 1
‘\I\' {9

k!

& || < 08"

c’est-a-dire & = lim z, au sens de norme. Nous allons montrer enfin que la
solution  est unique. Supposons pour le moment qu’il existe encore une
solution #" € D et considérons la formule

|9@) — Bl — Pl @ ) — o _1 1 e

X (1‘ = )k 1“ = Ll Qup \Q)(k)(gn) | — InHk

oué, =&+ O (v, — ), 0 < O < 1. On peut obtenir facilement que
K1

> [N o

|2 — ) < o8 (4]

par conséquent &' =limx, = &, c. q. f. d.

n—sco

(Recu le 12 Janvier 1961.)
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ABTope-

06 EJWHON TEOPUU UTEPALIMOHHBIX METONOB NJisA
PELIEHUS1 HEJIMHENHBIX ONMEPALIMOHHbIX YPABHEHHMA I.

B. JANKO
Pe3siome

B aTo0ii pabore noctpoena obwas urepaunonnas popmyna x,., = ¥(z,),
U3 KOTOPOW B YaCTHBIX Cay4asix ObUIM TOJIYUYEHBl BCe MTEpALMOHHBIE METO]bl,
Hanpumep: metoJ HbloroHa, YeOblmeBa, MeT0] KacaTeJbHbIX THnep0oos u
T. A. Hapsjy ¢ atum OblIM IOJyYyeHbl HOBBIE KaTeropuu MeTO]0B, KOTOpbIe
Oblin  KyaccMGUUMPOBAHBI HAa OCHOBE TMOPSJAKA CXOJMMOCTH. Bblin TakKe
BbIpa0oTaHbl 00LIMe YCIOBUS CXOJAUMOCTH.
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