UBER DIE VERALLGEMEINERUNGEN
EINES FUNKTIONALGLEICHUNGSSYSTEMS
DER WIRTSCHAFTLICHKEIT

von
M. HOSSZU! und E. VINCZE!

1. In einer fritheren Arbeit [3] (bzw. [4]) findet man die Losung des
Funktionalgleichungssystems

(1) G(tz, ty, tz) = G(z,y,2),
(2) Gz, y, t2) =tQ(=,y,2),
(3) G(tx’ ’y':) :f(t) G(xy ya:) ’

tzyz>0; Gf>0),

die eine wichtige technische Anwendung hat, und zwar die die Losung bil-
dende Funktion

Y x o

G(x’ Y, 2) (1 y
charakterisiert die Wirtschaftlichkeit eines Produktionsvorgangs (hier bedeu-
ten z die Produktenmenge, y die Produktionszeit und z die Produktions-
kosten). Hierbei sei betont, dass der in [3] und [4] aufgeworfene Problemen-
kreis und seine mitgeteilte Losung bei weitem nicht als abgeschlossen zu
betrachten sind, sondern diese Losung lediglich einen Ausgangspunkt der
mathemetischen Fassung der fiir die Wirtschaftlichkeit charakteristischen
Faktoren bilden kann. Eben deshalb werden wir einige weitere Verallgemeine-
rungen des Gleichungssystems (1)—(3) auflésen, aber ohne in dieser Arbeit
deren Anwendungen tiefer eingehend darzulegen.

Die Verallgemeinerungen des Gleichungssystems (1)—(3), die vom
Gesichtspunkte der Anwendungen aus wichtig sind, erhalten wir, indem
wir einerseits in dem die Funktion G(z, y, z) bestimmenden Gleichungssystem
die Zahl der Gleichungen verringern, anderseits in dieses Gleichungssystem
mehrere unbekannte Funktionen schreiben, wobei wir aber auch im weiteren
(ausgenommen einen Fall) die die Homogenitét der Funktion G(x, y, z) bedeu-
tende Gleichung (1) fordern.

Es wiirde geniigen, wenn wir die Funktionalgleichungen nur fiir die
positiven Zahlen definierten und nur reelle stetige Funktionen behandelten,
jedoch werden wir deséfteren auch noch allgemeinere Losungen geben.

Zu diesem Problem mochten wir erwihnen, dass homogene und ver-
wandte Funktionalgleichungen bzw. Gleichungssysteme vor allem im Buch

X

" (¢1,¢9 = konst.)
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[1] von J. AcziL zu finden sind; in dhnlicher Weise enthélt dieses Werk
auch auf andere Ergebnisse beziigliche zahlreiche Hinweise und Literatur-

angaben. A
2. Zuerst behandeln wir das Funktionalgleichungssystem

(1) Glta, ty, t2) = G(2,y.2) ,

(4) Gz, by, tz) = f(t, x, y) G(x, y,2),

(2, 9,2,t€Q¢; G,[:Q9 X @y X Qy—Q),

wo @, in der Multiplikation eine Gruppe komplexer Zahlen bedeutet und
@ die Menge der komplexen Zahlen bezeichnet. Diese Bezeichnungen werden

wir auch im weiteren beniitzten.
Es gilt der folgende

Satz 1. Das allgemeinste Losungssystem der fiir die Menge Q, geltenden
Qleichungen (1) und (4) ist

Gz, y,z) = p(j— q (%, -
8.
[z, ), = Y) ,
z
£ Y

wo p(t) £ 0 und q(t) (t € Q) beliebige komplexe Funktionen darstellen.

Beweis. Aus (4) und (1) folgt

G, t G%’i'll

x, ly,tz e 2

iz, = SBWE) -
Gz, y,2) al® ¥ 1]

und da die linke Seite von z nicht abhingt, kann man mit z = y tatsdchlich

p]
(5) itz y) = —2.
d

s

Yy
def

p(ty = G(t.1,1)

schreiben.
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Nach den Gleichungen (4), (5) und (1) ergibt sich

o o[
G2,y 2) = — ' Gty ) = — 26|22, 1] ,
(@ T 2 2
pl= P ~l
ty ty
und da die linke Seite von ¢ nicht abhingt, kénnen wir mit ¢ = x/z tatsich-
lich
L]
(6) Gl g2y =plo] 2 ' ™ (Ll
(r.y Bly p(z] p|y(1.,,
y
958 G111, 1
qty = AL
do
schreiben.

Die Funktionen (5) und (6) geniigen den Gleichungen (1) und (4); damit
ist der Satz vollstandig bewiesen.
3. Auf dhnliche Weise konnen wir das Gleichungssystem

(1) Gz, ty, 1z) = G(z,y,2) ,
(7) G(w, ty, tz) = f(t,y,2) G(z,y,2),
(x,y,2,t€Ry; G f:R. X R.XR,—>R)

‘ auflosen, wo R, die Menge der positiven Zahlen, bzw. R die Menge der reellen
Zahlen bezeichnet.
Es gilt der

Satz 2. Das allgemeinste reelle (stetige ) Losungssystem der fiir die Menge
R, geltenden Gleichungen (1) wund (7) ist
( x
Y
)

fty, ) =13,

2
Gz, y,2) =pl—
(x,y,2) p[y

(%)

nje

wo p(t) und q(t) (1 € R, ) beliebige reelle Funktionen darstellen.

Beweis. Die Gleichung

(8) f(t, sy, s2) = f(t, y,2)
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erhdlt man aus (7) und (1) auf folgende Weise:

= Gz, ty,tz) - G(sx, tsy, tsz) = Pl ]
Gz, y,2) G(sx, sy, sz)

Gleichfalls aus (7) und (1) ergibt sich

T
G(x,ty, tz) G(T’y’ 2]

9 i %) = i — :
(9) f(t, y,2) Ea o) TP

und da die linke Seite von z nicht abhingt, kénnen wir die Gleichung

G(i,w’ G (i-y,z
(10) t _ t
G(x,y,2) G(1,y,2)

schreiben. Hieraus erhalten wir die CauvcHysche Gleichung

G_x-,y,z] G(i,y‘z

. ) _ Gy it

G(l,3,2)  G(lLy2) G(lLyz2)
also
(11) Gz, yz)= G(1, Y, 2) x8,2)

ist; die triviale Losung G(z, y, 2)/G(1, y, z) = 0 kann man ausser acht lassen.
Wir bemerken, dass die Stetigkeit nur hier und lediglich fiir die Funk-
tion G(z, y, 2)/G(1, y, z) vorausgesetzt wurde, demzufolge sind die Funktionen
G(z, y, z) und f(¢, y, z) nicht unbedingt stetig.
Nunmehr erhalten wir nach (9), (10) und (11) die Gleichung

ty2 = 8w

und werden wegen (8)

(12) 9(y,2) = g[—‘;/—, 1] = q(~y—] ;

(13) f(t, g, 2) = t_"(y?) ,

d. h. nach (11) und (1)

G,y 2) =G(,y,2) % qe) = G(1,ty,tz) (xt) q(’i)

ist. Hieraus ergibt sich mit ¢ = 1Jy

o
Y y

Y




EIN FUNKTIONALGLEICHUNGSSYSTEM DER WIRTSCHAFTLICHKEIT 37

d. h. nach (11), (12) und (14) tatsidchlich
(%)

~
~

Y

(15) Gz, 9;2) =1p

Y

giiltig ist.

Die Funktionen (13) und (15) geniigen den Gleichungen (1) und (7),
also ist der Satz vollstindig bewiesen.

4. Behandeln wir nun die folgende Verallgemeinerung des Gleichungs-
systems (1)—(3):

(1) Gtz ty, tz) = G(x, ¥, 2) 5
(16) Gltx, ty, z) = [(t,2) G(x, y,2) +4(t,2),
(t.2,y.2€Q; G:QyXQyXQo—>Q; f.g:QyXQy—Q).
Es gilt der folgende

Satz 3. Die allgemeinsten (nicht trivialen) Losungssysteme der fur die
Menge Q, geltenden Gleichungen (1) und (16) sind folgende :

lG(x,y,z) =h[£ +g l] ,
i 44 Yy %
( If(t, 2)=1, g(t,2) =¢g();
G(z,9.2) =f[l)k =) —c.
(18) .

wo die Funktionen g(t) und f(t) den Cauchyschen Gleichungen

(19) g(st) = g(s) + g(t) ($,t€Q(),
bzw.
(20) f(st) = f(s) f(t) (8,1 €Qy)

geniigen und die Funktionen h(t), k(t) (t € Q,) beliebig sind (vgl. [2]).

Bemerkung. Ein triviales Losungssystem der Gleichungen (1)und (16)
ist noch

G(x,y,2) =g¢g(t,2)=0 und [f(t,z) beliebig,
was wir jedoch ausser acht lassen konnen.

Beweis. Vor allem fithren wir die Gleichungen (1) und (16) auf ein nur
von zwei Verdnderlichen abhéngende Funktionen enthaltendes Gleichungs-
systems zuriick, und zwar gilt nach (1)

(21) G(x,y,z)zG(%,%,IJ:Hi—g,¥],
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und damit wird aus (16)

(&
2

(22) H [, : o :/! o H (1 Y

Palls 2 = y = 2 ist
(23) H(t t) = f(t,2) HQ, 1) + g(¢,2),

d. h. man kann statt (22) die Gleichung

(24) t ; tf’) = Jt.2) H, [; g) LH( 1)

schreiben, in der
(25) Hy(x,y) = H(z,y) — H(1,1)
ist.
Setzen wir nun ¥ = uz und y = vz in (24) ein:
Hy(tu, tv,) = f(t,2) Hy(u, v) + Hy(t,t),

daraus folgt, dass die Funktion f(t,z) von der zweiten Verdnderlichen nicht
abhéngt; in dhnlicher Weise hangt die Funktion g(¢, z) nach (23) von z gleich-
falls nicht ab. Demnach kann man statt (22) die Gleichung

(26) H(tu,tv) = (1) H(u, v) + g(0)
schreiben. Daher gilt
f(&) [f(8) H(u,v) + g(s)] + g(t) = f(t) H(su, sv) + g(t) = H(tsu, lsv) =
=fis [f t) H(u, v) + g()] + 9(s) .
8) [f(t) — 1] = g(t) [f(s) — 1]
ist, d. h. man muss folgende zwei Fille unterscheiden:
(27) fey=1,
(28) g(t) = colf(t) — 11.

Im Falle (27) erhdlt man, dass die Funktion ¢(¢{) der CavcHyschen
Gleichung (19) tatsichlich geniigt; aus (26) mit (27) folgt nédmlich

H(u,v) 4 g(st) = H(stu, stv) = H(su, sv) + g(t) = H(w, v) + g(s) + g(t) .

Ebenso ergibt sich aus (26)

also

o

[

e ! —
H(u,v) = H‘v , 1] +glv) = A

und gemass (21) gilt
(29) Gz, y.2)=h {;] 39 [_'Z_J )

wo h(t) eine beliebige komplexe Funktion darstellt.
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Im Falle (28) erhdlt man aus (22) die Gleichung
(30) H, (tu, tv) = f(t) Hy(u,v),
(31) H(u,v) = H(u,v) +¢q,

und dass die Funktion f(¢) der CavcHYschen Gleichung (20) tatsichlich geniigt
es folgt namlich laut (30)

f(st) Hy(u, v) = H,(stu, stv) = f(s) Hy(tu, tv) = f(s) f(t) Hy(u, v) .
Gleichfalls aus (30) ergibt sich
Hﬂhyﬁ:ﬂmfh(;le—fW)kf%
und nach (31) und (21) ist

e =1 (2] 7] 0.

wo k(t) eine beliebige komplexe Funktion bedeutet.

Da die Funktion (17) und (18) den Gleichungen (1) und (16) tatsichlich
geniigen, ist der Satz vollstindig bewiesen.

5. Beachten wir schliesslich das Gleichungssystem

(32) G (U oo AT ey B Wi s 1) = Fil) G (o0 8 )
R N B
2y, oo 2p11€Q" 5 froe-ny forr1: @—>Q; G:@"X...xXQ"—>Q),

wo Q" in der Multiplikation eine Gruppe komplexer Zahlen darstellt, worin
die Gleichung

(33) T =y, (0 €Q")

im Falle des beliebigen Elementes y, auch auflésbar ist.
Wir beweisen

Satz 4. Das allgemeinste Losungssystem des fivr die Menge Q7 geltenden
Gleichungssystems (32) ust

n-+1

2 g ==
(34) G(@y, -+ -, Tyqy) = Cy k]ll Ik y Va2 . - Tppy
—= “k
(Cy = konst.),
wo fy, ..., fory1 der Cauchyschen Gleichung

(35) T8 =18 [0 (8:3€Q%:k=1,2,:.., n-+1)

notwendig geniigende komplexe Funktionen sind.
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Beweis. Wegen der Gruppeneigenschaft von " erhalten wir aus (32)
die Gleichung

T T z
(36) Gy, -+, Tpyr) = H(H) G = e e
1 Y Y1
= fi(y1) fay2) @ o B R
VY2 V1Y V1 Y2 Y1 Y2
, ” n+1
— g™ Y2 Yn+1Tnir L)
y oy Rl
(Y =1%Y2- - Yn+1) -
Es sei nun
(37) T Y=y (E=1, 2, cami1)5

wozu die Bemerkung geniigt, dass die Gleichungen (37) voneinander unab-
héngig sind. Losen wir das Gleichungssystem (37) auf, dann erhalten wir,
indem auch die Eigenschaft (33) von " beachtet wurde, die Losung

(38) el T R V-’E h=1,2,.,0+1),

Wenn wir nun die Gleichungen (37) und (38) in Betracht ziehen, erhalten wir
aus (36) die Losung

n+1 \
Gl » = s 5 13) = G, [] fr ( 1/11 -
Um zu beweisen, dass die Funktionen f;, .., f,.; der Cauchyschen

Gleichung (35) geniigen, substitutieren wir die Losung in (32) zuriick:

k—1 \ Tt n+1
G, ... ) I} (—Vt"'] f ;Vt"a‘[llf, iz ] =
j=1 Tk j=k+1
nil (] a
=fk(t)G(1,...,1)[1fj[;Vx =0 B i)
j=1 iy
also gilt tatsdchlich
t n ] LT

Damit ist der Satz vollstandig bewiesen.

(Eingegangen: 24. Januar, 1961.)
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05 OBOBI(EHUHU OJHON CHUCTEMbl ®YHKLHUOHAJIbHbIX VPAB-
HEHUHU 3KOHOMUUYHOCTH

M. HOSSZU u E. VINCZE
Pe3iome

B cBs3K ¢ mpeabliymMmMu cTaTbsIMH aBTOPOB, B HACTOSILLEll cTaTbe AaeTcst
pelleHne cucTeMsl, siBasioeiicss o6obwenuem cucrembl (1)—(3) pyHxumOHATB-
HBIX ypaBHeHMii. Jrta cucTemMa (YHKUMOHAJIbHBIX YpPaBHEHMH CBsi3aHa C HEKO-
TOPHLIMM 3a/la4aMHi 9KOHOMUUYHOCTH. B 9TUX ypaBHeHusix uepes ¢g(z, y, z) 0003Ha-
dyeHa QYHKUMS, XapaKTepUsylolas 3KOHOMUYHOCTb, KOTOpAsi 3aBUCUT OT KOJIU-
yecTBa (pabpuKarTa x, 0T BpeMeH! NIPOU3BOJCTBA ¥ U OT PacXO/0B MPOU3BOJICTBA 2.
PaccmatpuBasi otenbHo cuctembl ypaBHenuit (1), (2) coorsercrBento (1), (3),
MBI II0JIYUYMM MHTEpecHsle IJIs MpaKTUKU 0000uieHus. [JanbHelime 00001meHus
naHsl ypaBHeHusimu (16) u (32).
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