
OSZILLATIONSSÄTZE FÜR EINEN TYP VON NICHTLINEAREN 
DIFFERENTIALGLEICHUNGEN ZWEITER ORDNUNG 

I 
von 

L. P I N T É R 1 

Einleitung 

Die Lösungen der nichtlinearen Differentialgleichungen verhalten sich 
in Bezug auf den Oszillationscharakter wesentlich anders als die der linearen. 
Im Falle einer linearen Differentialgleichung oszilliert entweder jede, oder 
aber keine der Lösungen, hingegen kann im nichtlinearen Fall vorkommen, 
dass gleichzeitig oszillatorische und auch nicht-oszillatorische Lösungen exi-
stieren (vgl. [1]). 

Wir wollen in diesem Artikel die Lösungen der Differentialgleichungen 

y" + m g(y) НУ) = о 

und allgemeiner der Differentialgleichungen 

(D) У" + 2 f i ( t ) 9 i ( y ) W ) = 0 

bezüglich der Oszillation untersuchen. 

§ I-

In diesem und im folgenden Paragraphen erweitern wir zwei Resultate 
von F. V. A T K I N S O N [ 2 ] über die Differentialgleichung 

y" + m y2k+í = о 

auf den allgemeineren Typ (D). Wir werden unsere Resultate durch eine weitere 
Entwicklung der Methode von A T K I N S O N erzielen. 

Satz 1. Es sei in der Differentialgleichung (D), für i = 1, .. ,,n, 
A) /,(<) eine im Intervall [0, oo) definierte, positive, stetige Funktion, 
b) g f t ) eine im Intervall ( - œ , oo) definierte, monoton wachsende, stetige 
Funktion mit sg g f t ) = sgí, 
c) h f t ) eine im Intervall ( — oo, oo) definierte, monoton wachsende, positive, 
stetige Funktion ; und man nehme weiter an : 
d) es gibt ein a > 0, so dass g f t ) und h f t ) entweder im Intrevall [0, a], oder 
im Intervall [—a, 0] der Lipschitz-Bedingung genügen (i = 1, ...,«). 

1 Bolyai Insti tut der Universität, Szeged. 

3 3 3 
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Es gelten dann die folgenden Behauptungen: 
a) Damit alle Lösungen von (D) oszillatorisch sind, ist es hinreichend, dass es 
mindestens für ein k( 1 ^ к < n) 

(A) ]tfk(t)dt =oo 
о 

und für jedes e > 0 

Í 
ds Г ds < oo , < oo 

9k(s) j 9k(s) 

gültig seien. 
ß) Für die Existenz einer nichtoszillatorischen Lösung von (D) ist es hinreichend, 
dass 

12 ÍM dt<oo 
J i=i о 

besteht. 
Bemerkung. Man kann von der Behauptung des Satzes folgern, dass 

z. B. im Falle, in dem fü r jedes e > 0 

I = I 
e — « 

ist, die Gültigkeit der Relation 
oo 
f " 

(B) \ t 2 fÂt)dt = °° 

Г ds j' ds 

Ф ) + J ~9M 

notwendig und hinreichend dazu ist, dass alle Lösungen der Differentialgleic-
hung (D) oszillatorisch seien. 

Beweis. Ad a ) Wir nehmen an, dass es eine nicht-oszillatorische Lösung 
y(t) der Differentialgleichung (D) existiert. Ohne Beschränkung der Allgemein-
heit können wir annehmen, dass f ü r t > b > 0 auch y(t) > 0 ist. Es ist klar, 
dass y'(t) im Intervall [b, oo) eine monoton abnehmende Funktion ist, also 
existiert lim y'{t) und ist nichtnegativ. Im Intervall [6,oo) is talso y'(t) ^ 0, 
d. h. y(t) eine nicht-abnehmende Funktion. Integrieren wir (D) von t0 bis 
t{b 10 < t), s ° wird: 

t 

(i ) y\t) - y'(t0) + I 2 № д,Ш) Чу'(s)) ds = o. 
J i= 1 
t. 

Da nach den vorigen lim y'(t) existiert und nichtnegativ ist. wird: 
(-•00 

/* Л 

(2) i/(t) + 2 /,(«) 9i{y(s)) К (y'(s)) ds fü r t>b. 
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Integrieren wir beide Seiten dieser Ungleichung von b bis t (b < t), 
so bekommen wir mit einer einfachen Abschätzung: 

t t 

(3) y(t) ^Ys-b)2fl(s)9,(y(s))hi(y'(s))ds ^ j (s-b)fk(s)gk(y(s))hk(y'(s))ds, 

b b 

wo fk(t) und gk(t) den im Satze angegebenen Bedingungen genügen. gk(t) und 
hk(t) sind wegen b) und c) monoton wachsende Funktionen, folglich hat 
man: 

(4) 1 i l . 
9k (J (*—b) fk(s) 9k{y{s))hk{y'(s))ds 

i> 

(5, Ш * ! . 
4 ( 0 ) 

Aus (4) und (5) folgt 

(6) « 7 Ъ ) Ш ) д к Ш К ( у Щ > ( t _ b ) f k { t } . 

4(0) gk(Ü (S - b) Ш gk(y(s)) hk(y'(s)) da) 
ь 

Integrieren wir (6) von Д bis t2 (b<tx < t2) und führen wir die Bezeich-
nung: 

t 
Г ds 

9á*) 
Gk(t) = J 

» 

ein, so wird: 
t, 

щ G t | J (в-Ъ)Шgk(y(s))hk(y'(s))dsj -

Gk\ I (s-b)fk(s)gk(y(s))hk(y'(s))ds 
t, 

^ j (s-b)fk(s)ds. 
0 и 

Wenn jetzt t2 -> oo, so bleibt die linke Seite dieser Ungleichung wegen 
der Existenz von lim Gk(t) endlich, während die rechte Seite auf Grund von 

(A) über allen Grenzen wächst, was ein Widerspruch ist. 
Damit haben wir Behauptung а bewiesen. 
Ad ß). Wir nehmen jetzt an, dass 

' 1 = 1 
(t)dt < 
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und die Bedingung d) im Intervall [0, a] für g f t ) und h f t ) erfüllt ist, wo 
0 < a < oo besteht. Offenbar können wir a g 1 bedingen. 

Wir zeigen, dass in diesem Falle (D) eine nicht-oszillatorische Lösung 
hat . 

Man kann durch Ableitung leicht zeigen, dass wenn die Gleichung 

(7) y(t) = a - i (s - t) 2 fi(8)g,(y(s))hl(y'(s))ds 
J i=i 

mindestens eine gleichmässig beschränkte stetige Lösung hat , dann diese 
Lösung auch eine Lösung von (D) ist. Diese Lösung kann wegen 

lim y(t) = a und lim y'(t) = 0 
(—»CO /—»00 

gewiss nicht oszillatorisch sein. 
Wir konstruieren durch sukzessive Approximation eine solche Lösung. 
Es sei 

Vi (') =«> 
СО 
r " 

y2(t) = a - \ ( s - t ) 2li(s)g{yx(s))h{y'1(s))ds, 
J i— 1 
1 

CO 

ym(t) = a - I ( s - t ) 2 f i ( s ) 9i(ym-i(s)) A,(/m-i(s)) ds , 
J i= 1 

Wir zeigen, dass die auf diese Weise angegebene Folge im Intervalle 
[c, oo) gleichmässig konvergent ist. (c bestimmen wir später.) 

Erstens beweisen wir, dass ein Punkt. Zn + 0 existiert, so dass im Inter-
vall [Z0, oo) fü r jedes m gilt: 

(8) 0 g ym(t) g a und 0 gy'm(t)ga. 

Wir werden den Beweis durch vollständige Induktion durchführen. 
Für m = 1 ist (8) offensichtlich erfüllt. Im Falle то = 2 ist nach der Definition 

СО 

f n 

y2(t) —a— ( s - f ) 2 m 9i(a) hfO) ds, 
J i=i 
i 

CC 

У'Ф) = I 2fl(s)gi(a)hi(0)ds. 
J i= 1 
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Wählen wir jetzt t0 so gross, dass 

2 I (* - t) j? H») 9,(a) h,(a) ds < a 
J i=i 

und 

2 I 2fi{s)gi(a)hl(a)ds<a 
J i=i 
t 

gültig seien, falls t > t0. Solches t0 existiert immer, da nach der Annahme 

СО СО 

Г г " 
t f f t ) d t < oo, und umso mehr ^ f f t ) d t < °o . 

о ' о ' 
Da die Funktionen h f t ) (i = 1, . . . , n) monoton wachsen, wird f ü r 

t > t0 

oa 

yS) I ( s - t ) >7,(s) gfa) h,(a) ds > 0 , 
J i=i 
/ 

andererseits ist wegen 

03 

J (S -1) 2fi(s)gi(a)hf0)ds>0 * 

y2(t) a. Ferner ist 

OO 00 

У'Ф = I 2f,(s)g,(a) hfO)ds^ I f f s ) gfa) hfa) ds < а 
J 1 = 1 J i= 1 
t t 

fü r t t0; und es ist offensichtlich, dass y'2(t) ^ 0 ist. 
Wir nehmen jetzt an, dass 

0 ^ y m ( t ) ^ a ; 0 S y 'm( t )^a für t ^ t 0 

und zeigen, dass 

О ^ ym+1(t) й a und 0 ^ y'm+1(t) ^ a für t >t0. 
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Nach der Definition ist 
со 

Ут+i(«) = a - ( (s-t) 2 ti(s)g{ym(s))Hy'm(s))ds + 
J 1 = 1 

+ a — J ( s - t ) 2 f № gfa)hfa) ds^. 0. 
t 

Andererseits hat man 
oo 

f (*-1) 2 /,(«) g{ym(s)) h, (iy'm(s0 ds^o, 
j i=i 
t 

und somit ist ym+i(t) ^ a, wenn t + t0. 
In ähnlicher Weise ist 

со 

y'm+l(U = I 2 m 9,(ym(s))h-(y'm(s))ds + 0 • 
J i = I 

y'm+ + ) è 2 f f s ) g f a ) h f a ) d s ^ a , wenn t + t0 . 
J i = i 
t 

Somit haben wir bewiesen, dass für jedes m 

0 á У М à « und O Á y'm(t) ^ a . 
Die Funktionen g f t ) und h f t ) (г = 1, . . . . n) genügen im Intervall 

[0, a] einer Lipsichtz-Bedingung, d. h. 

19i(t) — 9í(s) 1=5 0/1 t—s I , 

I h f t ) - hfs) I 

г = 1 ,n ; t,s£ [ 0 , a j . 

Wählen wir jetzt ein tx so, dass f ü r t tx 

со 

2 J « + 1 - t) 2 f + ) [gfa) H, + hfa) G,] ds ^ g < 1 
t 

ist. Offenbar existiert nach den auf die Funktionen f f t ) gestellten Forderungen 
ein solches tv 

Wir beweisen, dass im Falle m + 2 f ü r t + tx 

(9) I ym+1(t) - 2 / J0 Í + I 2/m+l(i) - y'm(t) I ^ qm~X 

ist. 
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Wir schliessen durch vollständige Induktion. Fü r m = 2 ist 

^ Í (S + 1 t) 2 № i я Ы * ) ) H I ( У ^ ) ) - Я Ы 8 ) ) Ч У ' М ) I d s é 
j í=i 
t 

á J (S + 1 Í) 2 Ш [ 0 » I А / № ) ) А,(«/[(+) I + Л,(a) I g 
t 

oo 

- gfa(s)) |] ds A 2 a I (s + 1 - Í) 2 f , ( s ) [0,(a) Я , + A,(a) G,] ds A q . 
J í = 1 
t 

Die Behauptung gilt also f ü r m = 2. 
Wir nehmen jetzt an dass (9) f ü r ein m ( ^ 2) besteht und schliessen 

daraus auf die Gültigkeit von (9) für m + 1. Man hat nämlich 

I Ут+гУ) - ym+i(t) I + I 0m+»(O - У'т+1 (öl á 

s d (5 + 1 - Z) J " ft(s) I g, (ym+1(s)) h,(y'm+1(a)) - g ß y j s f i h f a j s ) ) \ ds A 
J i=i 
t 

£ j (s + 1 _ t) 22 Ш fo» Щу'т+М) - А , Ш * » | + 
t 

+ A,(a) |0,(ym+1(«)) - g,(ym(s))\ ) ds A 

A j (а + 1 - t) 2 f , ( s ) [g,(a)H, \y'm+1(s) y'm(s)\ + 
t 

+ A,(a) G, \ym+1(s) - у Ja) \ ] ds A 
OO 

/ • n 
A g " - 1 (8 + 1 - t) 2fi(s) [ 0 1 » H, + A,(a) Gj) ds A qm , 

J 1=1 
( 

fü r t ^ t v 

Somit wurde (9) f ü r jedes m und fü r t A tx bewiesen. Nach unserer 

Annahme ist 0 < q < 1, somit ist die Reihe ^ q" konvergent. Diese numeri-
n=l 

sehe Reihe ist nach (9) eine Majorante der Reihen 
00 oo 

2 \ y n ^ t ) - y n + l ( t ) \ u n d 2\y'n+i(t) - y'n+i(t)\-
n=1 n=l 
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woraus die gleichmässigen Konvergenzen 

УпУ) =>" Vi1) und y'm(t) =• y'{t) 

folgen. Wir haben also bewiesen, dass eine Lösung y(t) von (7) existiert, die 
im Intervall \tx, o d ) den Bedingungen y(oo) = a und г / ' ( о о ) = 0 genügt, 
d. h. nicht-oszillatorisch ist. 

Ist die Bedingung d) im Intervall [—a, 0) erfüllt, so konstruieren wir 
mi t der vorigen Methode s tat t (7) die Lösung von 

OO 

(7') y(t) = - а - J ( s - t ) 2'/,(«) gfy(s)) h f y f s ) ) ds . 
i 

§ 2. 

Im folgenden Satz geben wir eine hinreichende Bedingung dafür, dass 
die Differentialgleichung 

n 

(D*) y"+ 2mg,(y)h(y') = o 
i=i 

eine nicht oszillatorische Lösung habe. 

Satz 2. Die Funktionen f f t ) , g f t ) (i = 1, . . n ) , h(t) sollen den folgen-
den Bedingungen genügen : 

a) f f t ) ist eine im Intervall (0, oo) definierte positive, stetig differenzierbare, 
monoton abnehmende Funktion (i = 1, ..., n) ; 

b) g f t ) ist eine im Intervall (—oo, oo) definierte stetige, monoton wachsende 
Funktion, sg g f t ) = sg t, ferner ist g f t ) submultiplikativ, d. h. gftx t2) g 
ggftx) gft2) für beliebiges tx und t2 ; endlich ist g f t ) = 0(t). wenn t -> 0 ; 

c) h(t) ist eine im Intervall ( — oo, oo) definierte positive, stetige Funktion 
mit 

t 

I S ds —oo für t —> oo . 
J h(s) 
0 

Ist 
00 

I Êfi(t)gft)dt< oo , 
Ö 1 

so ist jede im Intervall [a, oo) definierte Lösung y(t) der Differentialgleichung 
(D*) gleichmässig beschränkt, und für t -> oo strebt y(t) nach einem von Null 
verschiedenen Grenzwert. 

Beweis. Erstens zeigen wir, dass wenn y(t) eine im Intervall [a, oo) 
definierte Lösung der Differentialgleichung (D*) ist, dann у f t ) gleichmässig 
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beschränkt ist. Wir zeigen diese Behauptung durch die Anwendung einer 
wohlbekannten Methode. 

Wir führen die folgenden Bezeichnungen ein: 

t t 

о 6 

E{t) = H(f/(t)) + 2 W ) Q { y ( t j ) . 
1 = 1 

So wird 

E'(t) = Цфщу- + 2 m G,{y(t)) + 2 f M ) 9i{y(t))y'(t) = 

= 2№Gi(y(t))ik o . 
i= 1 

y'(t) ist also gleichmässig beschränkt. 
Da die in der Differentialgleichung vorkommenden Funktionen ziemlich 

allgemein sind, kann man nicht hoffen, dass fü r die Lösungen auch Unizität 
bestehe. Es kann vorkommen, dass die Nullstellen nicht isoliert sind. Es ist 
aber offensichtlich, dass eine nicht-isolierte Nullstelle entweder ein innerer 
Punkt eines Intervalls ist, wo die Lösung verschwindet, oder aber ist sie ein 
Häufungspunkt von isolierten Nullstellen. Deswegen ist es klar, dass wenn eine 
Lösung oszillatorisch ist, dann isolierte Nullstellen im Intervall t < а für 
beliebiges а existieren. Von der Differentialgleichung (D*) ist ersichtlich, dass 
die Lösung an jeder isolierten Nullstelle das Vorzeichen verändert, anderseits 
ist y'(t) zwischen zwei nacheinanderfolgenden Nullstellen monoton wachsend, 
bzw. monoton abnehmend, je nachdem y(t) > 0, bzw. y(t) < 0 gilt. Es folgt 
von den bisherigen, dass es eine aus isolierten Nullstellen von y(t) beste-
hende monoton zunehmende Folge f n , t12, t2V t22, ..., tnl, tn2, ... existiert, so 
dass im Intervall (tkl, tk2) y(t) > 0 ist und у (t) nur einmal, etwa im Punkte t°k, 
(hi < h < hí) versehwindet. 

Integrieren wir (D*) von tkl bis tk: 

П 

У'К) - y'(hi) + ! È Ш 9,{y(s)) h(y'(s)) ds = 0, 
J i=i 
tkL 

d. h. 
П 

У'(hl) = I Ш 9i (:y(s)) h (y'(s)) ds ; 
J !•= 1 
Ü, 

y'(t) ist im Intervall (tkl. t°k) monoton abnehmend, somit ist hier 

0 á y(t) < y'(tkl) (t - tkl), 

6 A Matematikai K u t a t ó Intézet Közleményei VI. A/3. 
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Beachten wir diese Relation im vorigen Integral , so wird 

К 

y(hi) ^ I 2 № g,(?/(+) (S - tkl))h{y'(tkl))ds + 
J 1 = 1 

^ Ky'ihiï) J 2 fi(s) 9i(s - tkl) g, (y'(tkl))ds i s 

y'(tki) > 0 und, da y'(t) gleichmässig beschränkt ist, hat man 
СО 

2 f m 9i(s)ds. 
J i=i 

Das ist aber ein Widerspruch. 

§ 3. 

Es ist leicht zu beweisen, dass im Falle der linearen Differentialgleichun-
gen die Bedingung (B) notwendig dazu ist, dass alle Lösungen oszillatorisch 
seien. Das folgende Beispiel zeigt aber, dass diese Bedingung nicht hinreichend 
ist. Betrachten wir die Differentialgleichung 

1 
y" H y = 0 . 

4 ( * + l ) 2 

Es ist hier 
СО СО 

I tf(t) dt = ( dt = oo , 
J J 4(* + 1 )2 

о 0 
und eine Lösung dieser Differentialgleichung ist ]/t + 1, die nicht-oszillatorisch 
ist. 

Man kann die folgende Frage stellen: Existiert immer eine stetige Funk-
tion f(t) > 0 derart , dass die Differentialgleichung 

У" + f(t) g(y) = 0 

eine nicht-oszillatorische Lösung ha t , falls g(t) solche Eigenschaften besitzt, 
wie im b), mit der Ausnahme der Bedingung 

со 
Г ds 

= OO, 

J gis) 
e 

Die Antwort auf diese Frage ist bejahend. Es sei nämlich 

m 1 

4 ( í + l)4g((í + 1)1) 
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Wir zeigen zuerst, dass j (t + 1) f(t) dt = oo; daraus folgt offensichtlich 
CO 0 

auch I tf(t) dt = oo. Nun ist 
t> 

S S ( s - f 1 ) 2 

Г Г 1 1 Г du 
\(t+l)f(t)dt = (Z+l) з г dt = — — ^оо 

OJ J 4(Z + 1 ) ^ ( ( Z + 1 ) T ) 2 J ' 

fü r S —» o o . 
Die Differentialgleichung 

y" + x 1 I T = 0 

4 ( Í + G 2 ) 

hat nicht-oszillatorische Lösungen, eine solche ist z. В. « /= ] /< + 1. 
Geben wir jetzt hinreichende Bedingungen dafür an, dass alle Lösungen 

der Differentialgleichung 

(D) y" + 2 fi(t) 9i (y(t)) \ ( y ' ( t ) ) = 0, 
i=i 

wo /,(/), g f t ) und h f t ) solche Funktionen sind, wie im ersten Satz, oszillatorisch 
seien. 

Die erste leicht beweisbare Bemerkung ist die folgende: 
Wenn für mindestens ein 4(1 gk gn) 

' fk(t) dt = 
о 

dann ist jede Lösung von (D) oszillatorisch. 
Angenommen, es gebe eine nicht-oszillatorische Lösung y(t), dann ist 

y(t) > 0 fü r t + a und y'(t) ist eine monoton abnehmende nichtnegative 
Funktion. Nach Integration der Differentialgleichung (D) bekommen wir 
durch eine einfache Abschätzung: 

У'(а) - y'(t) = J Z f f s ) gfy(s)) h,{y'(s)) ds + gk(y(a)) hk(0) ) fk(s) ds. 
а а 

Das ist aber ein Widerspruch, da die rechte Seite über allen Grenzen wächst, 
die linke Seite aber wegen y (a) > y'(t) + 0 endlich bleibt. 

Im folgenden wollen wir einen Satz beweisen, der ähnlich zu dem f ü r 
die linearen Differentialgleichungen bestehenden Satze von M . Z L Á M A L [ 3 ] 
ist. Durch die Anwendung unseres Satzes können wir in gewissen Fällen be-
züglich unserer Frage auch schärfere Resultate erreichen als bei dem obigen 
Satze. 

6* 
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Satz 3. Es seien f j t ) , gßt), hft) wie in Satz 1 [a), b), c)] und wir nehmen 
an, dass es eine im Intervall [0, oo) definierte, positive, stetig differenzierbare 
Funktion a(t) gibt, die den folgenden beiden Bedingungen genügt : 

1) für mindestens ein k( I gk g n) ist eine im Intervall (— oo, 0) 
t 

monoton wachsende, im, Intervall (0, oo) aber monoton abnehmende Funktion, und 
für jedes e > 0 ist 

J a ( t ) f k ( t ) ^ d t = oo, 

2) 
f o+(t) 

) a(t) 
dt g oo. 

Dann ist jede Lösung der Differentialgleichung 

У" + Êfl(t)g,(y)hl(y') = 0 (D) 

oszillatorisch. 

Beweis. Wir nehmen an, dass es eine nicht-oszillatorische Lösung y(t) 
der Differentialgleichung (D) gibt. Man kann annehmen, dass fü r t a, 
y(t) > 0 ist. Aus der Differentialgleichung (D) bekommen wir, dass 

(y\t)Y _y"(t)y(t)-y'\t) 

y(t)J y2(t) « y(t) 

Multiplizieren wir je tz t beide Seiten mi t a(t). Nach partieller Integrat ion 
von tx bis t erhält man un te r Verwendung der Schwarzschen Ungleichung: 

- J a (s) 
ly'(s) I 

y(s)J 
ds + (4 

y'(s) 

y{s) 
ds g a(tx 

y'(h) 

y(h) 

i l 

j a W i « ! ) ^ * ^ « ) ) * - J « (5) 
V(s)\2 

y(s)l 
ds + 

y\s) 

y(s) 
ds 
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Also ist 
i 

a(t) Л ^ Kx - J а(,) J f f s ) A,(î/'(s)) ^ 

^ Kx - Г a(s)fk(s) 9-M^hk(y'(s))ds, 
J V(s) 

f. 
wo K j eine geeignete positive Konstante ist. 

Beachten wir jetzt a), b) und c), so erhalten wir, dass y(t) f ü r t > a 
monoton wachsend, y'(t) aber monoton abnehmend is t ; daraus folgt, dass 
y(t) g y(a) + y'(a) (t — «)• */'(«) > somit ist von einem t0y(t) g K2 t, wo 
Á j 7 1 eine geeignete Konstante bedeutet . Es sei tx G t0, dann wird unter 
Verwendung von 1.: 

t t 

a(t) hk(0) Г «(,) Ш 9 ^ ) d s g K í - h f l ( ф ) Ш dM ds . 
y(t) J Ä2S K2 J s 2 

ti 

Die rechte Seite wird wegen 1) für hinreichend grosse t negativ. Das ist aber 

ein Widerspruch, da nach unserer Annahme oft)-- — > 0 ist. Somit ist der 
y(t) 

Satz bewiesen. 
Wir geben eine Anwendung. Es sei 

9(t+ 1) 

mit konstantem £ > 0. Dann ist 

q/2(i) = (2 _ e)2 (t + 1)- ' _ 2 ( 2 - a H Ê + l ) 1 - * <?'(<+!)  

а(<) " 9(t+ 1) g2(t+ 1) 

+ A t i r ~ c 9 ' 4 t + D 
93(t + 1) 

Ist g'(t) gleichmässig beschränkt, so ist f ü r die Gültigkeit von 

' a'2(s) Г а 
J а i (e) 
о 

hinreichend, dass e so gross sei, dass 

CO 
dt 

ds < o o 

I < o o 
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o o . 

bestehe. Jetzt ist die erste Bedingung: 

J t J 1 9 ( i + i) 
a a 

Das bedeutet, dass 
OO 

j p- ' f fVjdt = oo 
ô 

hinreichend ist dazu, dass jede Lösung von (D) oszillatorisch sei. 

§ 4. 

Sind die Bedingungen a), b) und c) im Satze 1 gültig, so sind alle nicht-
oszillatorische Lösungen der Differentialgleichung (D) monoton, im Intervalle 
(b, oo), wo b genügend gross ist. I n dem Beweis des Satzes 1 haben wir gezeigt, 

oo n 
dass im Falle \ t 25 f f t ) dt < oo, und а ф 0, eine solche Lösung y(t) der Dif-

ö 1 = 1 
ferentialgleichung (D) existiert, fü r welche lim y(t) = a . Wir werden jetzt 

(-•oo 
über die nicht-beschränkte, nicht-oszillatorische Lösungen der Differential-
gleichung (D) beweisen, dass 

lim ^ ^ = р ф о 
(-•oo t 

ist . Die Beweisführung ist ähnlich zu der von R . A . M O O R E und Z . N E H A R I [ 1 ] . 

Satz 4. Sind die Bedingungen des Satzes 1 gültig, und sind die Funk-
tionen - — für t + 0 monoton wachsend und für t + 0 monoton abnehmend 

t 
(i = 1, ..., n), ferner ist gfst) d gfs) g f t ) und 

I 2 fAt) 9ft) dt < 
J i=l 

so ist die nicht-oszillatorische Lösung y(t) der Differentialgleichung (D) entweder 
gleichmässig beschränkt, oder es ist 

И шУМ = р ф 0 . 
Í—OO t 

Beweis. y(t) sei eine nicht-oszillatorische, nichtbeschränkte Lösung der 
Differentialgleichung (D). Ohne Beschränkung der Allgemeinheit können wir 
annehmen, dass f ü r t > a, y(t) > 0 ist. Diese Lösung ist also im Intervall 
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[a, oo) monoton wachsend. Integrieren wir (D) zweimal von ax bis t(ax > a A 0). 
Wir bekommen dann: 

t 

(1) y(t) = y(ax) + (t ax) y'(t) + I (s - ax) 2 f M g , ( y ( s ) ) 4 y ' ( s ) ) d s 

űj 

Da y'(a) > 0 ist, so fü r ein geeignetes a, ay'(a) ^ y(a), und so bekommen 
wir mit Benützung des Lagrangeschen Mittelwertsatzes, dass für 

t > max ( I a — a \, a) = ß , 

(2) y(t) ^ y(a) + y'(a) (t - a) S y'(a) (t + a - a) ^ 2 y ' ( a ) t 

ist. Wählen wir jetzt ax so gross, dass ax > ß sei, dann wird wegen (2) 

! s « & > + m + f . j t l t í ? m m ч т d , A 
y(t) y(t) J ы\ 2y'(a) s 

ai 
t 

г j . f i ( e ) 9 i { m a ) ) g M h j ( 0 ) d s . 
y(t) y{t) 2 y (a) ) ыx 

ai 
Es ist immer möglich für ein beliebiges e > 0 ein a* zu finden, so dass 

f ü r ax > a* 
со 

> 7 , ( 7 7 , ( 2 2 / » ) <?,(«) A,(0) ds<s 
2 f / ia) . f=i 

sei. Dann bekommen wir aus (3) fü r ax > a* 

1 - е £ y ^ L + ffl 
y{t) y(t) ' 

Wegen der Voraussetzung y(t) -> oo, ist nach (D) offensichtlich, dass 
Í/(Í) von unten konkav ist, d. h. 

y , { t ) ^ y ( t ) - y ( a ) ^ y ( t ) t 

t — a t t — a 

also 

УМ , t 1 — £ <L 
y(t) t — a 

Da s beliebig klein sein kann, und die rechte Seite gegen 1 konvergiert 
(t -> oo), folgt die Gültigkeit der Relation: 
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Wir müssen noch beweisen, dass y'(t) eine positive untere Grenze hat . 
Wählen wir ал so gross, dass ty'(t) > (1 — e) y(t), falls t > ax ist, dann bekom-
men wir 

t 

(1 - e) (y'(ax) - îftO) = (1 - 8) Г >7,(s) <7,(2/(5)) %'(«))<& = 
J 1=1 

d. h. 

gAy(s)) = (' j t f À s ) (1-Ü y(s) h+У(8)) de й 
J <= i y{s) 

Oi 
t 

á J i / i W ^ ^ ' W W í « ) ) ^ á 
а, 

t 

й f J f M g - & £ P sy\a1)hi(0)dsgy'(a1) max A,(0)£, 
d í=i 2y (ax) 

s
 t^i^n 

ai 

(1 - £(1 + max A,.(0») ^ y'(t) (1 - e). 
1 

1st g < (1 + max A,(0))_1, so folgt aus der vorigen Ungleichung, dass 
y(t) f ü r t > a eine positive untere Grenze p hat . Da y'(t) monoton abnehmend 
ist, wird lim y'(t) = p bestehen. 

Aus (4) bekommen wir also: 

lim y - ^ = p . 
Í—oo t 

Bemerkung 1. Die Abschätzung | y(t) \ + Kt ist auch f ü r allgemeinere 
Differentialgleichungen gültig. Betrachten wir die Differentialgleichung (D). 
Für die Funktionen /,(*), gt(t), h f t ) (i = 1, . . . , n) seien die Bedingungen des 
Satzes 1 erfüllt, ferner seien die gt(t) submultiplikativ, | g f t ) | ^ cg,( | t |), 
wo с > 0 konstant ist, und die ht(t) (i = 1, . . n ) seien gleichmässig be-
schränkte Funktionen, /,(*) müssen aber jetzt nicht positiv sein. Die Anwen-
dung des verallgemeinerten Bellmanschen Lemmas [4] ergibt, dass 

\y(t)\<Kt, 

J. " 
\ f,(s) I gt(s) ds < oo und der Wertbereich der Funktionen G,(t) = 

а t 
= die ganze Gerade ist. 

J g M 
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Es ist leicht zu beweisen, dass auch y'(t) gleichmässig beschränkt ist. 
Bemerkung 2. Wir werden jetzt noch einen Satz formulieren. 
Satz 5. Sind die Bedingungen a), b), c) des Satzes 1, 2 erfüllt, dann ist 

die Gültigkeit der Bedingung d) notwendig und hinreichend dafür, dass eine 
Lösung y(t) existiere, für die 

l i m ^ L a ^ O 
/->00 t 

ist. 

Dieser Satz ist mit den vorigen Methoden leicht beweisbar. 

(Eingegangen: 20. April, 1961.) 
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О С Ц И Л Л Я Ц И О Н Н Ы Е Т Е О Р Е М Ы Д Л Я О Д Н О Г О Т И П А 
Н Е Л И Н Е Й Н Ы Х Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л Ь Н Ы Х У Р А В Н Е Н И Й 

ВТОРОГО П О Р Я Д К А 

L . P I N T É R 

Резюме 

Теорема 1. Все решения уравнения (D) колеблющиеся, если выпол-
няются условия: 

а) hit) > 0, непрерывная функция, 1 ^ г <кп, 0 <i < < оо, 
б) gt(t) непрерывная, возрастающая функция, sggft) = sg t, — oo < 

< t < oo, i ^ i <; n, 
в) ht(t) > 0 непрерывная, возрастающая функция, 1 фг ^ n , 
г) является такой а > 0, что gt(t) и h f t ) (i = 1 , 2 , . . . , и) либо в [—а, 0], 

либо в [0, а] удовлетворяют условием Липшица, 
д) является А*(1 < к < п), что 

f tfk(t)dt = oo 
ô 

и если е > 0, то 
со —со 
Г ds Г ds 

< oo , < oo, 
J ffk(s) J 9k(8) 
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Если же 
n 

I t 2 fk(t) dt < oo, 
J k=. 
0 

то (D) обладает неколеблющиеся решениями. (Но может быть, что сущест-
вуют и колеблющиеся решения.) 

Теорема 3. f f t ) , g f t ) и hft) (г' = 1 , . . . , п ) такие же, как в теореме I. 
Существует a (t) > 0 (Ogt< оо) непрерывно дифференцируемая функция, и 

1) существует по крайней мере одно 4 (\ glc < п), что 9 к ^ возраста-

ющая в (—«5,0), и убывающая в (0, оо), и если г > 0 

j' a(t) fk(t) dt = оо 

С a'2(t) 3 
(2) — y-!-dt< оо, 

J a{t) 
о 

то решения (D) колеблющиеся. 
Теорема 4. f f t ) . g ft) и hft) удовлетворяют условием а, б, в теоремы 

1 и функция — ) возрастающая если t + 0, и убывающая если t g 0. д,(st) g 

g gfs) g ft) и 

С " 
2 f f t ) g ft) dt < «о, 

J о 
то неколеблющиеся решения (D) либо равномерно ограниченная либо 
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