OSZILLATIONSSATZE FUR EINEN TYP VON NICHTLINEAREN
DIFFERENTIALGLEICHUNGEN ZWEITER ORDNUNG

von
L. PINTER!

Einleitung

Die Losungen der nichtlinearen Differentialgleichungen verhalten sich
in Bezug auf den Oszillationscharakter wesentlich anders als die der linearen.
Im Falle einer linearen Differentialgleichung oszilliert entweder jede, oder
aber keine der Losungen, hingegen kann im nichtlinearen Fall vorkommen,
dass gleichzeitig oszillatorische und auch nicht-oszillatorische Losungen exi-
stieren (vgl. [1]).

Wir wollen in diesem Artikel die Losungen der Differentialgleichungen

y' +f(t)gly) h(y') =0

und allgemeiner der Differentialgleichungen

n
(D) ¥+ ZH0 9.4 kiy) =0
beziiglich der Oszillation untersuchen.

§ 1

In diesem und im folgenden Paragraphen erweitern wir zwei Resultate
von F. V. Arkinson [2] iiber die Differentialgleichung

¥ +iyel=0

auf den allgemeineren Typ (D). Wir werden unsere Resultate durch eine weitere
Entwicklung der Methode von ATKINSON erzielen.

Satz 1. Es sei in der Differentialgleichung (D), fir =1, ..., n,
a) f,(t) eine im Intervall [0, oo) definierte, positive, stetige Funktion,
b) g,(t) eine im Intervall (—oo, o) definierte, monoton wachsende, stetige
Funktion mit sg g,(t) = sgt,
c) hy(t) eine im Intervall (—oo, oo) definierte, monoton wachsende, positive,
stetige Funktion ; und man nehme weiter an :
d) es gibt ein @ > 0, so dass g,(t) und h(t) entweder im Intrevall [0, a], oder
wm Intervall [—a, 0] der Lipschitz- Bedingung geniigen (i =1, ..., n).

1 Bolyai Institut der Universitéit, Szeged.

333



334 PINTER

Es gelten dann die folgenden Behauptungen:
a) Damit alle Losungen von (D) oszillatorisch sind, ist es hinreichend, dass es
mandestens fir ein k(1 < k < n)

(A) § it dt =
und fiir jedes € > 0 ;

) — o0

J ds J ds )

—— < oo, - < oo

gi(s) gi(s)

qiltig seien.

B) Fir die Existenz einer nichtoszillatorischen Lésung von (D) ist es hinreichend,

dass

besteht.
Bemerkung. Man kann von der Behauptung des Satzes folgern, dass
z. B. im Falle, in dem fiir jedes ¢ > 0

3 U o el

ist, die Giltigkeit der Relation

(B) |t 3 fw =
& i=1
0

notwendig und hinreichend dazu ist, dass alle Losungen der Differentialgleic-
hung (D) oszillatorisch seien.

Beweis. Ad o) Wir nehmen an, dass es eine nicht-oszillatorische Losung
y(t) der Differentialgleichung (D) existiert. Ohne Beschrinkung der Allgemein-
heit konnen wir annehmen, dass fiir ¢ = b > 0 auch y(f) > 0 ist. Es ist klar,
dass y’(t) im Intervall [b, oo) eine monoton abnehmende Funktion ist, also
existiert lim »’(f) und ist nichtnegativ. Im Intervall [b,o0) is talso y'(t) = 0,
d. h. y(t) eine nicht-abnehmende Funktion. Integrieren wir (D) von ¢, bis
b <ty < t), so wird:

t
e

(1) y(t) — (L) + J > 1) g(y() h(y () ds = 0.

=
t,

Da nach den vorigen lim y’(t) existiert und nichtnegativ ist, wird:

t—>co

1 l\/

‘Zf 8) 9(y(s)) h; (¥'(s))ds  fiir t =b.
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Integrieren wir beide Seiten dieser Ungleichung von & bis ¢ (b < ¢),
80 bekommen wir mit einer einfachen Abschitzung:

t

®) 90 2 [(s 1) 3 16) 00160 by () ds = [ 5-5) (9 9016 ),
b

i=1
b

wo f,(t) und g,(t) den im Satze angegebenen Bedingungen geniigen. g,(¢) und
ki (t) sind wegen b) und c¢) monoton wachsende Funktionen, folglich hat

man:
gy o

(4) o
gk(( (8—Db) fi(s) gk(y )hk(y’(s))ds

hk(O)
Aus (4) und (5) fo]gt
by (0) .%(f 5 — b) fuls gk(y(s )hk(y ) ds)

Integrieren wir (6) von ¢, bis ¢, (b<_t; < t,) und fiihren wir die Bezeich-
nung:

t
G = | bl
: gi(s)

ein, so wird:
2

[Gk ( ‘ (s — ) f,(8) 9u(y()) kk(y’(s))ds) g

b

hi(0)

t

z‘kw~MAMda

L s
f04jw~mmmmmmmwwws

t

Wenn jetzt £, — oo, so bleibt die linke Seite dieser Ungleichung wegen
der Existenz von lim @, (¢) endlich, wihrend die rechte Seite auf Grund von

t—>o
(A) iiber allen Grenzen wichst, was ein Widerspruch ist.
Damit haben wir Behauptung a bewiesen.
Ad p). Wir nehmen jetzt an, dass

o

{t2HMWt:w
i=1
0
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und die Bedingung d) im Intervall [0, a] fir ¢,(¢) und A, (¢) erfullt ist, wo
0 < a < oo besteht. Offenbar kénnen wir ¢ < 1 bedingen.
Wir zeigen, dass in diesem Falle (D) eine nicht-oszillatorische Losung

hat.
Man kann durch Ableitung leicht zeigen, dass wenn die Gleichung
- ’m nV
(M) vt =a— | (s —1) 2s) 9(v() Ay (9) ds
i=

g

mindestens eine gleichmissig beschriankte stetige Losung hat, dann diese
Loésung auch eine Losung von (D) ist. Diese Losung kann wegen

limy(t)=a wund limy'(t)=0

t—>c t—co

gewiss nicht oszillatorisch sein.
Wir konstruieren durch sukzessive Approximation eine solche Losung.
Es sei

plt) =a— | (s —1) 3 15 gn(s) 1oi(s) s
° t

w©

Ynlt) =a — J (s —1t) f\. 11(8) 9i(Um—1(8)) h(Ym—(s)) ds ,
t

Wir zeigen, dass die auf diese Weise angegebene Folge im Intervalle
[c, oo) gleichméssig konvergent ist. (¢ bestimmen wir spater.)

Erstens beweisen wir, dass ein Punkt ¢, > 0 existiert, so dass im Inter-
vall [¢,, oo) fiir jedes m gilt:

(8) 0=y, (t)<a und 0<yplt)<a

Wir werden den Beweis durch vollstindige Induktion durchfiihren.
Fiur m = 1 ist (8) offensichtlich erfiillt. Im Falle m = 2 ist nach der Definition

w

wt) =a— | (s—t) (s ga) h(0)ds,

t

e

yilt) = J 15) gila) hi(0) ds .

i=1
t
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Wihlen wir jetzt f, so gross, dass

2 | s 1) SHis)g(a hia) ds < a
t

und

o0

2],

t

=y

b=

fi(s)gla)hla)ds < a

I

giiltig seien, falls ¢ > ¢,. Solches ¢, existiert immer, da nach der Annahme

L) )

r

J t > f(t)dt < oo, und umso mehr J 2ft)dt < oo.
i=1 i=1

0 0

Da die Funktionen A(t) (¢+ =1, ...,n) monoton wachsen, wird fiir
TN

]
n

mi)za— | 0 S1(5) @) hia)ds > 0,

t

andererseits ist wegen

j (6 —1) %f{(s)gi(d) hi(0)ds >0

Ys(t) < a. Ferner ist

©

w0 = | Sjea@nod< | 3o hia ds <a
T

t

fiir ¢ = t,; und es ist offensichtlich, dass y,(t) = 0 ist.
Wir nehmen jetzt an, dass

O=y.li<a; 0=<9.t)=a fur t=i,
und zeigen, dass

0= Ygut)=a und 0=y, ()Za fir ¢t=4,.
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Nach der Definition ist

v

? 8
=

|

—

]
s
—~~
L3
Q
L
v
\%
(=

Andererseits hat man

J 50 2 146) 0ume) (s s 2 0,
t

und somit ist y,,4,(f) < a, wenn t = .
In dhnlicher Weise ist

Ym1(t) =J‘ 2;f:(3) gi(ym(s)) h; (?/;n(s)) ds = 0,

y$n+1(t)éJZf,-(S)g,-(a)h,-(a)ds.S_a, wenn t=t,.
i=1
t

Somit haben wir bewiesen, dass fiir jedes m
D= g iZs wmd 0=ydH =6

Die Funktionen g;(t) und k() (# =1, ...,n) geniigen im Intervall
[0, a] einer Lipsichtz-Bedingung, d. h.

|9:(8) — 9:(8)| = G;|t—s],
| Ai(t) — hy(s [éH,-]t—s],
=1 csmy 1,860 al:

Wihlen wir jetzt ein ¢, so, dass fir ¢t > ¢,

2J(s+1—t).>.‘i s)[gda) H; + ha) G} ds < ¢ < 1
i=1
1

ist. Offenbar existiert nach den auf die Funktionen f(t) gestellten Forderungen
ein solches ¢,.
Wir beweisen, dass im Fallem > 2 fiir ¢t > ¢,

(9) | Yma+1(8) — Ym@) | + | Ymsa(t) — ymlt) | < g™

ist.
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Wir schliessen durch vollstindige Induktion. Fur m = 2 ist

| ys(t) — yalt) | + | ya(t) — ga(t) | =

I

J (s+1-—1%) g;fi(s) } 9:‘(?/2(3)) h; (yé(s))*gi(yl(s)) hi(yi(s)) lds<
t

H/\

J (8 + L= t) 2/1(8 [qz ih('llz ) = h(?/l( )) lgl(y2(s)) T

o) s < 2a (s £ 1~ 1) 370) (0.0 H, + hia) G1ds < .
t

Die Behauptung gilt also fiir m = 2.
Wir nehmen jetzt an dass (9) fiir ein m(= 2) besteht und schliessen
daraus auf die Giiltigkeit von (9) fiir m + 1. Man hat ndmlich

| Ym+2() — Ymaa() | + | Yma2lt) — Ymia ()] =

éj(s +1=1) é]‘z(s) |9 (ym+1(3)) hi(y;n+1(8)) = gi(ym(s)) hi(y;n('s)) |ds <
t

@

—_<—J (s+1—17) gfi(s) [g:(a) lhi(y:?l+l(8)) - h,(y,’.,,(s))] +
t

@) [9{(Ym+1(8)) — 9(ym(9))| 1ds <

éJ (8+1“t)i:2]‘f1(3)[9i a)H, ‘ym 1(s ~Zlms)i-*—

t

+ G iym+l ym(s |](18 =

oo

< g | (1 —1) Do) [g/@) H, + hia) 6] ds < g™,

i=

fiir ¢ = ¢,.
Somit wurde (9) fiir jedes m und fiir ¢ > ¢, bewiesen. Nach unserer

Annahme ist 0 < g < 1, somit ist die Reihe ' ¢" konvergent. Diese numeri-

n=1

sche Reihe ist nach (9) eine Majorante der Reihen

’é]yni-z(t) — Yn41(t)] und ’g;]y,',+2(t) — Ynalt)]
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woraus die gleichméssigen Konvergenzen
Yn() = y(t) und  yp(t) =>y'(t)

folgen. Wir haben also bewiesen, dass eine Losung y(f) von (7) existiert, die
im Intervall [t;, o) den Bedingungen y(co) =a und y'(oo) = 0 geniigt,
d. h. nicht-oszillatorisch ist.

Ist die Bedingung d) im Intervall [—a, 0) erfiillt, so konstruieren wir
mit der vorigen Methode statt (7) die Losung von

o«
n

(7) mw=—w—J<s—0QWMwwwnmw»®-

i=
t

§ 2.

Im folgenden Satz geben wir eine hinreichende Bedingung dafiir, dass
die Differentialgleichung

(* ¥+ l=2l fit) g.(y) M(y') = 0

eine nicht oszillatorische Losung habe.

Satz 2. Die Funktionen f,(t), g:t) =1, ...,n), h(t) sollen den folgen-
den Bedingungen geniigen :

a) f,(t) ist eine im Intervall (0, oo) definierte positive, stetig differenzierbare,
monoton abnehmende Funktion (i =1, ..., n);

b) g,(t) ist eine im Intervall (— oo, o) definierte stetige, monoton wachsende
Funktion, sgg,(t) = sgt, ferner ist g(t) submultiplikativ, d. h. g(t;t,) <
<g,(t,) g(t;) fitr beliebiges t, und t,; endlich ist g(t) = O(t), wenn t —0 ;

c) h(t) ist eine im Intervall (—oo, oo) defimierte positive, stetige Funktion
mit

t

Jids—wx’ fiir t—oo.
h(s)

0

Ist

]

gmwmw<m,
0

so ist jede im Intervall [a, o) definierte Losung y(t) der Differentialgleichung
(D*) gleichmdissig beschrinkt, und fiir t — oo strebt y(t) nach einem von Null
verschiedenen Grenzwert.

Beweis. Erstens zeigen wir, dass wenn y(f) eine im Intervall [a, o)
definierte Losung der Differentialgleichung (D*) ist, dann #’(#) gleichmaissig
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beschriankt ist. Wir zeigen diese Behauptung durch die Anwendung einer
wohlbekannten Methode.
Wir fithren die folgenden Bezeichnungen ein:
t sds
sds
H(t ; f g,(s) ds ,
() = o)
<
== H(y’(t)) -+ ‘—21 fi(t) Gi(y(t)) .

So wird

’ nl y,(t) y”(Q \ "_' , _—
E'(t) = h(y'(t)) + gfi(t) Gi(y(t)) + l;‘ fi(t) gi(?l(t))y (t) =

> i(t) G(y(t)) < 0.

Ek/:

y'(t) ist also gleichmiissig beschrankt.

Da die in der Differentialgleichung vorkommenden Funktionen ziemlich
allgemein sind, kann man nicht hoffen, dass fiir die Losungen auch Unizitat
bestehe. Es kann vorkommen, dass die Nullstellen nicht isoliert sind. Es ist
aber offensichtlich, dass eine nicht-isolierte Nullstelle entweder ein innerer
Punkt eines Intervalls ist, wo die Losung verschwindet, oder aber ist sie ein
Haufungspunkt von isolierten Nullstellen. Deswegen ist es klar, dass wenn eine
Losung oszillatorisch ist, dann isolierte Nullstellen im Intervall ¢ < a fiir
beliebiges @ existieren. Von der Differentialgleichung (D*) ist ersichtlich, dass
die Losung an jeder isolierten Nullstelle das Vorzeichen verindert, anderseits
ist y'(t) zwischen zwei nacheinanderfolgenden Nullstellen monoton wachsend,
bzw. monoton abnehmend, je nachdem y(¢) > 0, bzw. y(f) < 0 gilt. Es folgt
von den bisherigen, dass es eine aus isolierten Nullstellen von y(#) beste-
hende monoton zunehmende Folge #,,, 15, to1, tagy - - -5 tpy, byas - - - ©Xistiert, so
dass im Intervall (¢4, ¢,,) (t) > 0 ist und y’(f) nur einmal, etwa im Punkte #},
(t1 < 1) < t5) verschwindet.

Integrieren wir (D*) von £, bis #}:

3
n

Y1) — (L) +J 2 1(5) 0(s) by (5)) ds =0,
th,

f

Y (t) =J ,\ fi(s) 9:(w(s)) h(y'(3)) ds ;

tx,
y'(t) ist im Intervall (¢4, t) monoton abnehmend, somit ist hier
0= y(t) < ¥'(tia) ¢ — ),

6 A Matematikai Kutaté Intézet Kozleményei VI. A/3.
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Beachten wir diese Relation im vorigen Integral, so wird

1

Y () éJ > 4 1i(s) 9y (tia) (s — i) )h(y (tia )ds =

i=

ik,
i

:<—' h(y’(t/\l))J 2; fz(s.) g[(s = t’l.'l) 9, (.l/’(tl{l)) dS
t, i
y'(tey) > 0 und, da y'(t) gleichmissig beschrankt ist, hat man

Gl ¢ !
1< K| > fis)gds) ds.

J i=1
tk,

Das ist aber ein Widerspruch.

§ 3.

Es ist leicht zu beweisen, dass im Falle der linearen Differentialgleichun-
gen die Bedingung (B) notwendig dazu ist, dass alle Losungen oszillatorisch
seien. Das folgende Beispiel zeigt aber, dass diese Bedingung nicht hinreichend
ist. Betrachten wir die Differentialgleichung

1
II + e et y —
4+ 1)2
Es ist hier

o

Jt/ t) dt —}—_wd = oo,

und eine Losung dieser Differentialgleichung ist }/¢# + 1, die nicht-oszillatorisch
ist.

Man kann die folgende Frage stellen: Existiert immer eine stetige Funk-
tion f(t) > 0 derart, dass die Differentialgleichung

Y+ 1) gly) =

eine nicht-oszillatorische Losung hat, falls g(f) solche Eigenschaften besitzt,
wie im b), mit der Ausnahme der Bedingung

Die Antwort auf diese Frage ist bejahend. Es sei namlich

1ty = ——— __1_‘

4(t + g(t+1 )
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Wir zeigen zuerst, dass [ (¢ 4 1) f(t) dt = oo; daraus folgt offensichtlich
o 0

auch f tf(t) dt = co. Nun ist
0

s s (s+1)

i d
|t 1y syt = e+ 1) s d=— [ oo
: ; 4t + D2g(+1)?) {

fiir s - oo.

Die Differentialgleichung

" l
Yt ) = 0

3 .
4(t+ 1)2g((t+ 1)2)

hat nicht-oszillatorische Losungen, eine solche ist z. B. y = |/t + 1.
Geben wir jetzt hinreichende Bedingungen dafiir an, dass alle Losungen
der Differentialgleichung

D) ¥ + __3_1‘ 10 9: (y(®)) ks (v () = 0,

wo f,(t), g;(t) und h,(t) solche Funktionen sind, wie im ersten Satz, oszillatorisch
seien.

Die erste leicht beweisbare Bemerkung ist die folgende:
Wenn fiir mindestens ein k(1 < k < n)

dann ist jede Losung von (D) oszillatorisch.

Angenommen, es gebe eine nicht-oszillatorische Losung y(t), dann ist
y(t) > 0 fiir ¢ > @ und y’(t) ist eine monoton abnehmende nichtnegative
Funktion. Nach Integration der Differentialgleichung (D) bekommen wir
durch eine einfache Abschitzung:

t t

V@ 0 = | 210 a0 by ) ds = 0,0(@) hul0) | 15) d.

Das ist aber ein Widerspruch, da die rechte Seite iiber allen Grenzen wichst,
die linke Seite aber wegen %’(a) = y'(tf) = 0 endlich bleibt.

Im folgenden wollen wir einen Satz beweisen, der dhnlich zu dem fir
die linearen Differentialgleichungen bestehenden Satze von M. ZLAMAL [3]
ist. Durch die Anwendung unseres Satzes konnen wir in gewissen Fillen be-
ziiglich unserer Frage auch schirfere Resultate erreichen als bei dem obigen
Satze.

6*
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Satz 3. Es seien f,(t), 9,(t), h;(t) wie in Satz 1 [a), b), c)] und wir nehmen
an, dass es eine im Intervall [0, o) definierte, positive, stetig differenzierbare
Funktion o(t) gibt, die den folgenden beiden Bedingungen gewiigt :

1) far mindestens ein k(1 <k < n) st 'th(t—) etne vm Intervall (—oo, 0)

monoton wachsende, im Intervall (0, o) aber monoton abnehmende Funktion, und
fiir jedes & > 0 st

j ault) fult) %‘th e,

)

- alz(t)
dt < oo.
?) J )

Dann ist jede Losung der Differentialgleichung

(D) ¥y + %ff(t) g: (h: (y') =0
oszillatorisch.

Beweis. Wir nehmen an, dass es eine nicht-oszillatorische Losung y(f)
der Differentialgleichung (D) gibt. Man kann annehmen, dass fiir ¢ > a,
y(t) > 0 ist. Aus der Differentialgleichung (D) bekommen wir, dass

YO _yOye) — 0 _ I IO s iy l/_(t))z
y(t)) Y (t) ,-flf i y(t) (@) (y(t)

Multiplizieren wir jetzt beide Seiten mit a(f). Nach partieller Integration
von ¢; bis ¢ erhidlt man unter Verwendung der Schwarzschen Ungleichung:

t

Yy y'(ty) < (Y(9) 5 000
al(t) ) = alty) y(tll) == J a(s) 1;21 fi(s) —y(s) hi(y (6)) ds —

4

t t

- J afs) (y’(s)r ds + ] o’ (s) @ds < afty) y(t)
y(s) o= y(s) y(ty)

t
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Also ist
t

F t n ] p
a0 00 < &, — [ at) 21069 W0 1)) o <

L5}

t
< Ky — | ato) ) 8D ) s,
; y(s)
wo K, eine geeignete positive Konstante ist.

Beachten wir jetzt a), b) und c), so erhalten wir, dass y(t) fir £ > a
monoton wachsend, y’(f) aber monoton abnehmend ist; daraus folgt, dass
y(t) < y(a) + y'(a) (t — a). y'(a) > 0, somit ist von einem ¢,y(t) < K, ¢, wo
K, = 1 eine geeignete Konstante bedeutet. Es sei #; > ¢,, dann wird unter
Verwendung von 1.:

t

& K
atty Y'Y < &, — 1(0) J a(s) /(9) g"i{—j’ ds < K, —

¢
%J a(s) fi(s) g—? ds.

4

Die rechte Seite wird wegen 1) fiir hinreichend grosse ¢ negativ. Das ist aber
ein Widerspruch, da nach unserer Annahme a(t)l(%)— > 0 ist. Somit ist der
Y
Satz bewiesen.
Wir geben eine Anwendung. Es sei

t 4 1)>

g+ 1)

mit konstantem ¢ > 0. Dann ist

W) _ 5 DT 22—+ DG+
a(t) gt +1) g2t + 1)
(¢4 1) X+ 1
Pe+1

Ist ¢'(t) gleichmissig beschriankt, so ist fiir die Giiltigkeit von

a(s)

hinreichend, dass ¢ so gross sei, dass

©

J_dt‘, Iy
J e+t +1 }



346 PINTER

bestehe. Jetzt ist die erste Bedingung:

= o

2 00 5 s B )
il e e i sl

a a

Das bedeutet, dass

J‘ 1 f (1) dt = oo
0

hinreichend ist dazu, dass jede Losung von (D) oszillatorisch sei.

§ 4.

Sind die Bedingungen a), b) und ¢) im Satze 1 giiltig, so sind alle nicht-
oszillatorische Losungen der Differentialgleichung (D) monoton, im Intervalle
(b, ), wo b geniigend gross ist. In dem Beweis des Satzes 1 haben wir gezeigt,

dass im Falle S t 2 fit)dt < oo, und a = 0, eine solche Losung y(t) der Dif-
ferentlalglelchung (D) existiert, fiir welche hm Y(t) = a. Wir werden jetzt
iiber die nicht-beschriankte, mcht-oszﬂlatorlsche Losungen der Differential-

gleichung (D) beweisen, dass

lim 2% —p:;&()

t—>o0 t

ist. Die Beweisfiihrung ist dhnlich zu der von R. A. MoorE und Z. NeHARI [1].
Satz 4. Sind die Bedingungen des Satzes 1 giiltig, und sind die Funk-

tionen ? lt() fir t = 0 monoton wachsend und fir t < 0 monoton abnehmend
(2 =1, ...,n), ferner ist g(st) < g,(s) gt) und

gfi(t) gi(t) dt <

so st die nicht-oszillatorische Losung y(t) der Differentialgleichung (D) entweder
gleichmdssig beschrdnkt, oder es ist

lim <= y) =p£0.

t—+ o0

Beweis. y(¢) sei eine nicht-oszillatorische, nichtbeschrankte Losung der
Differentialgleichung (D). Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit kénnen wir
annehmen, dass fir ¢ > a, y(t) > 0 ist. Diese Losung ist also im Intervall
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[a, oo) monoton wachsend. Integrieren wir (D) zweimal von a, bist(a, > a = 0).

Wir bekommen dann:
t

M)y =yla) + (t —a)y'©O) + ] (s — a) é‘f.-(s) g(y($) h(y () ds
Da y'(a) > 0 ist, so fir ein geeignetes a, ay'(a) = y(a), und so bekommen
wir mit Beniitzung des Lagrangeschen Mittelwertsatzes, dass fiir
t >max(jla —al,a)=24,
(2) y(t) = y(a) + y'(@) (t — a) = ¥'(a) (t + & — a) < 2y/(a)t
ist. Wahlen wir jetzt a, so gross, dass a; > f sei, dann wird wegen (2)

a)g:8) , .,
———Qy’(a) ) h(y'(s)) ds =

t
1< Y@ W E () 22

a,

o) WS, L PR s ains
-y * y(t) ) 2y’(a)J%f’ (5) 9: (2 (a)) 9:(5) s

a

Es ist immer moglich fiir ein beliebiges ¢ > 0 ein a* zu finden, so dass
fiir @, > a*

o

: ?/ @, [ z (5) 9424/(@)) gi(s) hi(0) ds < &

sei. Dann bekommen wir aus (3) fir a; > a*

y(t) y(2)

Wegen der Voraussetzung y(f) — oo, ist nach (D) offensichtlich, dass
y(t) von unten konkav ist, d. h.

yi< ¥ —¥a 9y ¢
t—a t t—a

also
t
(a1)

1 — esy .
Y(t) t—a

Da ¢ beliebig klein sein kann, und die rechte Seite gegen 1 konvergiert
(t — o), folgt die Giiltigkeit der Relation:

(4) lim A
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Wir miissen noch beweisen, dass y’(t) eine positive untere Grenze hat.
Wihlen wir ¢, so gross, dass ty’(¢) > (1 — ¢) y(t), falls ¢ > a, ist, dann bekom-
men wir

t
1—&@(a)—y®)=(Q10-— G)J i} 1) 9y (s)) hy'(s)) ds =

t
=f ﬁ 1i(8) 0e) (1 — &) y(s) hi(y'(s)) ds <
2= y(s)

< f S 108D sy )iy oy as <

< J =i o) URHD) 9) sy ) 0 ds < @) max (o)

2y (a,) s e 1<isn

Y(a)(1 — (1 + e hi(0) < y'(t) (1 —¢).

Ist &< (I + max h(0))71, so folgt aus der vorigen Ungleichung, dass
y(t) fiir t = a eine positive untere Grenze p hat. Da ¥’(f) monoton abnehmend
ist, wird hm y'(t) = p bestehen.

Aus (4) bekommen wir also:

lim w:p.

t—>co t

Bemerkung 1. Die Abschétzung |y(t) | = Kt ist auch fiir allgemeinere
Differentialgleichungen giiltig. Betrachten wir die Differentialgleichung (D).
Fiir die Funktionen f,(t), g;(t), k,(t) (: =1, ..., ») seien die Bedingungen des
Satzes 1 erfiillt, ferner seien die g,(tf) submultiplikativ, |g;(t) | < cg;(|¢ |),
wo ¢ > 0 konstant ist, und die A;(t) (1 =1, ..., n) seien gleichmaissig be-
schrankte Funktionen, f,(f) miissen aber jetzt nicht positiv sein. Die Anwen-
dung des verallgemeinerten Bellmanschen Lemmas [4] ergibt, dass

ly®)| < Kt,

wenn 2 | f(s) | 9i(s) ds < oo und der Wertbereich der Funktionen G (t) =

a
t

— —é—die ganze Gerade ist.
g:(s)
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Es ist leicht zu beweisen, dass auch y’'(t) gleichméssig beschrankt ist.

Bemerkung 2. Wir werden jetzt noch einen Satz formulieren.

Satz 5. Sind die Bedingungen a), b), c¢) des Satzes 1, 2 erfillt, dann st
die Galtigkeit der Bedingung d) notwendig und hinreichend dafiir, dass eine
Losung y(t) existiere, fir die

lim £/ a0
tsco

uSt.
Dieser Satz ist mit den vorigen Methoden leicht beweisbar.

(Eingegangen: 20. April, 1961.)
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OCLIMJIJIALIMOHHBIE TEOPEMBI [J1s1 OQHOr0 TUIMA
HEJIMHEAHBIX JU®®EPEHLIUAJIbHbIX YPABHEHUN
BTOPOro roPsiIKA

L. PINTER

Pe3iome

Teopema 1. Bce pewenusi ypaBHeHus (D) xoseGuromuecsi, eciau BINOJ-
HSIIOTCS YCJIOBUS:

a) fi(t)> 0, nenpepbBHast QyHKUMs, 1 < i< n, 0 < (< oo,

0) ¢;(t) HenpepblBHasl, Bo3pacraiomast (QYHKUUS, Sgg(f) =sg?t, — oo <
<t < oo, 1 £4=m,

B) h =0 HerpepbiBHasl, BO3pacTalolas Gynkuus, 1<

r) ﬂBJIﬂeTCﬂTaKOH a >0, yto g;(t) uh(t) (: = 1,2,...,n) 1u
nubo B [0,a] ynoBieTBOPAIOT ycioBuem Jlunumna,

n) sisasercs k(1 < k < n), 4ro

n,
—ay 0]»

= l|/\

i
00

(1t dt = oo
0

u ecan € >0, TO
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Ecnu ke

oo

‘ tgfk(t)dt(; oo,
; :

To (D) odnagaer Hexojedmomuecss peweHuamu. (Ho moykeT ObITh, 4TO cymiect-
BYIOT U KOJ‘IeﬁﬂlOlllldeCﬂ pememm.)

Teopema 3. f,(t), g/(t) m h(t) (¢=1,...,m) TaKue ke, KaKk B Teopeme I.
Cyuiectsyer a(t) > 0 (0 5 t < o) HenpepblBHO AU depeHurpyemast QyHKUUSA, U
gl: (t)

1) cymectByeT mo Kpaiineid mepe oao k£ (1 <k < n), uro e BO3pacra-

ouast B (— oo, 0), n yosBaomas B (0,00), u ecyu & > 0

o

J‘ alt) £, () 249

= i
2 Sl | Z oo,
(2) | a(t)

0

To peuwenus (D) Koneﬁnmumeca.
Teopema 4. f,(¢), g,(t) u h,(f) ynoBneTBOPSAIT ycioBUEM a, 0, B TeOpeMbl

AQ)
t

1 1 pyHKuus BO3pacranmas ecju t > 0, u yobiBawwas ecnut < 0, g(st) <

= g:i(s)g(t) n

n
J 2 [ gty dt < oo,
=1
TO HeK0Je0oLecs: pelenysi (D) Jubo paBHOMEPHO OrpaHuuyeHHast nubo

lim 4 =p+0.
t

t—>o
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