UBER DIE ANALOGA DER GANZEN RATIONALEN FUNKTIONEN
IN VERALLGEMEINERTEN KLASSEN VON FUNKTIONEN
EINER KOMPLEXEN VERANDERLICHEN 1.

von
K. SZILARD

In den letzten drei Jahrzehnten sind von einer Reihe von Verfassern
Klassen von Funktionen einer komplexen Veridnderlichen, die als Verallge-
meinerungen der Klasse der analytischen Funktionen aufgefasst werden, be-
handelt worden. Vergleiche z. B. den Artikel von ScHABAT [6], oder den
zusammenfassenden Bericht von H. KtNz1[1], beide mit ausgiebigen Lite-
raturverzeichnissen.

In der vorliegenden Note soll gezeigt werden, dass unter gewissen Bedin-
gungen in diesen Klassen Funktionen enthalten sind, die analoge Eigenschaf-
ten, wie die der ganzen rationalen Funktionen aufweisen. Die nachstfolgenden
Ausfiihrungen sind zum Teil auch in meiner im Jahre 1927 erschienenen Arbeit
[2] enthalten. Als Analogen einer ganzen rationalen Funktion wird eine Funk-
tion { = f(z) der komplexen Veridnderlichen z genommen, die fiir alle Werte
der z-Ebene definiert ist (z = oo ausgenommen) und mit |z| gleichmiissig ge-
gen Unendlich strebt (d. h. fiir eine jede gegebene positive Zahl M gibt es eine
Zahl r > 0 so, dass |f(z)| > M wenn nur |z| > 7 ist). Ein einfaches Beis-
piel: f(z) = Re'®, z=rei?, wo R=19 & = ¢ ist.

§ 1. Die Klasse aller eindeutigen stetigen Funktionen
der komplexen Veriinderlichen z

Hilfssatz 1. In einem Jordanschen Bereiche & mit der Randkwrve I in der
z-Ebene sei eine eindeutige stetige (komplexwertige) Funktion f(z) definiert. Auf
I sei immer f(z) == a (a — eine komplexe Zahl) und es sei Varyp arg [f(z) — a] == 0.
Dann gibt es einen inneren Punkt z,in & so, dass f(z,) = a. (Mit »Varp arg f(z)«
wird die Anderung des Argumentes der komplexen Zahl f(z) bezeichnet, wenn
z die Kurve I in positiver Richtung durchlduft). Wenn es also in ¢ keinen
inneren Punkt z, gibt so, dass f(z,) = @, so ist Varparg [f(z) — a] = 0.

Beweis. Den Bereich ¢ zerlegt man in endlichviele Jordansche Bereiche
1 L, . . ., &;mit den Begrenzungskurven I, I, . . ., I'; die alle einen Durch-
messer < & haben, wo ¢ > 0 beliebig klein vorgegeben ist. Wenn es auf einer
dieser Begrenzungskurven einen Punkt z, gibt, so dass f(z,) = @, so ist der

Beweis fertig. Wenn nicht, so ist

/-

Varparg [f(z) — a] = > Varp, arg [f(z) — a]
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und aus diesem Grunde fiir wenigstens eine der Kurven I, ist

Varp, arg[f(z) — a] & 0.

Mit dem zugehdorigen Bereiche €, verfihrt man genau so, wie mit dem Bereiche
¢ mit dem Unterschied, dass ¢ durch ¢/2 ersetzt wird usw. Wenn dabei niemals
vorkommt, dass auf einer der erhaltenen Begrenzungskurven f(z) = a wird,
so bekommt man eine unendliche Folge ineinandergeschachtelter Bereiche
L =g Q& Q™ von der Breite < ¢/2"1 auf deren Grenzkurven

Y- Fbene

-
=

X {z)+¢p(z}

A

-y

Fig. 1.

I'™ die Funktion f(z) von a verschieden ist und Varpw arg [f(z) — a] 5= 0.
Es ist leicht zu sehen, dass in dem einzigen gemeinsamen Punkte z, aller
dieser Bereiche f(z,) = @ ist w. z. b. w. Dieser Hilfssatz kann sinngeméss auch
fiir durch eindlichviele Jordankurven begrenzte Bereiche ausgesprochen wer-
den (zum Beweise zerlegt man sie in endlichviele Jordansche Bereiche).

Hilfssatz 2. Es seien f(z) und ¢(z) zwei in dem Jordannschen Bereiche {
stetige Funktionen. Auf der Randkurve I' sei |@(z)| < |f(z)|. Dann ist

Varp arg [f(z)] = Varparg [f(z) + ¢(2)] .

Der Beweis wird mit denselben Uberlegungen gefiihrt, wie der des bekannten
Satzes von Rouché (s. Goursat [3] S. 127, TOKT und SHIBATA [4], S. 162
oder WHYBURN [5] S. 90). Eine anschauliche Deutung S. Fig. 1.

Folgerung: Die stetige Funktion f(z) sei in dem Jordanschen Bereiche
¢ definiert und auf der Randkurve /" des Bereiches sei |f(z)| > {,, wo {, eine
komplexe Konstante ist. Dann ist Varparg f(z) = Varp arg [f(z) — (o). Geo-
metrisch kann man diese Folgerung so deuten : In der {-Ebene sei [ das durch
f(z) entworfene Bild von /" und P ein nicht auf /" liegender Punkt der {-Ebene.
Wenn man um P als Mittelpunkt einen Kreis schligt dessen Radius kleiner als
der Abstand von P von I ist, do hat Varparg[f(z) — {,] fir alle Punkte
o dieses Kreises denselben Wert.
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Satz 1. Es sei f(z) eine eindeutige, fir alle endlichen Werte von z definierte
stetige Funktion und es sei lim [f(z)| = oo gleichmdssig. Dann gelten folgende

2] >
Aussagen. 1. Es existieren eine positive Zahl r, und eine ganze Zahl n, so, dass
wenn die Jordan’sche Kurve I' in der z-Ebene in ihrem Innengebicte den Kreis
|z| < ry enthilt,

Varparg f(z) = 2 an,

ist, 2. Wenn eine beliebige komplexe Zahl {, vorgegeben wird, so gibt es eine
positive Zahl r, so, dass wenn die Jordan’sche Kurve I' in der z-Ebene in ihrem
Innengebiete den Kreis |z| < r;, enthdlt,

Varparg [f(z) — {o]l = 27 n,
ist.

Beweis. Es sei M, eine beliebige positive Zahl. Laut Voraussetzung exi-
stiert dann eine Zahl r, > 0 so, dass [f(z)| > M, wenn nur |z| > r,ist. Es seien
I', und I'y irgendwelche (beliebige) Jordansche Kurven, die in ihren Innengebie-
ten den Kreis |z| < r, enthalten. Nehmen wir dann eine dritte ebensolche
Jordansche Kurve, zum Beispiel einen Kreis um den Nullpunkt mit dem Radius
R (bezeichnen wir ihn durch I'y) der beide Kurven I'; und I', umfasst (d. h.
fiir welchem max |z| < R und max [z| < R ist). Dann ist Varp, arg f(z) =

T,

2€I €l
= Varp, arg f(z) und auch Varp, arg f(z) = Var,, arg f(z), da in dem zwei-
fach zusammenhingenden Bereiche, der durch I'; und I'y (bzw. I', und I';)
begrenzt wird f(z) #= 0 ist und daher laut Hilfssatz 1 Var,, arg f(z) —
—Varp, arg f(z) = 0, (» = 1, 2) sein muss.

Es ist daher fiir alle Jordansche » Kurven I" welche den Kreis |z| <7, in
ihren Innengebieten enthalten Var;arg f(z) eine Konstante Grosse, die wir
durch 2zn, bezeichnen (n, ist, wie bekannt, eine ganze Zahl). Es sei nun {,
eine beliebige komplexe Zahl. Laut Voraussetzung gibt es eine positive Zahl
r;, derart, dass ausserhalb des Kreises |z| < r; immer |f(z)| > |{,| ist. Laut
Folgerung aus dem 2-ten Hilfssatze ist dann

Varparg [f(z)] = Varparg [f(z) — {o] = 27 n,

fiir eine jede Jordansche Kurve I' die in ihrem Innengebiete den Kreis |z| < 7,
enthélt. Damit ist der Satz 1 bewiesen. Die ganze Zahl n ist ein Analogon des
Grades einer ganzen rationalen Funktion, doch fiir den allgemeinen Fall einer
stetigen Funktion n, kann sowohl positiv, als auch negativ, oder Null sein.

§ 2. Die Klasse aller eindeutigen stetigen Funktionen,
welche orientierungstreue Abbildungen vermitteln.

Die Aufschrift dieses Paragraphen sei durch drei Bedingungen prizisiert
die die nunmehr zu untersuchenden Funktionen f(z) erfiillen sollen.

1. Der Definitionsbereich von f(z) hat innere Punkte und f(z) ist in diesen
eindeutig und stetig.

2. Wenn f(z) == Const., so nimmt sie ihre Werte in den inneren Punkten
ihres Definitionsbereiches isoliert an (d. h. wenn f(z¢) = £y, so gibt es um z,
als Mittelpunkt einen Kreis in dem sonst f(z) == {, ist).
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3. Liegt der Punkt z, im Innengebiete einer Jordanschen Kurve I" die
selbst, samt Innengebiete aus lauter inneren Punkten des Definitionsbereiches
von f(z) besteht, so ist

Varparg [f(z) — f(z0)] > 0,

wenn z die Kurve I" in »positiver Richtung« durchliduft (es wird selbstver-
standlich angenommen, dass auf der Kurve I' f(2) & f(z,) ist).

Der Kiirze halber wollen wir die Funktionen, welche den Bedingungen
1, 2 und 3 geniige leisten, Funktionen der Klasse P nennen. f(z) sei eine Funk-
tion der Klasse P und z, sei ein innerer Punkt ihres Definitionsbereiches. Dann
kénnen wir dem Punkte z, eine positive ganze Zahl n zuordnen die wir als
Multiplizitat des Funktionswertes {, = f(z,) im Punkte z, bezeichnen. Es gilt
namlich

Hilfssatz 3. Wenn die zur Klasse P gehorige Funktion f(z) = Const. ist,
S0 gibt es um jeden inneren Punkt z, ithres Definitionsbereiches (mit z, als Mittel-
punkt) einen Kreis so, dass fiir alle Jordanschen Kurven I" die zu dieser Kreis-
fliche gehiren und z, in ihrem Innengebiete enthalten,

Varparg [f(2) — f(zy)] = 2 an = Const.

1st. (n — eime natirliche Zahl.)

Beweis. Wegen Bedingung 2 gibt es mit z, als Mittelpunkt einen Kreis,
der ganz zum Definitionsbereich von f(z) gehort, so dass im Inneren und auf
dem Rande y dieses Kreises f(z) == f(z,) ist, wenn nur z == z,. Es sei I" eine
Jordansche Kurve die ganz im Inneren dieses Kreises liegt und z, in ihrem
Innengebiete enthilt. Im zweifach zusammenhéngenden Bereiche, der durch
I" und y begrenzt wird, ist f(z) == f(z,) und daher laut Hilfssatz 1

Varparg [f(z) — f(zo)] = Var,arg [f(z) — f(z)] = 27n

fiir alle Jordanschen Kurven I" der betrachteten Art. Wegen Bedingung 3 ist
n eine natiirliche Zahl (die Multiplizitit des Funktionswertes (, = f(z,) in
2o ; wir sagen auch, {, wird in z, durch f(z) n-fach angenommen).

Hilfssatz 4. Es sei & ein von endlich vielen Jordanschen Kurven begrenzter
beschrinkter Bereich der z-Ebene, der (samt Rand ) ganz im Inneren des Defini-
tionsbereiches von f(z) liegt. Auf dem Rande I' sei vmmer f(z) 5= Co. Dann ist die
Anzahl A der &, Stellen (die wegen Bedingung 2 endlich ist und wobei die mehr-
fachen C-Stellen entsprechend ihrer Multiplizitit gezihlt werden) in & gleich

1

27

Varparg [f(z) — Gl

Der Beweis wird so gefiihrt, wie der des analogen Satzes der klassischen Funk-
tionentheorie (vergl. auch Tox1 und SHIBATA [4] S. 161 und WHYBURN [5]
S. 92). Wenn wir von nun an die »Anzahl der {,-Stellens im Sinne dieses Hilfs-
satzes verstehen, so konnen wir folgenden Satz beweisen.
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Satz 2. Es sei die zur Klasse P gehiorige Funktion f(z) fir alle endlichen
Werte von z definiert und es sei gleichmdssig

lim | f(z)| = oo

jz|>

Dann nimmt f(z) alle komplexen Werte an und zwar einen jeden gleich oft (d. h.
ng-mal, wo n, eine natirliche Zahl ist ).

Beweis. Laut Satz 1 gibt es eine ganze Zahl n, so, dass fiir alle komplexe
Zahlen £,

Varparg [f(z) — {,] = 2an, ist, wenn nur das Innengebiet der Jordan-
schen Kurve I'" einen geniigend grossen Kreis um den Nullpunkt (als Mittel-
punkt) enthélt. Laut Bedingung 3 kann n, nur positiv (d. h. eine natiirliche
Zahl) sein, und aus dem Hilfssatz 4 folgt, dass ny, die Anzahl der {, Stellen
innerhalb der Kurve /" (d.h. {iberhaupt die Anzahl der {, Stellen) von f(z)
ist. w. z. b. w.

(Eingegangen: 26. Mai, 1961.)
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0B AMNOJIOTAX LEJIbIX PALIMUOHAJIbHbIX ®YHKLHUNA B 0BOBILEH-
HbIX KJIACCAX ®YHKLHUHA OAHOr0 KOMIIJIEKCHOIr0 NMEPEMEH-
HOro, I

K. SZILARD
Pe3iome

J10Ka3bIBAOTCA CJIEAYIOLIUe TeOPeMbl.
1. Tlyete § = f(z) HempepbiBHAs KOMIIJIEKCHO3HAYHAsl QYHKLUS, Ompene-
JleHa JUISl BCeX KOHEUHBIX TOYeK KOMIIJIEKCHOM 2 - MJIOCKOCTH M NMYCTh

lim |f(z) | = o

P ]
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paBHOMepHO. Torma st 060ro KOMILIEKCHOI0 uucna {, CyLecTByeT Kpyr C
LIEHTPOM z = 0 ¥ C pajuycoM r,, TaKoii, 4To /151 11060 OPAAHOBOH KpuBoOii [’
coziepyKallei B cBOel BHyTpeHHeH 00JiacT¥ 3TOT KpYT, BeJMYMHA

Varparg [f(z) — 2,] = 2 2n

eciu 2 00X0AUT KpUBYI0 I' B IIOJI0YKUTEIbHOM HANPaBJIeHUH U TJe 7 Lejioe YUCII0
(oHO ¥ TO YKe JUIsl BcexX 3HaueHHi ().

2. Ilycrb GyHKuus Teopemsl 1, { = f(z) umeer eme cieylollue cBOHCTBA:
OHA NpHUHMMAET BCe ero 3HaueHus1 {, U30JIMPOBAHHO (T. €., ecin f(z,) = &,, Toraa
CYILECTBYeT KpYT € LEHTPOM Z, B KOTOPOM f(z) ==, €cliu TOJIbKO z==2,) U
Varparg [f(z) — f(2,)]>0, ecu f(z) onpejeneHa B HEKOTOPOit 3aMKHYTOM »Kop/a-
HOBO# 00J1aCTH OIr'paHMYeHHOM KpuBOH I' M rje 2, — BHYTPeHHAsl TOYKa ITOi
obnactu (Ha I' f(2) 5 f(z,). Toraa n npepbiAyIIeil TeopeMbl O3HAYaeT YKMCIIO
TOUEK Z B KOTOPBIX f(2) = {, (¢ y4eTOM BO3MOYKHBIX MHOTOKPATHOCTEil 9THX 3Ha-
YyeHwuii).
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