SUR LE MODULE DE CONTINUITE INTEGRALE

par
J. CZIPSZER

§ 1.

Cette note a pour l'objet d’améliorer le théoréme suivant de HrLre -
KLEIN—IzuMmr.

Soit f une fonction réelle, mesurable, de période 2z et & p-iéme puissance
intégrable sur [0, 2zz] pour un p > 1.1 Supposons encore que f n’est pas équi-
valent & une constante. Alors I'inégalité

(1.1) T par = 6, on(f, myret

v
(—oo << o0, 0<h < 27)

est valable, ou ¢ , signifie une constante indépendente de x et de & et o (f, A)
désigne le p-ieme module de continuité de f, c’est-a-dire

2;.':'
w,(f,h) = sup ([ |f(x+t) — f(x) [P dz)ip.
0st<h o

Pour p = 1 ce théoréme est da & MM. E. HiLe et G. KLEIN (voir [1],
Théoreme 1). C’est M. S. Izumr qui I’a démontré pour p > 1 quelconque (voir
[2]).

En adoptant les mémes hypotheses que plus haut, nous allons établir
I'inégalité
(1.2) [1£(2) [Pt < ¢, 0,(f, R)

E

pour tout ensemble K C [0, 27] mesurable et de mesure 27, la constante cj
étant indépendente de E.

f n’étant pas équivalent & une constante, on a h = O(w,(f, k)) (h—0)
(cf. [3], p. 45 et (2.9) plus bas). Par conséquent (1.2) entraine (1.1). Vu encore
que pour tout p = 1 il existe des f€L? tels que w,(f, k) 5 O(h), (1.2) est
effectivement plus fin que (1.1) lorsque p > 1.

Quant aux premiers membres des inégalités (1.1) et (1.2), remarquons
ce qui suit:

x+h
En prenant la limite supérieure des quantités f |f(¢)|P dt lorsque z par-

X
court les nombres réels et celle des quantités j |f(¢)|? dt lorsque E parcourt
E

1 Dans la suite nous désignerons par L” la classe de ces fonctions.
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les parties mesurables de [0, 2] de mesure A, le quotient de ces deux nombres
devient infiniment petit pour certains f lorsque # — 0. Cela veut dire que la
généralisation du domaine d’intégration au premier membre de (1.1) signifie
aussi une amélioration essentielle de cette inégalité.

La démonstration de (1.1) pour p = 1, resp. pour p = 1 utilise, dans
chacune des notes citées, certaines moyennes de la série de Fourier de f
(moyenne de Jackson chez Hrrre—KwurrN, moyenne d’Abel—Poisson chez
Izumr). Or nous avons réussi a établir (1.2) par une voie tout & fait directe et
du méme coup extremement simple.

L’inégalité (1.2) peut étre étendue a la classe LP(— oo, o) des fonctions
réelles, mesurables et a p-iéme puissance intégrables sur tout ’axe réel. Bien
entendu, pour ces fonctions le p-iéme module de continuité se définit par

w,(f.h) = sup ([ |f@+ 1) — () [P da)te.
0<t<h —

Dans la suite nous nous servirons encore des notations suivantes:

27
| ll, = ( | f(x) [ dz)ip pour feLe,
0
[, = (jm{ f(z) |P dz)VP pour f€ LP(— oo, o),

2n
1
m(f) = EJ‘ f(x)yde  pour feL.
0

Nous convenons encore de poser 0° = 1.

§ 2.

(2.1) Théoréme. St f € LP(— oo, o0) et E est un ensemble linéaire de
mesure finie h, alors

i‘f‘“’ IPda < cp || fl[;7 o0 (f, )

ou la constante c, ne dépend que de p.
(2.2) Théoreme. Si f € LP n’est pas équivalent & une constante et si E est
une partie mesurable de [0, 2x], alors

(2,3) [1f@) PP L (f, h)
' E o pwp(f,Qn) ol

ou h désigne la mesure de E et la constante c, ne dépend que de p.

Les démonstrations de ces théoremes se laissent mener en partie simulta-
nément. Désignons par I I’axe réel ou l'intervalle [0, 27], suivant que nous
envisageons le premier ou le deuxiéme théoréme.
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En posant
F(x)=(|fle+u)Pdu,
E

nous partons de la formule évidente

h h h
(2.4) (F@tvdt— | F(a+t)dt = [ (F(t) — F(t+h))dt .2
0 0 0
En tenant compte de l'inégalité
a? — b < paP~t|a—b]| (@=0,b=0)

et de celle de Holder, on obtient les formules

F(0) — F(t) = { (|f(w)]? — |f(t + w)|P) du <
E

(2.5) < p [ [f(w) P |f(w) — F(t + w)|du <
E

Pt 1
= p(éf | f(w) [P du) P (EY |f(w) — f(t + w) [P du)p < p||f|[5~* o2y(f, D)

et
x

[(F@)—F+h)dt= [ [ (ft+ w0 —|ft +u+h)P)dtdu <
E O

0

(26) <p [ [If¢+w)P2|ft+u) — fit + w4+ k)| dtdu <
E I

p—1

1
< p(Es i[ |f(t 4 w)|Pdt du)T (§ IJ I/t + w, — [t +u+ ) |Pdtdu)r <

E
= ph||fip  wp(f, 1),

valables pour 0 < t < A, 0 < x € 1.
On déduit de (2.5), (2.4) et (

@7  Fo= 2p!1sz-lwp<f,h>+%J Fla+ t)dt (0<z€l)
0
ol nous avons supposé h > 0 ce qui est bien légitime.

Si f€LP(— oo, o), on a évidemment lim F(z) = 0 et par conséquent
x=+o

F(0) = 2p|fl~t opf, B) .

(2.1) est donc démontré avec ¢, = 2p.

*2_Lje_mploi de cette formule nous a été suggéré par un passage du traité de M.
ZyemUND ([3], p. 45) ou il s’agit de démontrer que w,(f, k) = o(h) pour e LP n’a pas
lieu & moins que f ne soit équivalent & une constante.
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Passons maintenant au théoréme (2.2). Intégrons suivant z sur [0, 2x]
dans (2.7):

| h .
(2.8) F(0) < 2p|[fll;~ wp(f, B) + ;;HIHE’-
En vertu de l'inégalité de Minkowski w(f, t) vérifie 1'inégalité
o (f,t, +1) < w,(f, 1) + oy(f, ts) (t,=0,t,=0).
Celle-ci entraine grace & la monotonité de w,(f, t)
w,(f, 4t) < (A + 1) w,(f, t) {t=0,420).
En posant t = h, 1 = Qh_n ,on en tire
47
2.9 hs ———— w,(f,h).
(2.9) S e plf, 1)

w,(f, 27) 5= 0, puisque f n’est pas équivalent a une constante. (Cf. [3], p. 45
ou (3.1) plus ‘bas. ) Observons encore que
(2.10) w,(f, 1) < 2||f|, (t=0).
Enfin (2.8), (2.9) et (2.10) entrainent

Il
F(0)<6 Jh
(0) = P (2 op(f, h)
ce qui équivaut a (2.3) avec ¢, = 6p.

Remarquons que notre démonstration peut étre simplifiée si 'on sup-
pose que B est un intervalle. En effet, I’introduction de la fonction auxiliaire
F devient alors superflue. Soit p. e. £ = [0, h]. En appliquant (2.4) & | f(#) [p
au lieu de F(t) et en évaluant le deuxiéme membre par un calcul analogue a
(2.6), nous obtenons

h
(i@ rdt < p|flE 2o, b) + [ | fe+t)Pdt (0 <€),
E 0

La conclusion de la démonstration reste la méme que plus haut.

85

Dans ce qui suit nous cherchons a donner une forme plus expressive au
coefficient de w,(f, #) qui figure au second membre de (2.3). Démontrons
a cette fin le lemme suivant:

(3.1) Toute fonction f € LP(p = 1) vérifie U'inégalité
e
wp(f: 2m) =2 ™ | f — m(f) Hp :

La démonstration sera basée sur I'inégalité

(3.2) e+ 1P 2 lab+ 2,
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valable pour tout nombre réel a et p = 1. Pour a = 0 (3.2) s’ensuit des rela-
tions

2 2 27

et
i 1 1
—(a+1P= —(a+1) > —a,
2(—i—) 2( ) G

tandis qu’il est évident pour — 2 < a < 0, le deuxiéme membre étant non-
positif dans ce cas. Soit enfin a < — 2 et posons y = — a. Observons que
par suite de la convexité de la fonction ¢ — #?, on a pour tout couple a, b de
nombres non négatifs

aP + bP > 2

a—+b\P
9 )

~

En posant a =9y — 1, b = 1, il vient

o

¥
=)0 = D
v ) (2 2 2 2

ce qui entraine (3.2).

En remplacant dans (3.2) o par %,nous obtenons I'inégalité

(3.3) 1a+ﬁ|v;51;|av+f;—|ﬁ|"—lsgﬁ,

valable quelques soient les nombres réels a, f3.
Passons maintenant & la démonstration de (3.1). Posons g(z) = f(x) —
— m(f). Il vient

2n 2n 27 27
Wi/, 27) = EI;J [t +0— fy pazit= - [ [ 11g) —f@) | dydo=
00 00
27 2n
1 ¢
o 5;J J 19(y) — g(x) | dydz .
00
En appliquant (3.3) avec a = g(y), f = — g(x), nous trouvons
2n 2n
opth2m = = [ [ Lo~ o) o) s o)) dyio =
00 =

= llglp =S li—mnl,

..
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Notre lemme nous permet d’énoncer la variante suivante du théo-
réme (2.2):
(3.4) Théoréme. En admettant les hypothéses de (2.2) on a

J @ dm s oo 1 ).

E

(Recu le 28 mai 1961.)
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O0b UHTETPAJIbHOM MOAYJIE HENPEPBIBHOCTH

J. CZIPSZER

Pe3iome

JlokasbiBaetcsi cieayomee 00o00menue teopem K. Hinie, G. KLEIN n
S. Izum1 (cm. [1], [2]):

Ecmu dynxuus f € LP(0, 27) HeakBUBaJNeHTHA KOHCTaHToi u E C [0, 27]
13Me- PUMOe MHOYKeCTBO Mephl fi, Torjia MMeeT MecTO HepaBeHCTBO (1.2), rne

2n _1_
w,(f, h) =sup ([ |f(@+1)—f(z) P dx)” ),
0<t<h O

a4 C;p, KOHCTAHTa, 3aBUCHMAsi TOJIbKO OT f up. JlOKaSI:IBaeTCﬂ €lle aHaJIoOruyHas
Teopema JUIs Kiacca LP(— oo, o).
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