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Bevezetés

Gyors részecskék energidjanak meghatirozasa a fotoemulziéban a ré-
szecskenyom szérédasanak mérése alapjan torténik. Ugyanis, ha ¢ jeloli a
részecske s hosszisagu uton (cellahossz) elszenvedett szérédaséinak, a tobb-
szords Coulomb-szérédéasnak sikbeli vetitett szogét, akkor e 4 szog négyzete
{#?%y varhaté értékének és a részecske tomegének ismeretében energidja mar
meghatérozhato.

Ebben a dolgozatban a Coulomb-szérédas ($#2) paraméterének — pon-
tosabban az ezzel aranyos a® jel-paraméternek — a becslésével foglalkozunk.
A becslésnél a mérési hibanak — a hattér zajanak — a hatésat is figyelembe
vessziik. A probléma fizikai hatterével itt nem foglalkozunk, erre vonatkozéan
néhany korabbi dolgozatra utalunk ([1]—[4]). E helyen a feladatot elsGsorban
matematikai szempontbdl kivinjuk targyalni.

A dolgozat els6 részében a Coulomb-szérédis o paraméterét és a hat-
tér hatdsédnak (a mérési hibanak) a? paraméterét becsiiljiik elGszor a maximum
likelihood médszer alapjan, majd mért d; értékeknek egy kvadratikus alak-
javal. Megmutatjuk, hogy ha az a® paraméterek kvadratikus becslésétsl
torzitatlansigot és minimalis szérist kovetelink meg, akkor ez az optimdlis
kvadratikus becslés megegyezik a maximum likelihood médszer alapjan kapott
becsléssel. Kvadratikus becslésnél a torzitatlansig és minimdlis szérds kovetel-
ménye a kvadratikus alak matrixdnak elemeire vonatkozoéan feltételes szélsG-
értékfeladathoz vezet. Ennek megoldésara — kis cellahossz esetén érvényes —
egyszerli aszimptotikus kifejezéseket nyeriink. Az optimalis kvadratikus
becslés szérisit jellemzd g,,(x) gorbéket — a becsiilt paraméterek hdnyadosé-
nak fiiggvényében — az 1. dbra tiinteti fel. (Az aAbrdknal a b) és a c) jelzés
arra utal, hogy az a) jelli dbra egy-egy részét a gyakorlati hasznilhatésig
kovetelményeinek megfeleléen kinagyitottuk.) Megmutatjuk azt is, hogy
az o paraméter becslésének relativ szérdsa aszimptotikusan a mérési pontok
szadménak nyolcadik gyokével csokken.

Ez az optimalis kvadratikus becslés gyakorlati szamitésra nem alkalmas,
mert rendkiviil koriilményes és hosszadalmas szdmitasokat igényel. A masodik
részben altalinos médszert adunk gyakorlati szamitas szempontjabdl alkalmas
kvadratikus becslésre. A becslés természetesen rosszabb, mint az el6bbiekben
nyert optimalis, azonban az optiméalis becslés szérasinak ismeretében eseten-
ként mérlegelhetd, hogy a valasztott becslés hatdsfoka kielégitG-e. A médszer

1 Kozponti Fizikai Kutaté Intézet.
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lényege abban all, hogy a kvadratikus becslés matrixit — eltéréen az opti-
mélis becslés esetétdl — alkalmasan vélasztott alapmdirizok lineédris kombi-
néciéjaként irjuk fel. fly médon nem a métrix elemeire, hanem csupén a
linearis kombinédciéban szerepld egyiitthatéokra nézve jutunk feltételes szélss-
értékfeladatra.

Az els6 két részben foglaltak lényegileg megtalilhaték kordabbi [4] dol-
gozatunkban. A [4] dolgozat harmadik részében a fent emlitett G® =
= [G{P] alapmétrixokat a kovetkez8 Toeplitz-tipusii matrixoknak vélasz-
tottuk:

(*) GH — 1

i M(éi,j+k+6i+k,j) A=0,1,...,0;4,7=1,2,...,N.

Jelen dolgozatunk harmadik részében elGszor annak elméleti indokoldsit ad-
juk, hogy az alapmatrixokat miért célszerii Toeplitz-tipustiaknak vélasztani.
Ezutan M. E. Cosyxs javaslatara az alapmatrixokat ugy véalasztjuk meg,
hogy azok a koordinatik dtugrdsos méasodik differencidinak tiszta négyzet-
Osszegével valé becslésnek feleljenek meg. Az alapmatrixoknak ilyenképpen
valé megvilasztiasa elméleti és gyakorlati szempontbdl egyarint jobbnak
bizonyul, mint a (*) métrixoké. Elméleti szempontbdl azért, mert az ezekkel
végzett becslés az optimalis kvadratikus becslés hatésfokit jobban megkoze-
liti (v6. [4] dolgozat 3., 2. 4brai és jelen dolgozat 2., 3. abrai). Gyakorlati
szempontbdl pedig azért, mert a becslés elvégzésénél vegyesszorzatok szamitisa
feleslegessé vilik. Az a koriilmény, hogy a becsléshez a mérési pontok ordiné-
taibél megfelel6 médon képzett mésodik differenciiknak kizardlag a tiszta
négyzetosszegét kell felhasznalni, a mérések gépi titon vald egyszerii és gyors
kiértékelésének lehetéségét konnyiti meg.

Lényeges kiilonbség mutatkozik azon két eset kozott, amikor a becslést
két, illetve harom alapmdatrixszal végezziik. Két alapmatrix alkalmazdisa
esetén harom kiilonbo6z6 becslési médszert mutatunk meg aszerint, hogy az
alapbeosztishoz tartozé méasodik differenciak mellett az egy-, két-, illetve
harométugrasos mésodik differencidk négyzetosszegét hasznaljuk fel a becs-
léshez. Tekintettel arra, hogy ekkor a feltételi egyenletek egyértelmiien hata-
rozzak meg a paraméterek becslését, nagyon jé hatisfokd becslést nem var-
hatunk. A 2. dbra segitségével azonban eldonthetd, hogy melyik mddszerrel

nyert becslés tekinthet6 a paraméterek els6 kozelitésének. A harom alapmatrix-
b))

szal végzett becslésnél a® és @ az x = STD hényados fiiggvényeként adédik.
a
Ahhoz, hogy az a® és @ paraméterek kivant becslését megkapjuk, e fiigg-
vényekben z helyére egy harmadfoku egyenletnek azt a pozitiv gyokét kell
behelyettesiteni, amelynek els§ kozelitéseként a két alapmatrixszal végzett
becslések hianyadosa tekinthets. — Az o' becslés relativ szérdsit meghatirozé
0D (2) fiiggvénygorbéket a 3. dbra tiinteti fel. Innen lithaté, hogy az optimalis
kvadratikus becslés relativ szérasgorbéjétdl eltéréen e gorbéknek joldefinialt
minimumuk van. Ez a minimumhely az a_(l_) hényados minden értékéhez a
o

mérések szaminak egy meghatarozott N, értékét rendeli hozza, gy, hogy e
becslés akkor lesz a legjobb, ha a cellahosszt az N értéknek megfelelden va-
lasztjuk.
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Nyilvanvalé, hogy amennyiben az ilyen mddon végzett becslés nem
kozeliti meg kielégitéen az optimélis kvadratikus becslést, akkor az alap-
matrixok mas megvalasztasaval, vagy az alapmditrixok szidméanak novelésével
a becslés josdga toviabb fokozhaté.

I. rész

1. Egy emulzién athaladé nagyenergiaji részecske palydjat — az
emulzi6 rétegvastagsigat elhanyagolva — sikmozgis palyajaként tekintjiik.
A valédi palyanak e sikbeli vetiiletét a részecske nyomanak fogjuk nevezni.
A sikon gy vessziik fel az X, Y koordinatarendszert, hogy a részecske nyomé-
nak kezdd és végpontja az X tengelyre essék. Mérjitk a nyomnak ekvidisztans
X; =1is abszcisszakhoz tartozé Y; (¢=0,1,..., N+ 1; Y =Y N, ;= 0)
ordinatait, amelyek a mérési hibak kovetkeztében valdészintiségi valtozok (itt
s a cellahosszt jeloli). A jelenség természetébdl kovetkezik, hogy az Y; vald-
szinfiségi valtozok varhaté értéke (Y;) linedris fiiggvény.2

A tovabbi targyalds soran az Y, valdszin{iségi viltozok helyett ezeknek
masodik differenciiit, a

di=Y;,—2Y,+7Y,, 3 O S

uj valtozékat fogjuk tekinteni. Nyilvanvald, hogy ezeknek véarhaté értéke:
ddy=0 (i=1, 2,..., N). Feltessziikk, hogy a d;, valdszinfiségi valtozok
egyiittes eloszlisa N-dimenziés normélis eloszlas (lasd [2]), tehat ezek f(d”)
egyiittes stirtiségfiiggvénye:

N 1
(1.1) f(d)=(2x) 2 (detM) Zexp —%d’ M—ld].
Itt M= [JII,-]-] jeloli a d” = (dy, d,, . .., dy) valészinliségi vektorvaltozé
kovariancia matrixat, tehat
M;;=<d;d; 60 =1,2, 005N ¢

Az M kovariancia matrix két részbol tevidik ossze:
(1.2) M = o®AD 4 @ A®

ahol az elsé tag az iitkozés okozta szérédist (vagy Coulomb-széorédast), a
masodik tag pedig a mérés hibdja, a , hattér” hatéisa dltal okozott szérédast
fejezi ki. Az AW = [AP] és AD = [AP] egyszeri szerkezetli Toeplitz-
tipusi mitrix elemeire A¢) = A} jeloléssel a kovetkezs kifejezések addd-
nak:

l 4 ha k=0
(1.3) AP —1 - ha k=1
l 0 .ha b=2
"~ 2Itt és a tovAbbiakban — a fizikAban szokésos statisztikai jelolésmoédnak meg-

felelden — <&) jeldli a & valoszinliségi valtoz6 varhaté értékét.
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‘ 6 ha k=0
(2)

(1.4) AP — —4 ha k=
1) tha k=
O ha &=

Az a® és a®@ egyiitthaté a Coulomb-szérédas paraméterével, illetve a
. mérési hiba szérasival ardnyos (lasd [2]):

(1.5) oW =as, a® =} és a= %<02> 3

ahol »3 az Y, értékek mérési hibijanak szérasnégyzetét jeloli. Az (1.5) ossze-
fiiggések alapjan lathat6, hogy a részecske energiijinak meghatérozisa szem-
pontjébél milyen fontos az o egyiitthaté — illetSleg az (1.2) osszefiiggés
miatt az o és o® egyiitthaték — minél jobb becslése.

2. A kovetkez8kben az o) és a® egyiitthatéknak — a tovébbiakban a
,.jel”, illetve ,,zaj” paramétereinek — a becslésével foglalkozunk.

Az a® paraméter becslésére az a® jelolést hasznaljuk. A becslést két-
féleképpen végezziik. El6szor a maximum likelihood médszer alapjan, azutan
pedig a mért d; differencidknak egy kvadratikus alakjaval. Megmutatjuk
majd, hogy ha az utébbi, kvadratikus becslést6l megkoveteljitk, hogy torzi-
tatlan és minimdlis szérdsi legyen, akkor ez az ilyen értelemben optimdlis
kvadratikus becslés megegyezik a maximum likelihood becsléssel.

A

8——1ng(d ) =0 o =3a"; p=1,2
90

maximum likelihood egyenletek a kijelolt parcidlis derivalas elvégzése utén a

-1
(1.6) 2ol alog(detM)_ld,SM
2 00 2 oa®

d=0 oPW=3a®; »=1,2

egyenletrendszerre vezetnek. Ebbdl kell az a® becsléseket a mért d; differen-
ciak figgvényében kifejezniink. Derivaljuk e célbdl az

M72M=—E
osszefiiggést a® szerint. A
6M == A(v) T 1: 2
90
osszefiiggés alapjan
T MLM1AY —0 T,

90 ™
igy az M~ métrix o® szerinti parcidlis derivaltjira a

oM~

80 =—M1AOM y=1,2
a‘l’

(1.7)
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kifejezés adodik. Ha most figyelembe vessziik, hogy

(1.8) <M>:o g B
0™

akkor (1.7) és (1.8) alapjan a

(1.9) il i spur(M~1A®) v=1,2

90

osszefiiggésre jutunk. Behelyettesitve az (1.7) és (1.9) kifejezéseket, az (1.6)
egyenletrendszer

(1.10) —;-spur(M_lA(”)) — %d'(M-lAM M)d=0 aP=a";r=12

alakban irhaté. Ha a siirliségfiiggvény logaritmusit most (¥ szerint derival-

juk, akkor a
2
% = —spur (M1 AWM™1AY),
a a

illetve a

2 M-1 C 2M-1
d St = -1 A M-1 AW
< P o > spu r a(") e T M 2 spur (M—1 AW M-1 A®)

osszefiiggések alapjan a log f(d’) fiiggvény mésodik parciilis derivaltjainak
varhato értékére a

<8~ log f(d )>= o %Spur (M1A® M~1 A®) py=1,2

9o 5o
kifejezéseket kapjuk. Vezessiik be ezekre a —@%, jelolést:
_ _ [?logf(d) 1 A M-1A® —1.2
(1.11) ¥ = < a(")aa(")>_ spur ( MTTAWM-1AY) 4 v=1,2.

Koénnyen belithaté, hogy a Q¥ kifejezésekre érvényesek az alabbi Ossze-
figgések:

Q= @, pvy=12,
(1.12) oWk + oD Qi = %spur (M~LA®) v =1,2

1 N
a®* @ + 200 a® @, + o Qg = —spurE = ..

Az (1.12) osszefiiggések alapjin a megoldandé (1.10) egyenletrendszer végiil is

a(l)Q;kv + @ Q% = ld’(M—l A”M-1)d oM =9®: y=1,2
2

4 A Matematikai Kutaté Intézet Kozleményei VI. B/4.
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alakban irhaté. Ebbdl pedig az a® becslések méar kifejezhetdk:

(1.13) a® = %d’(Q,,l M- 1AOM-1 4 Q,MIA®M-1)d »—1,2,

ahol @ = [@,,] jeldli a @, elemekbdl alkotott métrix inverzét.
Hat4rozzuk meg végiil az a® becslések, mint valdszinfiségi vialtozok
kovariancia matrixat. Mivel a becslések varhaté értéke

B, 1 2
L) ‘M-1 A TP
I 2;‘:2]Q,,,,spur(M A"%) pi=—"1::9
a kovariancia matrix elemeire
(8 5y — —<d’( S0.M 1A<~>M—1)dd'( NG, M1A® M-1)d>
A=1

2

2 L spur (M~1 A®)

| = Quaspur -1 | =

x=1 i=1
1 .2 N N / : "
22 2 N \ \ 11*A")lll* Mr AL ME Ld.d (I,dm>—
A= i,j=1 lm=1 pq 1 rs 1
117 .2 2 -
IIE w Spur (M1 A(x))][ZQM spul‘(M_lA("))l
= i=1

adodik. (M¥; jeloli az M~! matrix elemeit.) Az itt szereplé (d,d;d,d,)
varhat6 értékeket legkonnyebben a d' = (d,, d,, . . ., dy) vektorvaltozé ka-
rakterisztikus fiiggvényébdol hatdrozhatjuk meg. A d’ valdsziniiségi vektor-
valtozé karakterisztikus fiiggvénye

1 N
TR : lukn tk tn

(pd'(tl’ t27 wisse 7tN) = €Xp
2 k,n=1

2

igy a keresett vérhato értékekre a karakterisztikus fiiggvény négyszeri parci-
alis derivalasaval a

5 t e e
(1.14) <d‘ d] d[ dm> = a(Pd (tl’ 2> ) ’N) El
8ti 8’] atl 8{m ty=ty=...=ty=0

=My M+ M M+ My M

klfe]ezest l\a,pJuk Ennek alap_]an
2 N

2 Q.. S M3 AQ M% M%E AD M2, (d, d,; dyd> =
wA 1%m

A= ljllmlp,qlrs-l

M"’ %Mw

@ @5 [spur (M~1A®) spur (M1 A®) 4 2spur (M~ AP M-1 AD)] =

1
2

2 2
@, spur (M~1 A®) Z::], @ spur (MTA®) L z/\ g QuuQ% -

—

n=
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g 3
Figyelembe véve még, hogy g ;‘% Q. Q5 Q% = Q,,, a becslések kovariancia
matrixanak elemeire végiil is

(1.15) (8o ey = Q,, vu=1,2

adédik. Ezzel a maximum likelihood médszer alapjin megadtuk az o para-
méterek becslését és e becslések kovariancia matrixat. Erdekes megjegyezni,
hogy az (1.11) és (1.15) osszefiiggések alapjan a log f(d") fiiggvény Hesse-
féle matrixanak varhaté értéke és a becslések kovariancia méatrixa kozott
— egy (—1)-es faktortdl eltekintve — reciprocitési kapesolat 4ll fenn.

3. Most ratériink annak a masik médszernek az ismertetésére, amellyel
a paraméterek becslését végezni kivanjuk. Mint lattuk, az (1.13) Ossze-
fiiggés az o paraméter becslését a mért d; differencidk egy kvadratikus alak-
jaként adja meg. Bar az (1.13) alatti kvadratikus alak méatrixa maga is fiigg
még a becsiilt paraméterektsl, mégis célszertinek latszik, hogy a mért d,
differencidknak egy kvadratikus alakjibél kiindulva prébaljunk az o
paraméterekre torzitatlan, jé hatasfokd becslést adni.

Legyen tehat

(1.16) a” =d'C"d v=1,2
az o) paraméternek egy kvadratikus becslése, ahol C® a kvadratikus becslés

méatrixa. ]
Mivel megkivanjuk, hogy a becslés torzitatlan legyen, tehat

(G = a® y=1,2
(eljesiiljon, igy a €® métrixnak ki kell elégitenie a
1.17) spur (C® AW) =4, vu=1,2
feltételeket, ahol 6,, a Kronecker-szimbolumot jelenti:
(1 ha v=up

" |0 ha »£pu.

Ahhoz, hogy a becslések hatésfokarol beszélhessiink, fel kell irnunk az
alV, a® valészinfiségi valtozék @ = [@,,] kovariancia méatrixdnak elemeit.
Figyelembe véve a (d; d; d, d,) virhaté értékek (1.14) alatt1 kifejezéseit, a
kovariancia matrix elemeire

N N
(1.18) va = <5a(”) 65(’“) = 2 2 Clg;) C;#z) [<d; dj dydpy — ﬁIij M) =
i,j=1 L,m=1
= 2 spur (C® MC® M) v u=12

adédik. J6 hatasfoki becsléseket akkor kapunk, ha a C* matrixokat ugy va-
lasztjuk meg, hogy a Q,, szérisnégyzeteket minimalizdlja. Igy tehat a kovet-
kez$ szélsGérték-feladatra jutottunk: Meghatarozandé

(1.19) min @, w12
(€)

és azok a C® matrixok, amelyek a minimumot szolgiltatjik, ahol a € be-
futja azoknak az N-edrendii szimmetrikus matrixoknak az osztalyit, amelyek

4*
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az (1.17) feltételi egyenleteket kielégitik. Ezt a feltételes széls6értékfeladatot
a Lagrange-féle multiplikatorok segitségével oldjuk meg. A minimumot szol-
giltaté C® métrixok meghatirozasira igy a

2
(1.20) 4MCOM—- 3L AY=0 y=1,2
x=1

egyenleteket kapjuk, ahol L, jeloli a Lagrange-féle multiplikitorokat.

A feladat tehét az (1.17) és (1.20) egyenletekbdl a C* (v = 1,2) matrixok
és az L, (v, » = 1, 2) multiplikitorok kiszdmitdsa. Kénnyen belithaté, hogy
az (1.17) és (1.20) egyenletek az ismeretleneket egyértelmiien meghatérozzak.
Miel6tt az egyenletrendszer megoldésira ratérnénk, megmutatjuk, hogy a
Lagrange-féle multiplikdtorok a kovariancia métrix elemeinek kétszeresei:

(1.21) L,=2@,, Poth =125

Val6ban, ha az (1.20) egyenletet balrél a C*) métrixszal megszorozzuk és képez-
ziik az igy nyert matrixok spurjat, akkor az (1.17) és (1.18) Osszefiiggés felhasz-
néalasaval az (1.21) Osszefiiggés adddik.

Fzek utéan a C® és a @ matrixok kiszamitdsa céljabdl a kiovetkezbképpen
jarunk el. Helyettesitsitk a Lagrange-féle multiplikitoroknak az (1.21) kifeje-
zését az (1.20) egyenletbe és szorozzuk meg az egyenletet mindkét oldalrél
az M1 métrixszal. fgy a €® mitrixra

2

(1.22) co—1 ¥g M1AOM
x=1

adédik. Ebb6l az osszefiiggésbdl az (1.17) feltételi egyenletek felhasznilisival
kifejezhetGk a @),, szérisok. Szorozzuk meg ugyanis az (1.22) egyenletet jobb-
rél az A matrixszal és vegyiik az igy ad6dé métrixok spurjat. Figyelembe
véve az (1.17) feltételi egyenleteket, ezzel az

2
(1.23) %spur ‘_}1‘ QM1 A® M1 AW — 6"#_ v =12

Osszefiiggésre jutunk. Innen mér kozvetleniil kovetkezik, hogy ha @,
(v, p=1,2) jeldli a Q@ = [Q,,] kovariancia métrix inverzének az elemeit,
akkor ezekre a

(1.24) g — —;—spur (M1 A® M1 AW) v, p=1,2

kifejezést kapjuk. Figyelembe véve, hogy az (1.24) jobboldalan allé kifejezés
N-nek monton novekvé fiiggvénye, konnyti belitni, hogy a becslések @ kova-
riancia matrixa a méréspontok szidménak novelésével 0-hoz tart, tehat a becslés
konzisztens.

Ezzel az optimélis kvadratikus becslés matrixait és kovariancia matrixéat
meghataroztuk.?

3 E métrixok ugyan még tartalmazzak a becsiilendé paramétereket, azonban
amint a IIL. részben latni fogjuk, a kapott osszefiiggéseink alkalmasak azok meghatéro-
zhshra.
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Osszevetve az (1.16) és (1.22) Osszefiiggéseket az (1.13) osszefiiggéssel,
illetve az (1.24) osszefiiggést az (1.15) alattival, lathaté, hogy az optimdlis
kvadratikus becslés valoban megegyezik a maximum likelihood becsléssel, amint,
allitottuk. g

A kapott (1.22) és (1.24) képletek azonban N > 1 esetén, — vagyis
amikor a mérési pontokat sfiritjiikk, — gyakorlati szdmitésra nem alkalmasalk.
Célszertinek latszik, hogy ilyen esetre érvényes, egyszeriibb és kénnyen kezel-
heté aszimptotikus formuldkat vezessiink le. A kovetkezGkben ezzel a fela-
dattal foglalkozunk.

4. Az (1.2) és (1.24) Osszefiiggésbél lathaté, hogy a Q3 elemek az a®
és a® paraméterek homogén kifejezései. Ezért célszerti, ha a paraméterek,
illetve becsléseik hianyadosira egy 1j valtozét vezetiink be és a tovdbbi tar-
gyalds sordn valamennyi el6fordulé kifejezést e valtozé figgvényében irunk
fel. Jel6lje z illetve @ ezt a valtozodt, tehat

(2) Z(2)

a , _ o«
(1'25) x"—’a@ es x—%.
Vezessiik be a

1
(1.26) : P=-—-M=A®D | zA®

a
matrixot és a

i3 N

(1.27) 3’L=2OLT)293‘L(90) v u=1,2

osszefiiggés segitségével definidlt ¢ (v) fiiggvényeket. Ezekre' az (1.2) és
(1.26) oOsszefiiggések alapjan a kovetkezd relacidk érvényesek:

B(@) = giu(@) vwu=1,2,
1
qikv(x) S xqgv{x) = Xf spur (P_l A(v)) r=1,2,

711(®) + 22g%H (@) + 2? g5 (x) = 1.
Az (1.24) osszefiiggés helyett

1

(1.28) g () = 7 fpur (P~1 A® P-1 AW) vu=1,2
4

irhat6. Az (1.27) Osszefiiggésbdl latszik, hogy az igy nyert g (x) elemekbél

alkotott métrix inverzének g, (z) elemei és a keresett @ kovariancia matrix

elemei kozott a kovetkezd egyszer(i Osszefiiggés all fenn:

9 1?2
(1.29) QV}L = T qv#(x) v, u= 1, 2.

Feladatunk tehat abban &ll, hogy a g¢k(x) (1.28) kifejezésekre, majd az in-
verz matrix g, () elemeire N > 1 esetén érvényes aszimptotikus formuldkat
nyerjiink. Ezt az a koriilmény teszi lehet6vé, hogy az (1.28) Gsszefiiggés jobb
oldalian 4ll6 P és A® matrixok — egy-egy sarokelemtdl eltekintve — a
H=[H,]

(1.30) Hy=6,,_; ii=1,2...,N
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métrix polinomjaiként irhaték fel. A H métrixot a tovabbiakban elemi Toep-
litz-féle matrixnak fogjuk nevezni. Az (1.28) Osszefiiggések szerint tehit a
gk () kifejezések meghatirozisihoz a H matrix bizonyos raciondlis tort
kifejezéseinek a spurjat kell képezni. (A sarokelemek médositdsaval ugyanis
elérhets, hogy az (1.28) osszefiiggés jobb oldalin all6 matrixok felecserélhetdk
legyenek és igy a négy tényezls métrix-szorzat a H métrixnak egy racionilis
tortkifejezéseként irhato fel.)

A mondottak szerint tehat az A®, A® és a P matrix, az (1.3), (1.4) és
(1.26) definicidjuk alapjin a H métrix segitségével a kovetkezSképpen fejez-
het6 ki:

AV =4E+ H

(1.31) A® =4E —4H +H2+ H,
P =401+4+2)E+(1—42)H+2H2+2H,.

Az itt szereplé H, matrixnak csak két zérustdl killonboz6 eleme van (a
bal fels6 és a jobb alsé sarokelem). Megmutathato, hogy ha elhanyagoljuk a

H, méatrixot, akkor a végeredményben elkiovetett hiba = nagysagrendi,

ezért a tovabbiakban a H, matrixot elhagyjuk.
Vezessiik be az (1.28) osszefiiggésben szereplé méatrix-szorzatra az

(1.32) RO = P-1A® P-1 AW h =l 2

jelolést. Az (1.31) Osszefiiggések felhasznalasaval tehat (elhagyva a H, métri-
xot),

4E +H £
4(1—|—x)E—{—(1—4x)H+xH2]
(4E - H)4E — 4 H + H?)
(41 +2)E4+ (1 —42)H 4+ 2H?2)2
4E — 4 H + H2
41 +2)E+ (1 —42)H +2H?2

adédik. Vegyiik most tekintetbe, hogy egy méatrix valamely racionalis kifeje-
zésének a sajatértékei megegyeznek a maéatrix sajatértékeinek e raciondélis
kifejezéseivel, tovabbi, hogy egy matrix spurjat megadja a sajatértékeinek
az osszege. Ennek alapjan, ha az R®? matrix sajatértékeit p{*) jeloli, az
(1.33) osszefiiggések szerint pedig az R®) matrixokat H fiiggvényében az

(1.34 RO = f,,,(H) nu=1,2

fuggvénykapcsolat hatirozza meg, akkor a keresett g,(z) fiiggvényekre

ROV — [

(1.33) R@2) — RCeD —

12

R®2) — [

N 1 N

1 e
(1'35) q,’,‘;(x) = F 2 ngu) e E— ; fv#(nk) v, u= 1: 2
k=1 k=1
adédik, ahol
= 2 cos F=12,...,N
Nk 11

a H elemi Toeplitz-féle métrix sajatértékeit jelenti (lasd pl. [5] 155—156 o.).
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Az (1.35) osszefiiggésben szereplé Osszeg hatarozott integral kozelitd
Osszegeként tekinthetd, ezért ha N > 1, akkor az Gsszeg az integrallal helyet-
tesithetd:

(@) = % J f,u(2cos2) dz .
) 0

Figyelembe véve az (1.33) és (1.32) oOsszefiiggéseket, innen

8 2
i 1+ % CcoS 2
i) = — dz,

= 1+x+(%—2x)cosz+x’cos2z

e

& (1—{—%0osz\)(l—cosz)2

qh(@) = — — 1 5 dz,
1+x+‘——2x)cosz+xcos2z]
J [ 2
0
1 J 1 — cosz)? 2
at@ == (| = ’ 2
i 1+x+(~§—2x)cosz+xcos2z

adodik.

Ha ezeket az integrilokat kiszdmitjuk, és az igy nyert [¢;,(x)] mésod-
rend{i matrixot invertaljuk, akkor az inverz matrix g, () elemeire az aldbbi
kifejezéseket kapjuk:

qu(@) = %{3205 + 117 0% 4 126 0® + 1302 — 720 — 48},

G1o(®) = — —Qﬁ{(élva-i— 20 0% 4 400 + 32) 3 )6(v + 2) +

(1.36) + (1505 + 9005 4 22204 + 11408 — 11702 — 2160 — 144)},

oo (@) = {1205 + 60 v* 4 100 ® + 920 + 1200 + 96) 23 |6 (v + 2) +

576 K
+ (4508 + 270 07 + 591 0 + 61205 4 423 01 4 27003 — 171 0% — 648 v — 432)},
ahol
K=(12v3+30v2+22v+8)vV6(v+2) — (3ot 41803+ 51 0% 4 T2 0 - 48)

7

es
v=)3+24z.

A q,,(2) figgvények az 1. dbran lithatok.
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Az (1.26) és az (1.18) Osszefiiggés alapjan meghatérozhaté az a® vals-
szintiségi valtozok relativ szérasa.

Tekintettel arra, hogy a feladat tulajdonképpen az a® jel-paraméter
minél jobb becslése, ezért a tovabbiakban els6sorban a(? becslésének relativ
szorasat fogjuk vizsgalni. Jelolje ezt o, akkor
e <6(a(1)2> 2

a(l)z = 17 q11 (x) ’

(1.37)
ahol
q5()

7% (@) gh(@) — gi2(x)

qu () =

Gyakorlati alkalmazisnal az (1.37) egyenlet jobboldali kifejezésében
a® és z valédi értéke helyére a becsléssel kapott a® és T értékeket kell behe-
lyettesiteniink.

5. Az aldbbiakban azzal foglalkozunk, hogy egyrészt ,,zaj”’ jelenléte,
mésrészt a mérések szdmanak a novelése hogyan befolysolja az a jel-para-
méter becslését.

Abban az esetben, ha tudjuk, hogy a mérési hiba elhanyagolhaté, akkor
az ol jel-paraméter becslésének relativ szorasit a kovetkezd kifejezés adja:

SN %
(1.38) &am)i = ‘ _2_] )
a N

Osszehasonlitva az (1.37) és (1.38) kifejezést, lathat, hogy a ¢,,(x) figgvény
annak mértékéiil szolgil, hogy zaj jelenléte mennyire rontja az elérheté pontos-
sagot.

Erdekes megjegyezni, hogy

¢11(0) = 1,7561,

azaz a hattér figyelembevételével szamolé két-paraméteres méodszer segitségé-
vel a® kisebb pontossiggal becsiilhets, mint az egyparaméteres mddszerrel,
még abban az esetben is, amikor a kétparaméteres mddszerrel végzett becslés-
nél a® ~ 0 adbdik. Tehat zaj létezésének a puszta feltételezése is szimotte-
vd8en befolydsolja a jel-paraméter becslésének a pontossigit, még abban az
esetben is, ha a zaj elhanyagolhatéan kicsi.

Az (1.37) egyenlet abban az esetben adja meg az a® becslés relativ széra-
sat, ha az @ és a® paraméterekre egyidejiileg végezziik el a becslést a mért
d; differenciakkal.

Ha az a® zaj-paraméter mds nyomokon végzett fiiggetlen mérésekbdl
becsiilhets, akkor a jel-paraméter becslésének hatisfoka valamivel javit-
haté. Jelolje ebben az esetben o, az a® relativ szérdsat, akkor nyilvinvaléan

Annak mértékéiil, hogy a becslés hatisfokdban milyen veszteséget okoz,
ha a zaj-paramétert nem tudjuk el6zetesen mas fiiggetlen mérésekbdl becsiilni,
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a o2 és o? relativ szérasnégyzetek hanyadosa szolgil:
1 Y g

@) =< = qul@) ghe) = —————
p e 911\%) 911 - 2(2) .
711(%) g3()

A p(x) figgvény menetét az 1. abra mutatja.

Most vizsgaljuk meg azt, hogy a becslés pontossiga hogyan novekszik
a mérési pontok stiritésével. Tekintsiink egy nyomot, amelynek az X tengelyen
val6 vetiilete L hosszsagi. Ha N + 2 mérést végziink, akkor a cellahossz:

L
38— .
|
Bevezetve a
_ "
4 alL
jelolést, az (1.5) és (1.25) osszefiiggésbol
e
g e 3

kovetkezik. Ezzel a relativ szérasnégyzet (1.37) képlete a
o 20u(IN +11y)

N +1
alakban, illetve
1
z=(N+1)9
transzforméaciéval
5 1
(1.39) 02 =293 (1 +%) r(2)
A
alakban irhaté, ahol
23
(1.40) r(z) = ‘-’l—li—) .

Az r(z) fiiggvényt a 3. dbra tiinteti fel. Az r(z) fliggvény monoton csokkend,
amibdl kovetkezik, hogy a® relativ szérdsa a mérési pontok siiritésével mono-
ton csokken. Ez az eredmény varhat6 is, hiszen minél tobb koordindtit mé-
riilnk, anndl t6bb informéaciéhoz jutunk, tehat annél jobb becslést tudunk
adni.

A qq,(x) figgvény (1.36) alatti kifejezésébdl kovetkezik, hogy nagy «
értékekre

1
qu(®) ~ a4,

ahonnan az (1.40) osszefiiggés felhasznalisival nagy N értékekre

o~N 8
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adédik. Bz azt jelenti, hogy o becslésének a pontossiga mindossze a mé-
rési pontok szamanak nyolcadik gyokével ng, azaz a novekedés olyan lasstivi
valik, hogy bizonyos hatiron til nem érdemes a mérési pontokat sfiriteni.

II. rész

Az els6 részben foglaltak alapjan lithat6, hogy a @ kovariancia matrix
ismeretében meghatdrozhatdk az optimélis kvadratikus becslés C® matrixai
(lasd [1.16] és [1.22] ). Gyakorlatilag azonban ezeknek a C* mAitrixoknak a
meghatirozasa igen faradsigos és hosszadalmas numerikus munkét igényelne.
Ezért kivanatosnak latszik az elso részben ismertetett optimalis becslés helyett
olyan kozelité eljdrds kidolgozisa, amelynél a megfelel§ kvadratikus alakok
matrixai egyszerii szerkezetiiek, tehat a jel- és zaj-paraméter becslése a mért
d; differenciakbdl konnyen szamithaté, a® relativ szérasa pedig nem novek-
szik szamottevéen. Ezért a kovetkezSkben az optimélis kvadratikus becslés-
hez tartozé C® matrixok helyett egyszerii szerkezetii, konnyen kezelhetd
métrixok segitségével adunk az a® paraméterekre torzitatlan becslést. Az
optiméalis becsléstdl valé megkiilonboztetésiil jelolje o és a® ezen becslését
a® és @@, Nyilvin a becsléshez tartozé relativ szérasok az optimalis kvadra-
tikus bec¢sléshez tartozé relativ szérisoknil nagyobbak lesznek, azonban,
mivel az ,,optimalis relativ széras’ ismert, minden egyes esetben eldonthetd,
hogy kielégité-e a vilasztott becslés pontossiga.

Tekintsiik az a® paraméter

(2.1) a® =d’'vd y=1,2

kvadratikus becslését. A V& matrixokat gy vélasztjuk, hogy torzitatlan
becsléseket kapjunk és a becslések relativ szérisa lehetdleg kevéssé térjen el az
.optimalis relativ szérdstél”. Vegyiink fel e célbdl egyeldre tetszileges G

(A=0,1,...,0) alapmatrixokat és a V® matrixokat tekintsiik ezek linearis.
kombinéciéinak:
1
(2.2) Y9 — ¥R .GW v=1,2
=0
Az itt szereplo B,, (A =0, 1,...,10; » = 1,2) egyitthatokat kell tehat gy

meghatérozni, hogy a V® matrixokra a fenti feltételek teljesiiljenek. Az els
rész (1.17), (1.18) és (1.19) képleteinek megfelelGen most a kivetkezd feladatra
jutunk:

A
(2.3) spur (V& AW) = O, Wi =N,

feltételek mellett keressiik a @,, kifejezésnek a B,, értékek szerint vett mini-
mumat, ahol

(2.4) Q,, = <65 6y = 2 spur (V® MV® M) v,u=1,2.
Bevezetve a
(2.5) T,,=spur (GPAW) 1=0,1,...,1; u=1,2

jeloléseket, esetiinkben a (2.3) feltételek a
!

(2.6) & Bl =8, vu=1,2
0

A=
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osszefuggésekre vezetnek. A feltételes szélsGérték-feladat a minimalizalé
B,, értékek meghatirozasira a

l 2 -
(2.7) 4 > spur (G®MGWM) B, — > T,,L,, =0,

pu=0 n=]

A= 00 L s el =10

egyenletet adja, ahol L,, a Lagrange-multiplikatorokat jeldli.

Jelolje Ta T,,ésBa B,, (A=0,1, ...l; v=1, 2) elemekbdl allé
matrixot, vezessiik be tovabbé az § = [,,] kvadratikus méatrixot, amelynek
elemeit az

(2.8) 8,, = spur (GW PG®P) Lp=01,...,1

kifejezések adjak (a P matrixot az (1.26) osszefiiggés definialja).
A most bevezetett jeloléssel a (2.6) feltételek a

(2.9) BT =

matrixegyenlet alakjaban irhaték, ahol B’ a B matrix transzponaltjat, E
pedig a mésodrendii egységmatrixot jeloli.

A (2.8) alatt bevezetett S matrix segitségével a @ kovariancia métrixra
a (2.4) helyett a

(2.10) Q=20c"*B’SB
osszefiiggés irhato, a (2.7) minimumfeltétel pedig a
(2.11) 40°SB —TL=0

matrixalakot o6lti, ahol L az L,, elemekbdl all6 métrix. Szorozzuk balrdl a
(2.11) egyenletet a B’ matrixszal, ekkor a (2.9) Osszefiiggés alapjan az L
matrixra az

(2.12) L=400*B’'SB

kifejezést kapjuk. Visszahelyettesitve ezt a (2.11) egyenletbe, az

(2.13) SB —TB’SB

osszefiiggésre jutunk. A (2.13) egyenlet méar meghatirozza a B matrixot.

Szorozzuk ugyanis (2.13) mindkét oldalit balrél az S—! métrixszal (a G*
méatrixokat ugy kell megvalasztani, hogy S inverze létezzék), akkor:

(2.14) B=S"1TB’SB.
A kapott (2.14) Osszefiiggést ismét szorozzuk meg balrél a T’ matrixszal (a T
transzponaltjaval), akkor (2.9) alapjan az
E=(T'S71T){B'SB)
osszefiiggésre jutunk. Ha a G matrixokat gy valasztottuk, hogy a T osz-

lopai line4risan fiiggetlenek legyenek, akkor a méasodrendt T'S™1T madtrix
invertalhaté és igy

(2.15) B’SB — (T'S-1T)1
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adédik. Behelyettesitve ezt most mar a (2.14) ill. (2.10) Osszefiiggésbe, a B
ill. @ métrixra végil is a

(2.16) B=S!T(T'S'T) !,
(2:17) Q=2a0¥T'S"1T)1

kifejezést kapjuk. Ilyenforman a becslés szérasa, a B matrix explicit ismerete
nélkiil is, csupan a T és S matrixokkal kifejezhetd.

IIl. rész

1. A kovetkezdbkben azzal foglalkozunk, hogy hogyan célszerii a GP(A =
=0, 1,...,1) alapmitrixokat ugy megvalasztani, hogy ezeknek egy-egy
alkalmas linedris kombiniciéja az optimalis kvadratikus becsléshez tar-
tozé (1.22) alatti C€® métrixokat lehetéleg jol kozelitse. A kozelités mértékéiil
természetszertien a valasztott becslés relativ szérasinak az ,,optimdlis relativ
szOris”-tol valé (szazalékos) eltérése szolgal. ElGszor tehat azt vizsgiljuk meg,
hogy mi jellemzi a C*® matrixok szerkezetét. Meg fogjuk mutatni, hogy — nagy
rendszam esetén, azaz ha N > 1 — e matrixok ,kvdzi Toeplitz-tipusiak”,
vagyis a méitrixok bal felsé és jobb alsé sarkanak bizonyos kornyezetétsl el-
tekintve az elemek a f6atlé, valamint az ezzel parhuzamos ferde sorok mentén
kozel allandéak. Konnyen beldthaté, hogy a kvazi Toeplitz-tipusi métrixok
szorzata is kvazi Toeplitz-tipusi, ezért a C* matrixok (1.22) alatti kifejezését,
valamint az (1.26), (1.3) és (1.4) jeloléseket figyelembe véve, elegendd azt
megmutatni, hogy a P matrix inverze minden pozitiv @-re kvézi Toeplitz-
tipusd. Bontsuk fel ezért a P matrixot a H métrixban linedris tényez8k szor-
zatara:

(3.1) sz(H——zIE)(H—ZZE),
ahol
dx—14+)1—-24x S
2 24
(3.2) o — — 10 ha x-—i
: L 24
4r—14)240—1 4, i

i . 1 ;
A P matrix inverzét @ = — esetén a
24

1

1%

(33) [(H—2%E)(H—%E)] =

[(H—2%E)™—(H—2%E)™]

azonossig felhasznalisival szamitjuk, = o esetén pedig

(3.4) P~1—=24(H -+ 10E)2
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a matrix inverze. Vizsgéljuk elGszor azt az esetet, amikor z,, valés. Mivel

csak pozitiv z értékek jonnek tekintetbe, ekkor 0 < 2 < o és 2, 3 < —4.

Ismeretes [6], hogy az R = (H—22E)~! (n—1)-edrendi reciprokmaétrix elemei
a

(3.5) z=+— 20080
transzformaciéval
(— 1)k sin k@ sm-(n -6 -
(3.6) - sin @ sinn @
. Kl = : A
(— 1)+ sinl@sin (n — k) @ b Bl
sin @ sinn @

alakban irhaték. Innen lathaté, hogy amennyiben z olyan valés szam, amelyre
z< —2, akkor O tiszta imagindrius: @ = i ¥, a trigonometrikus fiiggvények
helyébe tehat hiperbolikus fiiggvények lépnek. Nagy rendsziamt métrixok
esetén a reciprokmaétrix elemeire tehit

](— 1)+ Shh"; ~¥ ha k<1
S
(3.7) By~
](— e D g gay
sh¥

adédik. Ha a ¥ értékétdl fiiggben a k és I indexeket olyan nagyra valasztjuk,
hogy k¥ és I¥ hiperbolikus fiiggvényei exponencialis fiiggvénnyel jol kozelit-
het8k, azaz ha a métrix bal fels6 és jobb alsé sarkanak bizonyos kérnyezetében
levS elemektdl eltekintiink, akkor

P 4

3.8 Ry~ (— 1)1
(3.8) peei—1) L

irhaté. Ez azt jelenti, hogy nagy rendszim esetén az R reciprokmatrix kvdzi
Toeplitz-tipusii. Mivel esetiinkben az (3.3) azonossiagban szereplé z; és 2,
teljesiti a kivant feltételt (ugyams 2,9 < —4), tehit valds 2, z, mellett P
inverze is kvézi Toeplitz-tipusa lesz. Felhasznalva, hogy két kvézi Toeplitz-
tipusii matrix szorzata is kvézi Toeplitz-tipusi, a (3.4) osszefiiggésbdl 1athato,

hogy a P~! reciprokmétrix az @ :—22 hatéresetben is kvdzi Toeplitz-tipusi.

A kovetkezSkben azt az esetet kell megvizsgélni, amikor 2, és z, konjugalt
komplexek. A
Zr=a+1, z,=2
jeloléssel a (3.3) azonossag
r Im(H— s
(3.9) [(H—%E)(H—75E= 20 —4E)

Imz,

alakban irhat6. Ahhoz tehit, hogy a P~ reciprokmatrixrél ebben az esetben
is beléssuk, hogy az kvézi Toeplitz-tipusi, elegend6 megmutatni, hogy az
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Im (H —z, E)~! matrix ilyen. A (H —z,E) ! reciprokmatrix elemeit a (3.5)
transzformécié alkalmazasaval ismét a (3.6) képlet szolgaltatja, most azonban
O komplex:

O=D+ V.

Behelyettesitve a (3.6) kifejezésekbe, a reciprokmétrix elemeinek imagina-
rius része, Im R, felirhaté @ trigonometrikus és ¥ hiperbolikus fiiggvényeinek
a segitségével. Figyelembe véve, hogy nagy argumentumu hiperbolikus fiigg-
vények exponenciilis fiiggvénnyel jol kozelithet6k, n > 1 esetén

e—l‘P

Im Ry ~ (— 1)kt — X
sin2 @ ch? ¥ - cos?2 @ sh2 ¥

(3.10)
X {sin®@ch¥ (coslPcoskPshk¥ + sinlPsinkPchk¥)+

+ cos@sh¥ (sinlPcoskPshk¥ —coslPsinkPchk¥W)}
adddik, ha k < I (k = 1 esetén k és [ szerepet cserél). Ha ¥ értékétol fiiggden a
k és | indexeket ismét elég nagynak valasztjuk, akkor
R (=1)-K sinPcos |l—k|Pch¥ + cosPsin |—k|Psh ¥
% sin2 @ ch?2 ¥ + cos2 @ sh? ¥

e—I1—kl¥

adédik. Ebbdl kovetkezik, hogy a P~ reciprokmatrix komplex z, , esetén,

azaz ¥ > 2—14 esetén is kvdzi Toeplitz-tipusii. Ezzel megmutattuk, hogy az op-

timdlis becsléshez tartozé C» métrixok kvazi Toeplitz-tipusiak.

2. A fentiekb8l 6nként kindlkozik az az elgondolds, hogy a G? alap-
matrixokat Toeplitz-tipustaknak vélasszuk. E Toeplitz-tipusi alapmatrixok
megvalasztisanal arra toreksziink, hogy a mérési adatok kiértékelése lehetdleg
egyszer(i szamitdsok segitségével legyen elvégezhets. Mivel az o) paramétere-
ket az Y; mérési adatok masodik differencidinak kvadratikus alakjaval becsiil-
jiik, célszerti a G¥ alapmétrixokat tigy megvélasztani, hogy azok a mérési
adatokbdl kiilonb6z6 moédon sziamitott maéasodik differencidk tiszta négyzet-
dsszegével valé becslésnek feleljenek meg:

(3.11) d’G? d = dUrdin dlr =@y, ay, ... ,dyY),

ahol d’ (i =1,2,..., N) a mérési adatokbdl, tetszGleges, de elére meg-
hatdrozott médon szidmitott masodik differencidkat jeloli. Elméleti és gyakor-
lati szempontbél egyariant indokolt, hogy a d¥) misodik differencidkat a
mérési adatokbdl a
dD =Y, 5 —2Y,+ Y,
(3.12)
i=1,2,...,N; Y_,=¥y,.,=0 (k=1,2,...,2)

képlet alapjin szamitsuk. Mint lithat6, e masodik differenciikat bizonyos
mérési adatok dtugrisdval képezziik, ezért a (3.12) képlett szerint szamitott
masodik differencidkat j-dtugrdsos mdsodik differencidknak fogjuk nevezni.
Nyilvanvaléan j = 0 esetén ezek a kozonséges misodik differencidkat adjik.




A COULOMB-SZORODAS PARAMETERENEK BECSLESE 485

Abbdl a célbdl, hogy a (3.12) j-adtugriasos masodik differencidkhoz tar-
tozé (3.11) képlettel definidlt G alapmatrixot meghatirozzuk, fel kell irnunk
azt a linearis transzformaci6t, amely d és d¥ kozott fenndll.

Konnyen belathaté, hogy

49 — KO d .
ahol a K¢ méatrix elemei:
(3.13) Pl e k|
Lo ha 2/<|i—#.

Ezzel a (3.11) osszefiiggés alapjan

d’'GWd = d’ (KU»)2d
adédik, azaz a j-dtugrdsos méasodik differencidknak megfeleld G alapmatrix
(3.14) G = (KW)2

lesz. A (3.14) osszefiiggésb6l lathaté, hogy a G matrix a Toeplitz-tipust
KU métrix négyzete, tehat majdnem Toeplitz-tipusi* Ebbdl kovetkezik,
hogy felirhaté az elemi Toeplitz-tipusd H matrix egy 2(2/2 — 1)-edfoki poli-
nomjinak és egy ,majdnem zérus” G§’ mdtrixnak az oOsszegeként, amely
tehat csak a bal fels§ és jobb alsé sarkanak bizonyos kérnyezetében tartalmaz
zérustol kiilonbozé elemeket:

)3.15) G = Pygi1_5y(H) + GV
A Pyiz—yy (H) polinomok j, = 0,1, 2, 3 esetén az alabbiak:

jp=0 P, (H) —E
(3.16) j, =1 P, (Hj = (H + 2E)?

=2 Py (H) = (H? 4 2 H3)?

ja=23 PyH =MH +2H®—4H>—8H*+ 4H3+ 8 H?)%
Ezzel tehidt meghataroztuk a j-dtugrasos masodik differencidkhoz tartozé
alapmatrixokat.

A kovetkezbkben olyan becslésekkel foglalkozunk, amikor két, illetéleg
harom G® alapmétrixot valasztunk. Abban az esetben, amikor két alapmatri-
xot valasztunk, a kvadratikus becslés négy B, paraméterét egyértelmiien
meghatirozzik a becslés torzitatlansiganak (2.6) alatti feltételi egyenletei,
igy ebben az esetben a szérasnégyzetek minimalizadlasar6l nem beszélhetiink.
Ekkor nyilvin nem virhatd, hogy a relativ széris az ,,optimélis relativ széras”-t
jol kozelitse, de mindenesetre érdekes azt vizsgilni, hogy az alapmatrixok
kiilonb6z6 megvalasztisa miként befolyéasolja a relativ szdrast.

A masodik részben foglaltak szerint a kvadratikus becslés B,, paramé-
tereit és a becslés @ kovariancia matrixat a (2.16) és (2.17) képletek alapjan

4 Majdnem Toeplitz-tipusunak akkor neveziink egy méatrixot, ha a jobb fels6 és
bal als6 sarkénak bizonyos kornyezetétdl eltekintve a fédiagonélisban, illetve a fédia-
gonélissal parhuzamos sorokban 4ll6 elemek Aallandok. Belathat6, hogy két majdnem
Toeplitz-tipusi maéatrix szorzata is majdnem Toeplitz-tipusa.
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szamithatjuk. Két alapmatrix valasztidsa esetén az ezekben a képletekben els-
fordulé métrixok kvadratikus métrixok lesznek, tehat az elSirt invertalds
tényezdnként elvégezhets. Igy az alabbi egyszerti sszefiiggéseket nyerjiik:

(3.17) B—1"%1

(3.18) Q=2dVT1ST1,
A kovetkez6 harom esetet fogjuk vizsgilni:

i 1L, 7.0 =0, =1,

azaz a becslést a kozonséges és az egyitugrasos masodik differencidk tiszta
négyzetosszegével végezziik;

20 ?'o:()’ j1=2,

azaz a becslést a kozonséges és a kétatugriasos masodik differencidk tiszta
négyzetosszegével végezziik;

30 7‘020, =3

azaz a becslést a kozonséges és a hiromatugrasos méasodik differencidik tiszta
négyzetosszegével végezziik.

Az egyes esetekben a T, illetve S matrixok elemeit a (2.5) és (2.8) Ossze-
fiiggésekbdl szamitjuk. Figyelembe véve a G alapmatrixok (3.15) alatti
elGallitdsat, valamint az A® és P métrixok (1.3), (1.4), (1.26) alatti kifejezé-
seit, megillapithatd, hogy mind a T mind az S matrix elemei olyan matrixok
spurjaibdl szamithaték, amelyek a bal felsé és jobb alsé sarkok bizonyos kor-
nyezetétol eltekintve, az elemi Toeplitz-tipusi méatrix polinomjaiként irhaték
fel. E polinomok majdnem Toeplitz-tipusi matrixok.

Tekintetbe véve, hogy a H matrix paratlan hatvinyainak diagonilele-
mei zérussal egyenlék, paros hatvinyianak diagondlelemei pedig, a sarkok
bizonyos kornyezetétdl eltekintve, a kovetkezdk:

(sz)”:( el 1.9 s

2k
')

tehat az elemi Toeplitz-tipustt matrix tetszdéleges polinomjanak a spurjat a

spur(zn' a; HJ') =n [27] azk(Qk) +0(1)
=0 f=0 k)

képlet szolgaltatja. Konnyen belathaté, hogy az a hiba, amelyet akkor kove-
tiink el, ha a keresett spurokat a sarkok bizonyos kornyezetében levs elemek

modositisaval Toeplitz-tipustva kiegészitett matrixokbdl szamltjuk,ﬁ nagy-

sagrendl lesz. Mivel targyaldsaink soran feltettiik, hogy N > 1, az eddigiek-
hez hasonléan az alibbiakban kozolt eredményeket is aszimptotikusaknak
kell tekinteniink.

A fentiek szerint az emlitett hirom esetben a kovetkezl eredményeket
nyerjiik:
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1° Az alapmatrixok:
GO—=E, GW=H24+4H+4E.
A T méatrix elemei:

Ty = spur (GO AW) =spur(H +4E)=4N,
Ty, = spur (G® A®) — spur (H2—4H +4E)=6 N,
T, = spur (G A®) = spur (H3 -8 H2 +- 20 H - 16 E) = 32N,

T,, = spur (GWA®) = spur (H* —8H2 +-16E) =6 N,

reuAH
32 6
Az S métrix elemei:
8,0 = spur (GO PG P) = spur{[z H2 + (1 —42) H + 4(1 + 2) E]%} =
= (7022 + 322 + 18) NV,
Sy = 8,0 = spur (GO PG® P) =
=spur{{H2+4H +4E][eH2+ (1—42)H+4(1 +2)E]?} =
— (2822 + 482 4+ 174) N,
8y, = spur (GP PGV P) —
=spur{{H2+4H +4EPR[aH2+ (1 —42)H + 4(1 4+ 2) E]?} = .
= (702% 4+ 256 + 2212) N,

tehat

tehat

Si=uN

o [102® 4+ 322+ 18 28224 48w 174|
2822 + 482 + 174 70 % 4 256 x 4 2212

A (3.17) és (3.18) képletekbdl a becslés B,, paramétereit tartalmazé B matrix
és a Q kovariancia matrix most mar kozvetleniil szimithato:

O
(3.19) SR 16],
N8l 8 — 2

2000 1 l 378 22 4 864 & + 8469 — (113422 + 240z + 2370)
N 3528| — (113422 - 240z + 2370) 8204 22 + 30722 41160 |

(3.20)
Vezessiik be a j-atugrisos masodik differencidk négyzeteinek atlagira a

(3.21) ¢ % ﬁd‘/ﬂ
i=1

5 A Matematikai Kutaté Intézet Kozleményei VI. B/4.
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jelolést, akkor a® becslésére (3.19) alapjin az
1 (— d© 4 W)
28

o —

(3.22)
=) — 4 (8 d© — dW)
42

kifejezéseket nyerjiikk. Az a® becslés relativ szérasnégyzetét (3.20) szerint a

(3.23) g3 ()= 3—;2 (42 2% + 96  + 941)

fiiggvény, tovabba I. részben bevezetett (1.39), (1.40) jelolésekkel, az

O (~3 1
(3.24) r00(z) = ) _ 1 (45, + 9622 4 941 — (8 =)
2 392 2

fiiggvény segitségével szamithatjuk, ha x helyére az

4] 700 L g
(3.25) I o NS it i

a 3 —d© 4 qW
értéket helyettesitjik be.

Hasonl6 médon hatdrozhaté meg a B és a @ matrix a mésik két esetben.
A szamitdsok mell6zésével csupin a végeredményeket kozoljiik.
2° Az alapméatrixok:

GO =E, GW=H®{|+4H5}4H".

A becslés paramétereit tartalmazé B matrix:
1 1 [—8 128
N e B o— 8]

A kovariancia méatrix:
2 g2 1
X
N 285768
X[ 306 2% + 8928 x + 1259055 — ( 66302% + 2928 560406) |
— (663022 + 2928 & + 560406) 56436422 - 2539522 + 330512 |

Innen a® becslésére az

1
252

D=

(— d© 4 d@)
(3.26)

@ — 1 (64 d© — d®)
378
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kifejezéseket kapjuk. Az P becslés relativ szérdsnégyzetét most a

!
.27 0D(p) = ——— (3422 992 139895) ,
( ) iy () 31752 ( + + )
illetve az
7 (2% 1 1
(3.28) r02)(z) = = (34 25+ 992 22 | 139895 -) (3 = 2)
2 31762 2

fiiggvény segitségével szamithatjuk, ha z helyére most a

@ 9 6440 — @
Taw 3 Oy @

2

(3.29)
értéket helyettesitjiik.
3° Az alapmatrixok:
GO—=E, GO =H1®} 4HB _4H?2-32H1 —-8H9 |+ 96H?®+
1L 64 H® — 128 H? — 112 H® - 64 H5 - 64 H*.

A B matrixra
1 1 [—- 3 1024]

“Nesz| 3 —2
adédik. A kovariancia matrix pedig
2 g» 1
e S
N 18800712
X[ 306 ¥24+73440 x+162738963 — (52326 2%+ 24432 2+87981102)
— (52326 2%+24432 x+ 87981102 36626572 x>+16711680 x+54380064

lesz. Innen o becslésére

il 3 2
o= —dO 1 g®
2044 ( i
(3.30)
@ ik (512 d©@ — d®)
3066

kifejezéseket kapjuk. Az a® becslés relativ szérdsnégyzetét itt a
1

3.31 03(x) = ——— (3422 + 8160 z -+ 18082107),
( ) (@) 2088968( == = )
illetve az
q(03)(z3) ]_ 1
(3.32) r08)(z) =L = 3425 | 816022 4- 18082107 —|, (2 ==2)
z 2088968 z

fuggvény segitségével szamithatjuk, ha x helyére az

N =2 2 plg Ao _ 4@
a3 o 4 g®

értéket helyettesitjiik.

5*
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Az a@® becslés relativ szérasit jellemzd ¢{))(z) fiiggvények gorbéit, ame-
lyek az 1°, 2° és 3° esetnek megfelelGen a (3.23), (3.27) illetve (3.31) egyenletii
parabolik, a 2. 4bran tiintettiik fel. Az dbra egyszersmind az optimalis kvad-
ratikus becsléshez tartozé ¢q,,(x) fliggvény gorbéjét is feltiinteti. Az dbrabdl
lathaté, hogy az 1° és 2° becsléseknek megfelel§ parabolik metszéspontjanak
a2 — 34560 abszcisszaja, illetve a 2° és 3° becslésnek megfeleld parabolik
metszéspontjanak z®% = 51,8336 abszcisszija az x tengelyt harom interval-
lumra osztja. Nyilvanvals, hogy © < a2 esetén az 1°, a2 < o < 29 ese-
tén a 2°, & > 23 esetén pedig a 3° becslés kozeliti meg legjobban az optimalis
kvadratikus becslést. Nevezziik ezeket az intervallumokat az 1°, 2°, illetve
3° becslés szaméara ,,jé”” intervallumnak. Ebbdl kovetkezik, hogy amennyiben
az 1°, 2°, illetve 3° becsléssel szamitott (3.25), (3.29) illetve (3.33) Z érték az
illetS becslés szaméra j6 intervallumba esik, akkor az o és o paraméterek
becslésére kapott a® és a® értékeket mint ,,j6” becsléseket elfogadhatjuk,
ha azonban ¥ egy masik becslés szamara jé intervallumba esik, akkor a becs-
lést ennek megfelelGen kell megismételni.

Az a@ becslés relativ szérasit valtozé N esetén jellemzd, — az 1°, 2° és
3° esetnek megfeleld (3.24), (3.28) illetve (3.32) egyenlet{i — 7©)(2) fiiggvények
gorbéit a 3. Abra tiinteti fel. Ugyanitt abrazoltuk az optimalis kvadratikus becs-
léshez tartozé r(z) fiiggvényt is. Az dbrabdl lathatd, hogy az 1°, 2° és 3° becs-
lésekhez olyan 7©)(z) fiiggvények tartoznak, amelyeknek jol definialt pozitiv
2/ helyeken minimumuk van. Tekintettel arra, hogy z arinyos a mérések
szamaval, N 4 1-gyel, ez annyit jelent, hogy — az optimalis kvadratikus becs-
16stdl eltérden — az 1°, 2° illetve 3° becslés esetén a mérési pontok szimanak
novelésével a® relativ szérdsa csak egy bizonyos hatarig esokken, azon til
ismét novekszik. A 2 minimumhelyek az egyes becsléseknél a kivetkezdk:

1° 200 =1,1956,
2° 22 — 2,8618,
3° 2% — 6,5550 .

A 2. 4brabél lathaté, hogy az a® becslés szérasat jellemzs ¢@)(x) fiigg-
vény altaldban nem kozeliti meg elég jol az optimalis kvadratikus becsléshez
tartozé q,,(x) fiiggvényt. A kozelités mértékéiil nyilvanvaléan a ¢{%)(x) figg-
vénynek az optimdlis kvadratikus becsléshez tartozé ¢,,(x) fiiggvénytdl vald
szazalékos eltérése, azaz

qn ()

szolgal. A h®)(x) fiiggvényeket szakaszosan, — csak a megfelel§ josigi inter-
vallumokban — &brazolva a 7. Abran tintettiik fel.

3. A kévetkezSkben azzal az esettel foglalkozunk, amikor a G alapmét-
rixokat a kozonséges, az egyatugrasos és a kétatugrisos masodik differencidk
tiszta négyzetosszegének megfelelGen vilasztjuk. A (3.15) és (3.16) képletek
felhasznalasaval tehat, j, = 4 (A =0, 1, 2) vilasztissal az alapméatrixok a
kovetkezok:

(3.34) GO =E, GW=H24+4H}4E, G®=H®|+ 4H5+ 4 H.
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A (2.5) illetve (2.8) osszefliggéssel definidlt T és S matrixra ebben az esetben

4 6
(3.35) T=N| 32 6
256 6

7022322+ 18 2922+ 48x-+ 174 36224+ 48x4 1494
S=N|2822448x+ 174 T7022+256x 4 2212 2822+ 384 x4 22188

3622 -1-482x 11494 28224 384 222188 7022+ 2048 2 + 282760
(3.36)

adédik.

A Q kovariancia métrix és a becslés B,, paramétereibdl alkotott B mat-
rix meghatirozisihoz, amint az a (2.16), (2.17) képletekbdl lathatd, a harom-
tényezds T’'S™1T matrix-szorzat invertaldsat kell elvégezni. Tekintettel arra,
hogy a T métrix ebben az esetben nem kvadratikus, az invertalast nem lehet
tényezénként elvégezni, indokolt azonban az a torekvés, hogy a keresett recip-
rokmétrixot ismét kozvetleniil az S matrix segitségével hatarozzuk meg. Ese-
tiinkben ez mércsak azért is igen célszer(i lenne, mert az S métrix elemei poli-
nomok, ami az invertdldst nehézkessé teszi, a bonyolult végeredménybdl pedig
nem volna konnyi felismerni az egyszer(isités lehetGségét.

A T'S7'T métrix invertdlasinak leglényegesebb gondolata abban all,
hogy a téglalap alaki T méatrixot egy harmadik oszloppal nemszingularis har-
madrend{i matrixszd egészitjiik ki. Ennek lehetGségét az biztositja, hogy a/:r

métrix két oszlopa linedrisan fiiggetlen. Jelolje a kiegészitett T métrixot T.

N N A\
Nyilvanval6, hogy T'S™1T a kiegészitett T métrixszal szimitott Z=T'S™ 1T
matrixnak az a minormétrixa, amelyet a harmadik sor és oszlop elhagyasaval
nyeriink. A feladatot tehat a Z matrix egy minor-matrixdnak az invertdldsara
vezettiik vissza. Ismeretes azonban (lasd pl. [6]), hogy egy minorméatrix inverze
az adott matrix inverzének ismeretében tigy szamithat6, hogy az adott matrix
ismert inverzébdl egy alkalmasan valasztott diddot levonunk, s a kapott mat-
rixnak a didd levondsa altal trividlisan csupa zérust tartalmazé sorat és oszlo-
pat elhagyjuk.?

Esetiinkben a
Z1=T-18ST1

méatrixbdl kell levonni ennek harmadik oszlopdbdls harmadik sorabél alkotott,
és a matrix (zérustdl kiilonbo6zd) jobb alsé sarokelemének reciprokaval szorzott
diadot. -
Ha u jeloli a kiegészitett T’ matrix inverzének harmadik oszlopat, akkor
ez a levonand¢6 diad
725

T-1Su(u’ Su) 1w’ ST

5 Megjegyezziik, hogy ez az eljards tetszdleges rendszamu méatrixok esetén alkal-
mazhat6, az egyetlen feltétel természetesen az, hogy a T méatrix oszlopai linearisan fiig-
getlen vektorok legyenek. Ha S n-edrendii, T pedig r oszlopos métrix, és S elemei polino-
mok, akkor a fenti harom tényezds matrix-szorzat invertalasahoz, polinomot tartalmazo6
n-edrenddi és r-edrendi matrixok invertalasa helyett csupan egyetlen, (n—r7)-edrendii
(polinomot tartalmazé) matrix invertalasat kell elvégezni.
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tehit a Z matrixb6l a harmadik sor és oszlop elhagyésival ad6dé minormét-
rix keresett inverzét a

(3.37) T-18T-1 T Su(u’Su)"tu’ ST-1

matrixnak a csupa zérust tartalmazé, harmadik sor és oszlop elhagydsival
N\ A\
kapott minormatrixa adja. Kiemelve balra a T—!, jobbra a T’'~!maéatrixokat,

AN
a T’'~1matrix elsé két oszlopiabdl alkotott minorméatrixot pedig U-val jeldlve,
a keresett reciprokmétrixra a

(3.38) (T’S™1T)"1 = U’{S — Su(u’Su)~1u’ S} U

kifejezés adédik. Ezzel tehat elértiik azt, hogy a keresett reciprokmétrix meg-
hatarozdsahoz nem sziikséges a kellemetlen polinom-elemeket tartalmazé S
matrixot invertalni, csupin az u’Su egyetlen elemet alkoté kifejezést. Esetiink-
ben, amikor az S§ matrix elemei masodfokd polinomok, lathaté, hogy a keresett
reciprokmétrix elemei negyedfoki és mdisodfoka polinomok hényadosai lesz-
nek. (Ha a T'S71T szorzatot kozvetleniil invertadltuk volna, akkor ezen elemek
egy tizedfokt és egy nyolcadfoki polinom hédnyadosaként adédtak volna, ame-
lyek egyszeriisithetGsége nem nyilvinvalé.) A (3.37) képlet felhaszndldsival,
figyelembevéve, hogy e matrix harmadik sora és oszlopa csupa zérus elemet
tartalmaz, a B matrixra

(3.39) B=U —u(u Su)y'u SU

adédik.
Esetiinkben a (3.35) matrixot a kovetkez6képpen egészitjitk ki nemszin-

22N
guliris T matrixsza:

4 60
s
T=N]| 3260
256 6 1
Innen
—3 16 672
a 1
T 1= ——- 3 —2 —T56].

84N| o o a4

Tehat a képleteinkben szereplé U és u méatrixokra

B 672 8
R FY A WIS o) S R

adodik. Behelyettesitve a (3.38) és (3.39) képletekbe, végiil a kovetkezs ered-
ményre jutunk:
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T — (121 22 + 128 ¢ 4 22837) 2(1565 22 + 5632 2 + 32822) |
28(1565 a2 + 2944 v + 15637) 21(1565 x* 4 2944 x + 15637)
g_ 1| — (11904 4480 —47474)  (15650° — 5122 — 6438)
N| 56(1565 22 4 2944 x + 15637) 12(1565 2% + 2944 x - 15637)
(361 22 4+ 7042 — 1800) — (1565 2 + 256 v — 1548)
_56(1565 22 - 2944 @ + 15637) 84(1565 2% 4 2944 2 4 15637)_|
(3.40)
és
(3.41) _ 2o
N
- 11392% 4 39488 23 4 562807022 + 110773122 + 26188834 9 (@) ‘I
- 784 (1565 22 1 2944 & + 15637) .
90 ) |
(A matrix ¢{92(x) és ¢U?(x) elemeit, — amelyek szintén raciondlis tortfiiggvé-

nyei az x-nek —, eztittal nem irtuk ki.) A (3.40) képletbdl lathatd, hogy a becs-
lés paramétereire nem allandé értékeket, hanem fiiggvényeket kaptunk. Eze-
ket a 4. és 5. dbran tiintettiik fel. A fiiggetlen valtoz6 az (1.25) Osszefiiggés
szerint éppen azoknak a paramétereknek a hédnyadosa, amelyeket becsiilni
akarunk. A keresett becslésekhez most a kovetkez6 meggondolédssal juthatunk.
Az 3@ becsléseket elGszor felirjuk, mint a j-dtugrdsos mésodik differenciik
négyzetitlaginak a B, (x) becslési paraméterekkel képzett linedris kombiné-~
cidjat:

(3.42) aV(z) = B, () A®»

~
Il I
ol o) w

(3.43) ZO(z) ==

A

Biofm) dP.
a@
Ha képezziik a két becslés hanyadosat, és a helyére az @ = =5 kifejezést irjuk,
a

akkor nyilvinvald, hogy a hinyadosnak az az értéke, amelyik z-szel megegye-
zik, szolgaltatja azt az x, értéket, amelybdl a (3.42) és (3.43) képletek segitségé-
vel a keresett becslések kiszdmithaték. Tehat a

2
= Bu®ad”
= By(7)d®
2=0

egyenlet T, gyokével az a® paraméterek becslésére

2 X
a® = ;;0‘ B,,(%,) d? vy=1,2
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adédik. Az @ becslés relativ szérdsnégyzete a (3.41) kifejezés szerint a

113924 4 394882° + 562807022 + 110773122 + 26188834
784 (1565 22 1 2944 x -+ 15637)

(3.45) qf{*(x)

2

illetve az
7(012)(z) o &2)_(3?)
(3.46) 4
~ 1139 212 | 3954788 2%} 562807026 + 1107731223 + 26188834

784 (1565 27 + 2944 24 - 156372)

(2 = 2)

fiiggvény segitségével szimithatd, ha x helyére az T, értéket helyettesitjiik be.
A (3.45) fiiggvényt a 2. dbra tiinteti fel. Lathaté az 4brabdl, hogy * < 54,3766
esetén e fiiggvény gorbéje jobban kozeliti az optimals kvadratikus becsléshez
tartozé g;(x) fiiggvény gorbéjét, mint a két alapmétrixszal szamitott becslés-
hez tartozé barmelyik ¢)’(z) fiiggvény, @ > 54,3766 esetén azonban a ¢{%(x)
fiiggvény gorbéje kozeliti jobban a ¢,,(z) fiiggvény gorbéjét. Abban a — gya-
korlatilag kevésbé érdekes — esetben tehat, amikor a hattér zaja a jelhez ké-
pest igen nagy, akkor a két alapméatrixszal szimitott 3° becslés jobb a hirom
alapmatrixszal szamitott becslésnél.

A kozelités mértékéiil nyilvanvaléan a ¢{9?(z) fiiggvénynek az optimalis
kvadratikus becsléshez tartozé ¢,,(z) fiiggvénytdl valé szazalékos eltérése,
azaz

(012) e ’
h(012)(x) 90 (xu1|(1) 1009
711 ()

szolgdl. (A h©12(x) fiiggvény gorbéje a 7. abran lithatd.)
A (3.46) fiiggvény gorbéjét a 3. dbrdn tiintettiik fel. Innen lithatd, hogy
az r012)(z) figgvénynek is van minimuma, mégpedig a

(3.47) 2P — 2.9088
helyen. Az 019(z) fiiggvény minimuma itt

rii8 — 1,9054 .

Ez azt jelenti, hogy a harom alapmatrixszal végzett becslésnél a legkisebb rela-
tiv széris a (3.47) kifejezésnek megfelel§ N, mérés-szam esetén érhetd el. A 3.
abrabdl az is lathat6, hogy a 2§01 minimumhely a két alapmétrixszal végzett
1° és 2° becslésnek megfeleld 70)(z) fiiggvények z{0) minimumhelyénél
nagyobb, az 7012 (z) fiiggvény @2 minimuma pedig e két 7©D(z) fiiggvény
minimumandl kisebb. A 3° becslésnek megfelel6 73)(z) fiiggvény minimum-
helye azonban nagyobb, a minimuma pedig kisebb, mint az r©12(2) fiiggvénysé,
ami azt jelenti, hogy megfelel6 szAmu mérés esetén a 3° becsléssel kisebb rela-
tiv széris érhetd el, mint a hirom alapméatrixszal végzett becsléssel.

A harom alapmatrixszal végzett becslés legf6bb nehézsége a (3.44) egyen-
let numerikus megoldasabdl 4ll. A (3.44) egyenletet az egyszeriibb

2
(3.48) >dPg(x) =0
=0
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alakban irjuk, ahol
go(x) = — (0,0726 a3 + 2,5808 a2 + 22,7134 x + 52,5152),
gy(x) = — 0,0357 28 — 2,3254 22 + 14,9590 x + 9,0412,
gs(x) = 0,1083 23 + 0,5242 22 — 0,4888 2 — 0,3096 .

(A fuggvények gorbéi a 6. abran lithaték.) E harmadfokiu egyenlet keresett
gyokének elsd kozelitéseként a (3.25), (3.29) vagy (3.33) képletbdl szamitott
T értéket tekinthetjiik, amelybdl kiindulva pl. a Newton-mddszerrel néhiany
iteraciés lépésben eljuthatunk a keresett gyo6khoz.

A 2. 4bran vizolt fiiggvények vizsgilata azt mutatja, hogy harom alap-

méatrix esetén a gyakorlatban széba joheto = értékek esetén az a? jel-para-
o

méter becslésének szérisa kielégité pontossiggal kozeliti az optimilis kvadra-
tikus becslés szérasit. Amennyiben a kozelités mértéke nem volna kielégitd,
a kivint pontossig mértéke az alapmétrixok megfelel mas megvilasztasaval,
szamuk novelésével azonban mindenesetre tovabb fokozhato.

(Beérkezett: 1961. XII. 1.)

TRODALOM

[1] JANossy, L.: ,,On the determination of the energy of a particle from its track in
an emulsion”. Acta Physica Acad. Sci. Hung. 7 (1957) 385—401.

[2] JANossy, L.: ,,0On the simultaneous distribution of the sagittas of a track in emulsion
in the case of background noise”. Acta Physica Acad. Sci. Hung. 12 (1960)
139—150.

[3] SoLxTsEFF, N.: ,,On the theory of scattering measurements in nuclear emulsion”.
Nuclear Physics 6 (1958) 222—251.

[4] JANossy, L.—Rézsa, P.: ,,Maximum likelihood determination of the scattering con-
stant of an emulsion track in the presence of noise”. Il Nuovo Cimento Serie X,
Vol. 20 (1961) 817—835.

[6] Pascar, E.: Die Determinanten. Teubner, Leipzig, 1900.

[6] EcervAry, E.: ,,Uber eine Methode zur numerischen Lésung der Poissonschen
Differenzengleichung fiir beliebige Gebiete”. Acta Mathematica Acad. Sci. Hung.
11 (1960) 341—361.

OLIEHKA IMAPAMETPA PACCEMBAHUSI KYJIOHA HA OCHOBAHHH
U3MEPEHU, BbINOJJHEHHBIX B ®0T03MYJIbCUU

L. JANOSSY — A. LEE — P. ROZSA

Pesiome

B Hactosimieil cratbe peub ujaeT 00 OLIEHKe [apamerpa pacceMBaHMsl
Kynona uactuil ¢ 60b1ioii aHeprueil Ha 0CHOBaHUM U3MePEHUI B POTOIMYJILCHH,
¢ yueToMm olIMO0OK mn3MepeHuii. B I. yactu aBTOPHI Jal0T OLEHKY IapameTpa pac-
ceMBaHUsI MPU TOMOLIM MeTO/a HaubO0JbILEero NpaBonogoOus.

M3-3a fanbHeHuX npuil0yKeHuii aBTopbl 1ayT OLEHKY ¢ IIOMOIIBIO TaKOW
KBaJpaTHYHOH (OpMBI BTOPBIX pasHOCped, KOTOpass SBJSIeTCS HeCMeleHHO
OLEHKOH ¢ MMHUMAJBHOM juchepcueil. OHN HA3bIBAKOT ATy OLEHKY 01MUMAAbHO
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Keadpamu4Holl W JOKa3blBAIOT, UYTO OHA COBMAJaeT € OLEHKOH HaubO0JbllIero
npaBaonoa0ous. st OTHOCHUTEJbHOI0 CpeHero KBAPaTHUeCKOr0 OTKJIOHEeHUS
OLIeHKH JIaeTCsl aCUMITOTUYECKH SIBHBIE (POPMYJIBI IIPU MaJIeHbKOM JIMHBI sTYeHKH;
TaKUM 00pa3oM, CTAHOBUTCST BO3MOYKHBIM OIIpeJleJieH1e ONITUMAJIbHO KBa{paTUUHOI
OLleHKU TapameTpa pacceMBaHUs B cjydae ITPOM3BOJILHOIO OTHOILEHHSI CUI'HAJIa
wyma. OHM JalOT B SIBHOM BHJIe MaTPULbIL, IIPUHAJUIE)KAllUe K ONTUMAaJIbHO
KBaJ[paTMYHOI OLeHKe; YMCJIEHHOe OMpejiesieHrHe UX 3JIeMEeHTOB, 0JHAK0, 0YeHb
JUINTEJIbHO, TI03TOMY HeOOXO/IMMO OTBICKATL IOAXOAAIMNA METO/ NPUOIUIKEHUS.
Taxk Kak OTHOCHTENbHO CpejHee KBajpaTHuyecKoe OTKJIOHeHHe ONTUMaJIbHOIl
OLIEHKH MapameTpa pacceMBaHMsI M3BECTHO, TO MOYKHO OIpeIesuTb, HACKOJbKO
YXyALIAaeTcsl TOYHOCTb OLIEHKM B cllyyae IpPUMeHeHHsI KaKoro-iubo MeToja
NpUOIIKEHUS, ¥ TaK B KaXKIOM OT/EJIBLHOM CJlydae MOYKHO B3BeCUTb, MOAXOIUT
JIM TIpUMeHeHHasl OLeHKa MJIM >Ke He00XO0AMMO YJyYIIHTD.

Bo [1-0if yacti aBTOpbl BhIpa0oTaan 0OUIMHA MeTOl KBaJApaTUUHON OLIEHKH,
MOAXOSAUMH TS IPaKTUYeCKOro npuMeHeHust. CyLHOCTb MeTO/d COCTOUT B TOM,
4TO OHHM BBIPAYKAKOT MaTPHULY KBaJPAaTUUHON OLeHKH KaK JIMHEeHHY0 KOMOUHALMIO
HOAXOAAIMM 00pa3om BbIOPAHHBIX 0cHo8HbIX Mmampuy. Hakounen B yactu I1I, ¢
MOMOLIBI0 OOIMMX paccy KAeHui BTOPOH uacTu, aBTOPHI PEKOMEHIYIOT, IS
OLIeHKM MTapameTpa paccesiHUSI KOHKPETHBIM MeTOJ, KOTOPbIA SBisieTCHA TO-
HBIM JU1s1 BblunciieHnit. IMo mpeanoskenuio M. Kosunca (COSYNS) ymoOMSIHYTbIe
OCHOBHBIE MAaTpPHULbl BBIOMPAIOTCS TaKuUM 00pa3om, YTOObI OHM COOTBETCTBO-
BaJM OLEHKe, TaK Ha3blBaeMON YHUCTOI CYMMBI KBaJpaTOB [epenpblearoyux
BTOPBIX pas3HoCTeil. B sIBHOM BHJle paccMaTpHBAWTCS OLIGHKU INPU JABYX U
TpexX OCHOBHBIX MaTpHILl.

ON THE ESTIMATION OF THE SCATTERING CONSTANT OF AN
EMULSION TRACK IN THE PRESENCE OF NOISE

by
L. JANOSSY — A. LEE — P. ROZSA

Abstract

The present paper deals with the estimation of the scattering constant
of high energy particles passing through an emulsion taking the background
noise into account. In Part I an estimation of the scattering constant is given
based on the maximum likelihood method. In view of further application an-
other estimation is given in the form of quadratic expression in the sagittas
which is unbiased and the variance of which is minimum. This is being called
optimum quadratic estimation. This optimum quadratic estimation is proved
to be the same as that gained by the maximum likelihood method. For the rela-
tive standard deviations of the estimations of the scattering parameters asymp-
totically exact explicit solutions are given in the case of a large number of
measurements. Thus it becomes possible to determine the optimum quadratic
estimation of the scattering constant in the case of an arbitrary noise-to-signal
ratio. The matrices of the optimum quadratic estimation are given in explicit
form, their numerical computation is however extremely cumbersome so that
an approximate method has to be chosen. As the relative standard deviation of




A COULOMB-SZORODAS PARAMETERENEK BECSLESE 497

the best estimation of the scattering parameter is known, the loss of accuracy
when using an approximate method can be determined, and thus the suitability
of the approximation used can in every case be decided and improved upon if
necessary.

In Part IT a general method for the quadratic estimation convenient for
practical use is worked out. The method essentially consists in expressing the
matrix of the quadratic estimation as a linear combination of suitably chosen
basic matrices. Finally in Part ITI. making use of the general principle developed
in Part IT a concrete method for the estimation of the scattering constant con-
venient for practical computation is proposed. Following a suggestion by M.
Cosyns the above-mentioned basic matrices were chosen to correspond to the
estimation using quadratic sums of the so-called several-step sagittas. Estima-
tions using two and three resp. basic matrices are treated explicitly.
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