EGY INFORMACIOELMELETI PROBLEMAROL
RENYI ALrrED

Bevezetés

E dolgozatban egy olyan probléma matematikai modelljét allitjuk fel
és oldjuk meg, amely a legkiillonb6z6bb tudomanyokban, valamint szémos
egymastol tavoles6 gyakorlati tevékenység soran szinte mindennapos. A prob-
lémat elszor egy konkrét példan keresztiil ismertetjiik; azutidn ramutatunk
néhany més szituédciéra is, ahol olyan probléma lép fel, amely ugyanarra a mate-
matikai modellre vezet.

Tegyiik fel, hogy egy sok alkatrészbél all6, bonyolult, 6sszetett berende-
zésben (pl. egy auté motorjiban, egy elektromos héalézatban, egy elektronikus
szamolégépben vagy mdis sok elembdl felépitett komplex berendezésben)
valami hiba 1ép fel; a hiba kijavitisara torekvé szereld eldszor meg kell, hogy
talalja a hibdt; csak ez utin keriilhet sor a hiba kikiiszobolésére. Tudvalevo,
hogy a hiba megkeresése gyakran sokkal tobb id6t és faradsidgot igényel, mint
a hiba kijavitdasa. Mi itt csak a hiba megkeresésének folyamataval foglalkozunk.

Jeloljik H-val az Osszetett berendezés 6nall egységét alkoté részeinek

halmazat; jeloljék xy, x,, ..., ®, a H halmaz elemeit. A hiba tehat vagy z,-ben,
vagy @y-ben, ..., vagy w,-ben van. Az egyszertliség kedvéért tegyiik fel, hogy
az Ty, Ty, . .., ¥, alkatrészek kozott csak egyetlen egy hibas van. Attél, hogy

milyen jellegli a hiba (pl. kiégett egy elektroncsd, valahol zarlat van, stb.)
tekintsiink el. Minket csak az érdekel, hogy melyik a hibas alkatrész. Hogyan
lat a szerel6 munkdhoz? Megprébalja mikodtetni a berendezés egyes rész-
rendszereit. Ha a berendezés egy részrendszere, amely pl. az x;, x;, ..., a;
elemekbdl all, nem miikodik, akkor a hibds alkatrész az x,, x;,, . .., 2, ele-
mek kozott van; ha ez a részrendszer hibatlanul miikodik, akkor a hibas alkat-
rész nem az x;, ,, . . ., ¥; elemek kozott, hanem a H halmaznak az x;, x,,,.. ..,
sorozathoz nem tartoz6 elemei kozott van. Akar miikodik tehat a kiva-
lasztott részrendszer, akiar nem, a hibat sikeriilt bizonyos mértékig loka-
lizalni, a hiba tekintetében szimbajoveé alkatrészek H halmazit ezen halmaz
egy részhalmazira lesziikiteni. Tekintve, hogy ez a részhalmaz altaliban még
mindig sok alkatrészt tartalmaz, a szerel§ ezutin egy mésik részrendszerrel
probélkozik. Kell§ szamu részrendszer megvizsgalasa alapjan a hibas alkatrész
egyértelmiien lokalizadlhat6. A részrendszerek kivalasztasat a berendezés konst-
rukciéja bizonyos tekintetben korldtozza; ezen korlitokon beliill azonban
a szereld tetszésétdl (mondhatjuk batran: intuiciéjatol) fige, hogy mely rész-
rendszereket vizsgilja meg és milyen sorrendben.

Mivel feltehet6leg egy masik szerel6 masként jart volna el, ugy tekint-
hetjiik, hogy a megvizsgilt részrendszerek kivalasztisa véletlenszertien tor-
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ténik. El6fordulhat az is, hogy az egyes részvizsgilatok eredménye téves és igy
félrevezets. (Pl. a vizsgalat céljabol osszekapesolt alkatrészek kozott 1étesitett
kontaktus laza; a vizsgélathoz felhaszndlt mérémiiszer maga sem kifogéstala-
nul m{ikodik stb.). fgy tehat a hibakeresés folyamatara a kovetkez8 matema-
tikai modellt allithatjuk fel:

Meg akarjuk hatarozni az a,, @,, . .. , x, elemekbdl all6 H halmaz egy
elttiink ismeretlen elemét — jeloljiik ezt a-szel. E célbdl taldlomra kivilaszt-
juka H halmaz H,,H,, . . ., H, részhalmazait. Tegyiik fel, hogya H,, H,, ..., H
halmazok valasztisaiegymdstol fiiggetlenek ésa H,, H,, . . ., H, halmazok min-

degyike ugyanakkora

1
tehat 2—n] valdésziniiséggel lehet azonos a H halmaz

bérmely részhalmazival. Miutan a H ; halmazt megvalasztottuk, vilaszt kapunk
arra a kérdésre, hogy a keresett x elem hozzétartozik-e a H; halmazhoz. Az igy
kapott valaszok azonban nem mindig felelnek meg a valdsignak; tegyiik fel,
hogy arra a kérdésre, hogy a H; halmaz tartalmazza-e a keresett x elemet,
p valészintiséggel (15 < f < 1) a valésidgnak megfelel§ vilaszt, és 1—f valo-
szinliséggel hamis valaszt kapunk. Tegyiik fel tovabbd, hogy az egyes kérdé-
sekre kapott vilaszok helyes vagy hibas volta egymastol fiiggetlen. A matema-
tikai probléma marmost a kiévetkezs: ha n és f§ értéke ismert, és el§ van irva
egy a szam (0 < a < 1), milyen nagyra kell vilasztani k értékét (tehat hany
taldlomra valasztott részhalmazt kell megvizsgilni) ahhoz, hogy a kapott
(részben helyes, részben téves) vilaszokbdl legalabb o valdszintiséggel identifi-
kalni tudjuk a keresett = elemet?

MielGtt a fentiekben megfogalmazott matematikai probléma megoldisat
megadnank, megemlitiink néhiny méas, az osszetett berendezésekben fellépd
hiba keresésétdl litszélag nagyonistiavoless szituiciét, amely ugyanerre a mate-
matikai modellre vezethet§ vissza. Természetesen a felsorolt példik mindegyike
rendelkezik bizonyos sajatos vondsokkal, amelyek a fentemlitett leegyszeriisi-
tett modellben nem tiikrézédnek. Egy-egy konkrét szituicio leirisira a mate-
matikai modell természetesen megfelelGen médosithaté. Mi itt elsé 1épésként
csak a fentiekben ismertetett leegyszer(sitett modellel foglalkozunk, mivel
az a szobanforgd, egymastél sok szemponthé kiilonb6zé konkrét szituaciok
bizonyos ko6zos vonasait ragadja meg.! Tovabbi vizsgdlatok targyat kell, hogy
képezze a fentemlitett alapmodell olyan mddositasainak vizsgilata, amely
révén egy-egy konkrét szituicié sajitossigait pontosabban lehet visszaadni.?

Miasodik példaként tekintsiik az orvosi diagnézis példajit. Amikor egy
orvos egy betegrdl diagnézist allit fel, 1ényegében hasonlé médon jar el, mint
a szereld, aki a hibat keresi. E példiban célszeriibb a H halmaz elemeinek az
Osszes lehetséges betegségeket tekinteni (és nem pl. a beteg egyes szerveit,
hiszen szamos betegség nem egy szervnek, hanem az egész szervezetnek a meg-
betegedése). A beteget diagnosztizalé orvos tgy jar el, hogy a betegen bizonyos
vizsgalatokat végez (megméri a h6mérsékletet, vérnyomast, vérsejtsiilyedést,

LAz [1], [2] és [3] dolgozatokban mar foglalkoztunk a jelen dolgozat targyat
képez6 probléma azon speciélis esetével, amikor f = 1, vagyis amikor a kapott vélaszok
kivétel nélkiil helyesek, tovAbba ezen specialis eset masiranyu altalanositasaival. Jelen
dolgozatban éppen az a novum, hogy megengedjiik azt is, hogy a vélaszok egy része
hibas legyen. !

2 A [3] dolgozatban a = 1 esetre nézve mar foglalkoztunk a modell olyan médo-
sitdsfval, amelynél a kiilonboz6 részhalmazok nem egyenld valosziniiséggel keriilnek
kivélasztasra. Ez a f# < 1 esetben is megvizsgaland6.
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kopogtatja a tiidejét, megnézi a torkat, kiillonb6z6 laboratériumi vizsgélatokat
végeztet, sth.). Az egyes vizsgalatok eredményeképpen a szamitasba jove beteg -
ségek halmaza egyre jobban lesz{ikiil. Itt is szamolni kell azzal, hogy egyes
részvizsgilatok eredményei tévesek és félrevezetSk. Itt nemesak arrél van szo,
hogy pl. a laboratériumi vizsgélat soran téves miszerleolvasas torténhet, hanem
arrdl is, hogy vannak olyan tiinetek, amelyek bizonyos betegségnél legtobbszor
fellépnek, kivételes esetekben azonban hidnyozhatnak. A fent felallitott mate-
matikai modell az orvosi diagnodzis-felallitis folyamatanak kétségteleniil csak
nagyon leegyszertsitett képe, azonban a szébanforgé folyamat bizonyos voné-
sait helyesen tiikrozi.

Harmadik példaként vizsgaljuk meg, hogy hogyan jar el a kémikus, ami-
kor valamilyen ismeretlen anyag kémiai Osszetételét kivinja megallapitani.
Az egyszerliség kedvéért gondoljunk a kvalitativ kémiai analizisre, mivel a
kvantitativ analizis olyan problémékat vet fel, amelyek bonyolultabb matema-
tikai modellre vezetnek. Ez esetben a H halmaz elemeit az Gsszes szimbajove
vegyiiletek képezik. Az ismeretlen anyag Osszetételének megdllapitisa célja-
bél a kémikus az anyagot bizonyos vizsgalatoknak veti ala (pl. bizonyos savak,
lagok, sth. hatasanak teszi ki, lakmusz-papir-prébat végez stb.). Minden egyes
részvizsgilat eredménye sziikiti a lehet6ségek halmazit, mig végiil kell6 szamu
vizsgilat utin a lehetOségek szdiméat sikeriil egyre redukalni. Nyilvanvalo,
hogy e példiban sem elhanyagolhaté az a lehetdség, hogy egy-egy részvizsgéilat
eredménye hibas.

A kvalitativ kémiai analizis példija alkalmas arra is, hogy ramutassunk,
hogy a gyakorlatban sokszor nem egyetlen ismeretlent, hanem egyidejiileg
t6bb ismeretlent kell meghatdrozni; hiszen a megvizsgilandé anyag legtobb-
szO0r nem homogén, hanem t6bb kiilonb6z6 anyagbdl all. A f = 1 specidlis
esetre vonatkozolag a [3] dolgozatban a probléma ilyenirdnyt altaldnositasat
is megvizsgaltuk. A szimultin meghatarozas probléméjara a f < 1 esetben mas
alkalommal kivanunk visszatérni.

A kémiai analizis példajan keresztiil ramutathatunk a modell egy masik
Altaldnositasi lehet@ségére is. Egyes részvizsgalatok ugyanis a szamitisbajove
lehetdségek halmazit nem két, hanem ketténél tobb részhalmazra bontjak,
vagyis az egyes adalékok nem egyszerii dichotémiak, hanem éltaldnosabb fel-
bontésok. A f = 1 esetet illetGleg [3]-ban ezzel az dltalanosabb modellel is
foglalkoztunk. Itt egyelére az egyszerii dichotémidkra szoritkozunk; az dltala-
nos osztilyozds modelljét a f < 1 esetben is érdemes volna azonban meg-
vizsgalni.

Negyedik példaként tekintsiik egy vizsgalébiré munkéajat, aki egy biin-
tény elkovetdjét akarja megtaldlni. Ez esetben a halmaz a gyanuba keriils
egyénekbdl all, mig részvizsgalatoknak ez esetben az egyes tantk kihallgatdsai,
a biinjelek megvizsgildsa, és mas vizsgalatok (pl. ujjlenyomat-vizsgilat, stb.)
tekintend8k. Mindezek az adatok egyre szlikebbre szoritjak a kort a valddi
biinos koriil. Az, hogy ez esetben az egyes adatok (pl. tantuvallomésok) hiteles-
sége gyakran kérdéses, teljesen nyilvinvalé.

E példék szdmat szinte korlatlanul lehetne folytatni. Befejezésiil még
csak egy példat emlitiink meg, amely mintegy kozépiton van a fentebb emli-
tett gyakorlati problémak és ezek matematikai modellje kozott, mégpedig
az tn Bar-Kochba jaték példajat. Ez a jaték ugyanis mar maga is mintegy
leegyszertisitett modellje a fentebb emlitett probléméknak. A Bar-Kochba
jatékban tudvalevileg két jatékos vesz részt — nevezziik 6ket A-nak és B-nek.
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Az A jatékos gondol valamire, a B jatékos pedig arra torekszik, hogy kitalalja,
hogy A mire gondolt. E célbdl kérdéseket tehet fel 4- nak, azonban csak olyan
kérdés van megengedve, amely igen-nel vagy nem-mel megvilaszolhato.
A kérdésekre kapott valaszokbdl kell B-nek kitalalnia, hogy A mire gondolt.
Ha H-val jeloljiik azon ,,dolgok” (személyek, tirgyak, fogalmak stb.) halma-
zat, amelyekre az 4 jatékos gondolhatott, minden kérdés, amit B feltehet, meg-
fogalmazhaté olyan alakban is, hogy hozzatartozik-e a gondolt ,,dolog”” a H
halmaz egy bizonyos H részhalmazihoz. Mint mar [3]-ban ramutattunk, a kér-
dések kivalasztisa még gyakorlott jatékos esetében is bizonyos mértékig vélet-
lenszertinek tekinthets. Mig [3]-ban csak a f = 1 esetet targyaltuk, vagyis fel-
tettiik, hogy az 4 jatékos minden kérdésre a valésignak megfelelGen valaszol,
a Bar-Kochba jaték tényleges lefolyasinak jobban megfelel az hipotézis, hogy
a valaszok bizonyos szazaléka (a kérdés félreértése, vagy bizonyos tények isme-
retének hidnya folytan) téves. (Lehetséges persze a Bar-Kochba jaték-
nak egy olyan varidnsa is, ahol az 4 jatékosnak jogdban all a kérdések egy
részére szandékosan téves valaszt adni, (pl. azon megszoritassal, hogy a valé-
signak meg nem feleléen megvilaszolt kérdések szdma a jaték sorin soha nem
haladhatja meg az Osszes, az adott idGpontig feltett kérdések szimdnak pl.
az Otodrészét).?

Hangstlyozni szeretnénk, hogy a targyalt probléma mind gyakorlati,
mind pedig elméleti szempontbdl elsésorban akkor érdekes, ha n (a H halmaz
elemeinek szdma) igen nagy szam. A kovetkezdokben ezt mindig fel fogjuk tenni.

Végiil még csak azt szeretnénk hangsilyozni, hogy olyan esetekben, ami-
kor egy komplex berendezésben fellépd hiba keresését, az orvosi diagnézist,
a kémiai analizist sth. képzett szakember végzi, az dltala kovetett eljaras erdsen
eltér az altalunk vilasztott modellt6l, amennyiben az egyes részvizsgilatok
megvalasztiasa csak részben fiigg a véletlentdl, nagyobb részben viszont azt az
illetd szakember szaktudésa, tapasztalatai, intuicija szabjik meg. Ha azonban
az emlitett vagy azokhoz hasonlé feladatok elvégzésére készitett kibernetikai -
berendezésre gondolunk, annak miikodése mar aligha képzelhetd el masképpen
mint az altalunk valasztott modellnek megfeleléen. Egy hibakeresd gép konst-
rualdsa viszont a kibernetika mai 4dllisa mellett teljes mértékben a lehet&ségek
hataran beliill van, bar tudomasom szerint ezideig ilyen gép nem késziilt.
Vizsgilataink eredményei felhaszndlisra keriilhetnek egy ilyen hibakeresd
kibernetikai berendezés konstrukecidjanal.

Az 1. §-ban a fentebb megfogalmazott matematikai probléma megoldasat
adjuk meg. A 2. §-ban megmutatjuk, hogyan fiigg 6ssze a vizsgilt probléma a
matematikai statisztika ,,diszkrimindciés probléma’ elnevezés alatt ismert
problémakorével. A 3. §-ban viszouv azt mutatjuk meg, hogyan fiigg 6ssze az
altalunk vizsgalt probléma az informdaciéelmélet szokésos kérdésfeltevésével
(a zajos csatornén keresztiil valé informéciétovibbitis problémdijaval).

1. § A probléma megoldasa

E §-ban a kovetkezd problémdaval foglalkozunk. Legyen H egy n elemfi
halmaz. Legyenek H,, H,, . . ., H, a H halmaz taldlomra, egyméstol fiiggetle-

3 Természetesen ez a megszorités nem teljesen felel meg a kovetkez6kben targyalt
modell feltevéseinek, azonban nem is 4ll attél tdl tavol.
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niil kivalasztott részhalmazai. Tegyiik fel, hogy H; ugyanakkora [tehat —zl—n—

valészintiséggel lehet azonos H béarmely részhalmazaval* Legyen  a H
halmaz egy ismeretlen eleme. Tegyiik fel, hogy arra a kérdésre, hogy hozza-
tartozik-e x a H; részhalmazhoz, § valészintiséggel helyes, és 1—g valészinii-
séggel hamis vilaszt kapunk (1, < f < 1), mégpedig olymédon, hogy az egyes
kérdésekre kapott vilaszok helyes ill. hamis volta fiiggetlen a tébbi kérdésre
kapott vélasz helyes ill. hamis voltatdl. Kérdés: milyen nagyra kell k& értékét
vilasztani ahhoz, hogy a kapott valaszokbdl legalibb o valdészintiséggel meg
tudjuk Allapitani, hogy a H halmaz melyik @ elemérdl van sz6? (0 < a < 1).

Feltessziik, hogy a fenti probléméban szerepld § és a. megadott rogzitett
szamok, és elsdsorban a keresett k értéknek n-t6l valé fiiggését vizsgiljuk, ha
n — -+ oo. Annak valdszin(iségét, hogy az ismeretlen x elemet & valaszbdl
meg lehet allapitani, P,,-val fogjuk jelolni; valéjiban P, attdl is fiigg, hogy
a kapott valaszok kiértékelését milyen moédszer alapjin végezziik el. A kovet-
kez8kben a vilaszok kiértékelésének egy plauzibilis konkrét moédjat fogjuk
alkalmazni. Arra a kérdésre, hogy miért éppen ezt az eljarast vilasztottuk,
még a 2. §-ban visszatériink.

Miel6tt eredményiinket megfogalmaznank, ra szeretnénk mutatni, hogy
az a feltevés, hogy 15 < f < 1 nem jelenti az altalanossig megszoritasat.
Ugyanis a = 15, esetben nyilvinvaldan a valaszok semmi informaciét nem
nydjtanak, mig a 0 < f < 1 eset visszavezethets az 1, < f < 1 esetre oly-
moédon, hogy minden vélaszt az ellenkezdvel helyettesitiink.

Vezessiik be a kovetkezo jelolést:

1 1
(1.1 L(p) = plog, — 4+ (1 lo
) B S ~F)loga s — 5

Masszoval jeloljik 7 (f)-val a g és 1 — p valdszinliségekbol all6 kéttaga valé-
szinfiségeloszlis entropiidjat. I(f) felfoghat6, mint egy egy véalasz helyes vol-
tira vonatkozé bizonytalansig mértékszama. Ilymédon egy-egy valasz leg-
feljebb 1 —1(p) informéaciét nyajt. Mivel az x elem meghatirozasihoz logyn
informéci6 sziikséges, heurisztikus meggondolés szerint csak akkor remélhet-
jik, hogy a k vélasz elegend6 @ meghatarozasira, ha k(1—1(f)) = logyn,
vagyis, ha

,2 _—

log
: k>—
(1.2) =i 15

A heurisztikus meggondolassal nyert (1.2) alatti alsé korlat nincs is tavol a
helyes eredménytdl, ugyanis érvényes a kovetkezo
Tétel. Ha 1% < <1 és

log, 7 -y Jlogyn 4 o(}log, n)
1—1(p)

(1.3) k(n) =

¢ Ez azt jelenti, hogy elvben H ; az {ires halmaz vagy maga H is lehet, tovabba azt,
hogy a H,, H,, ..., Hjhalmazok kozott elvben ugyanaz a halmaz tobbszor is eléfordul-
hat. A tovébbiakban targyalt nagységrendi viszonyok mellett azonban ezen lehetdségek
valoszin{iségei olyan elenyészéen kicsinyek lesznek, hogy e lehet6ségeket felesleges eleve
kizarni; ha e lehetéségeket kizdrnank, ez az n — -+ oo hatéresetre nyert eredményeket
egyaltalan nem befolyésoln4.
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ahol y tetszbleges rogzitett valds szdm, és 1(f) az (1.1) dltal definidlt mennyiség,
akkord

(1.4) lim P,y = qb(y)

ahol ol

(1.5) D(z) = V;—’T J e_%du

és )
_1/80—=p p

(1.6) o _l f) log, —— i

Megjegyzés : A tétel eredménye tigy is fogalmazhatd, hogy ha a tetszéle-
ges eldirt valdszintiség (0 < a < 1) és
(13/) k(n} = EgZ n + U¢_1(a) VlOgZ n + 0 (V].Oggi) ]
£ =)
akkor

(1.4) Hm Py = a.

n—+o

Ez a fogalmazis vilagossa teszi, hogy az a valésziniiségi szint megvilasz-
tésatdl k(n) csak viszonylag kevéssé fiigg, hiszen a fétag (1.3°)-ben fiiggetlen
a-tol.

Bizonyitas. Jelolje H azt a halmazt, amelyrdl a j-edik vilasz azt allitja,
hogy z-et tartalmazza. Tehat H = H;, ha x€H; és a jedik vilasz helyes,
vagy ha ¢ H; és a j-edik Valasz hamis, mig H =H,, ba vdH; és a 7ed1k
véalasz helyes, vagy ha x € H; és a j-edik vélasz hamis.s JelolJek D15 gy o lovissy B B
H halmaz elemeit. Legyen ¢,; y =1, ha a j-edik valasz 6sszhangban van ' azzal
a hipotézissel, hogy v = ), és ¢,; = 0, ha a j-edik vilasz ellentmond annak
a hipotézisnek, hogy s =2, (A =1,2, ... ,m;i=1, 2, s &)

Miésszéval legyen

Il ha xheﬁj
0 ha xhéﬁj.

Tegyiik fel egy pillanatra, hogy @ = z,. Ez esetben, ha 0,, d,, . . ., 9, tetszdle-
ges, a 0 és 1 elemekbdl allé6 sorozat akkor

(1.7) eny =

(1.8) Peyj =165 =0p 855 =0y, ..., &0 =) = Qf—l
és

1L—p
(19) P(slj :0,82]~ = (32, 83j :53, o e ’gnj = (Sn) — on1 .

5 A kiértékelési moédszer a bizonyitds soran részletezendd alkalmas vélasztasa
mellett. -
¢ Itt H; a H; halmaznak H-ra vonatkoz6 kiegészité halmazat jeloli.
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Ugyanis &; = 1 akkor és csak akkor all fenn, ha a j-edik valasz helyes, hiszen

ha a j-edik valasz helyes akkor H aszerint egyenlé H ;-vel vagy H -sal, hogy
x € H; vagy x ¢ H;, mig ha a j-edik 'vilasz hamis, akkor ennek fordltott]a. igaz.
\/Iasre%zt viszont, ha 09, - .. , 0, tetszlleges rogzitett, a 0 és 1 elemekbdl allé
sorozat, akkor az &, = b‘,, &; =0 ...,8,; =20, feltevesek &,; értékével

egyiitt egyértelmiien meghatirozzik a H halmazt. Ha H adva van, akkor

H; nem lehet mas mint H vagy H Ilyen médon (1.8) és (1.9) azonnal kovet-
keznek.

Jelolje E,, azt az n X k elemi matrixot, amelynek h-adik soranak j-edik

elemee,; (h=1,2,...,m;5=1,2,...,Fk)vagyis legyen
B Einl s s B

(1.10) E,=
enl £n2 2. Enk

(1.8) és (1.9) ugy interpretalhaték (figyelembevéve, hogy az E,, oszlopait
alkoté vektorok a H; halmazok megvalasztisinak feltételezett fiiggetlensége
folytan fiiggetlenek), hogy az E,, véletlen matrixot ugy szirmaztathatjuk,
hogy elsd sordnak minden helyére egymaistdl fiiggetleniil § valészintiséggel
L-est, ill. 1—4 valdszintiséggel 0-t irunk, mig az Gsszes tobbi helyre egymastol
és az els6 sor kitoltésétol fuggetleniil 1, valészintiséggel irunk 1-est, ill. 0-t.

Mis szavakkal, az Epj (h — 1, omyj=1,2,...,k) valészinilségi valtozdk
teljesen fuggetlenek és
(1.11) Ple,=1)=p, Ple,;=0)=1-p (G=1,2,...,k),

mig ha 2 < & < n, akkor

(1.12) P(en; =1) =P(ep; = 0) =

l\'J!p—l

Ha x nem z,-gyel, hanem pl. z,-val egyenld, akkor hasonléképpen az
E,, mitrix h-adik soranak elemei lesznek f valdszintiséggel 1-gyel és 1—pf
valészintiséggel 0-val egyenlGk, és az Gsszes tobbi sor elemei 14 valészintiséggel
lesznek 1-gyel, ill. 0-val egyenldek.

Legyen most
k
(1.13) V= gs,7j.
f=

(Most nem tessziik fel, hogy v = @,).

Marmost a kapott véilaszok kiértékelését a kiovetkezd kézenfekvé médszer
alapjan végezziik: megnézziik, hogy az x=wx, hipotézisek koziil (h=1,2,...,n)
melyiket tamasztja ald a legtobb vélasz. Ha egyetlen ilyen A van, akkor
a mellett dontiink, hogy @ = x,; ha tobb ilyen % volna, akkor azt mond]uls,
hogy a vilaszok nem teszik lehet6vé az egyertelmu dontést. Persze, még ha
ezen eljards egyértelmi is, akkor is lehet az igy hozott dontés téves. Ha tehdt
P, jeloli annak a valoszmuseget hogy ezen dontési eljarassal helyesen hatd-
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rozzuk meg az ismeretlen x elemet, a fenti konvencié mellett, mely szerint
x =, a helyes dontés valészintisége

(1.14) P =Py > max ).
2<h=<n
Figyelembevéve az E,, véletlen matrix elemeinek fiiggetlenségét és az
(1.11)—(1.12) osszefiiggéseket, azonnal adédik, hogy

k(L =107 l'"_l
(1.15) Pnk:l;l[l)ﬁl(l_ﬁ)k_l(j‘;o (7)2") :

(1.15)-b6l a Moivre—Laplace tétel és a Stirling-formula segitségével teljesen
kézenfekvs aszimptotikus meggondolisok segitségével adodik a fenti tétel
allitasa. A szamitas részleteit itt mellGzziik.

2. §. A probléma osszefiiggése a matematikai statisztika ismert problémaival

Az 1. tétel bizonyitasabdl nyilvanvald, hogy a targyalt probléma azonos
a kovetkezo statisztikai probléméaval: n szamu k elem mintank van; tudjuk

azt, hogy az n minta fiiggetlen, koziilitk n—1 egy olyan § ( %) statisztikai soka-
saghdl lett véve, amelyben az 1 és 0 szamok valdszintisége 15, mig az » minta
koziil az egyik egy olyan S(p) statisztikai sokasigbdl lett véve, amelyben az
1 ill. 0 szamok valészintisége g ill. 1—p (1 < g < 1). Eldontendd, hogy az n
minta koziill melyik szarmazik S (f)-bol.

Misrészt azt is konnyen belathatjuk, hogy az altalunk valasztott dontési
eljaras tulajdonképpen nem mads, mint a maximum likelihood médszeren
alapuld eljaras. Ugyanis azon feltevés mellett, hogy a h-adik minta szirma-
zik S(B) bél (vagyis © = @), az n minta egyiittes valdszin{isége

vy = k—vy

(2.1) A e i
9(n—1)k

és igy, ha a maximum likelihood médszer szerint dontiink, ugy azt az x,-t
fogadjuk el az ismeretlen z-nek, amelyre W, maximalis, tehat azt, amelyre »,
maximalis, és mi éppen igy jirunk el. Ez megvilagitja, hogy miért éppen ezt
a kiértékelési eljarast valasztottuk. A problémat a kovetkezéképpen is fogal-
mazhatjuk. Jeldlje II, azt a hipotézist, hogy az E,, mitrix h-adik sora a S(5)

sokasagbél, a tobbi sorai a S (%) sokasigbol vett mintak. Az dltalunk vizs-
gdalt probléma tgy is jellemezhets, hogy eldontendd, hogy a Iy, I1,, ..., I,

egymast kizaré hipotézisek koziil melyik a helyes? E szerint a probléménk az
un. diszkriminaciéprobléméak kozé tartozik.

3.§. A probléma isszefiiggése az informaciGelmélet ismert problémaival

Az 1. §-ban targyalt probléma a kovetkezGképpen is interpretilhaté.
Legyen adva egy zajos csatorna, amelynél a lehetséges bemend jelek
Zq, T, - . ., Tp, Mig alehetséges kimeno jelek a H = {x,, 2,, ..., z,} halmaz 6sszes
részhalmazaibél dllnak. Jeloljék ezeket H®, H®, ... H®, Jelslje p,; (ahol
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h=1,2,...,n;1=1,2,..., 2" annak val6sziniiségét, hogy a H® halmazt
kapjuk kimené jelként, feltéve, hogy az x, jelet adtuk le, és tegyiik fel, hogy
2nﬁ_1 ha x, € H®
3.1 o
(3.1) Pn 1-8

ha =, ¢ HO,

g

Tegyiik fel, hogy k-szor egymésutan leadjuk az z, jelet; a feladat az,
hogy a felvett H,, H,, ..., H, jelekbdl rekonstruiljuk x,-t. (Vegyiik észre,
hogy ezen atfogalmazisnil még a f = 1 esetnek is zajos csatornin keresztiil
valé informéciétovabbitas felel meg !). Kérdés: hanyszor kell az x, jelet leadni
(vagyis milyen nagynak kell valasztani k értékét), hogy a felvett jelekbdl z,
legalébb a valészintiséggel meghatarozhaté legyen. A probléma ezen atfogalma-
zisédnak {6 érdekessége abban All, hogy elvezet a probléma egy igen messze-
mend altalinositisihoz. A szébanforgé kérdés, hogy tudniillik hanyszor kell
az x; jelet leadni, hogy az el8irt valésziniliséggel dekodolhaté legyen, felvethets
tetszo6leges Atmenet-valdszintiségekkel bird zajos-csatorna esetében is. E kérdés-
feltevés, bar szorosan osszefligg az informaciéelmélet szokdsos problematiké-
javal, attél mégis eltér, és tudomasom szerint eddig nem képezte behatébb vizs-
galat targyat. Ezen dltalanos informaciéelméleti probléma targyaldsa azonban
méar tilnéne jelen dolgozat keretén.

(Beérkezett: 1962. februar 27.)
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Ob OJ1HOI IPOBJIEME TEOPMU UH®OPMALIMU
A. RENYI

Pesiome

BoT Tunuyeckuit npumep I0JIOXKeHUH, MaTeMaTUUYeCKU MOJesib KOTOPOI'o
paccmaTpuBaeTcst B 9Toii pabore: Crenyer HaTH AeQeKTHYIO YacThb CJIOKHOMN
ceTu. B TaKOM I0JIOYKEHUH, €CJIM UYUCIIO YacTeil, KOTOpble MOI'YT OBITh Je(eKT-
HBIMH, OYeHb BEJIMKO, BO3MOYKHBIH MeTO[ HaWTu fAedeKt cieayromuii: Ilposep-
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AI0TCST  HEKOTOpble IMO/I-CeTH; eCM MOoJ-CeTh He paboTaeT, TO OHA COMEPIKHT
JeeKTHYIO yacTb; eciau padoTaer, TO Je(eKTHash YacTb COJAEPIKUTCS B JIOMOJ-
HUTEJIbHOI noji-cetd. Ecin ceTb COCTOUT U3 1 YacTeil ¥ IPOBePSIOTCST TTOAXO0/IsI-
UM 00pa3om BelOpaHHBIE &k > log, n TOJCeTH, TO TaKuUM 00pa3om Haiijercst
nedekTHas yacthb. B pabore pacemMaTpuBaercsi, CKOJIbKO TAKUX NPOBEPOK HYKHO
BHINOJIHATD, €CJIM TO/I-CeTH BHIOPAKTCST CilyuailHbIM 00pasoMm, He3aBUCUMO JAPYT
OT JIpyra, TaK 4To NP Ka>K0M BEIOOpe KarK/ast BO3MOYKHAsI 110/1-CeTh BBIOUpaeTCs
¢ TOi »Ke camoil BeposATHOCTBIO. [Tpu 9TOM mpejmoiaraercsi, 4To poBepKa moji-
ceTeil He Bcerja, a TOJbKO ¢ BeposITHOCTbIO f(1/y < f =< 1) naer mpaBuJIbHBIH
pe3yJIbTaT U ¢ BepOATHOCTbIO 1 — f moJsyuaercst omnOOUHBIE OTBET Ha BOIpOC,
COMlePYKUT JM Moj-ceTh AedeKT. TaKoi BONpPoC MOYKeT MMeTh 3HavYeHHe MPU KOH-
CTPYMPOBAHUM aBTOMATOB /Ul IOMCKaA JledeKra.

JlokasbiBaeTcst clefylomasi Teopema: LEcau noaoncum

1(B) = Blog, ; + (1= ) logs- ;

u ecau nposepawmes k = k(n) cayuatino u Hesasucumo 6s10parmsle 1n00-cemu
cemu, Kormopas cocmoum u3 11 4acmetl, 20e k(n) 3asucum om n caeoyomum 00 pasom ;

k(n) = 2" Y Vlloiz;l(g o(Jlogyn;

(y (urcuposantoe eewjecmeentoe 4ucao), u Pn’k 0003Hauaem 6epoSMHOCTb
mo2o, 4no u3 pe3yAbmarnog npoéepox MOMNCHO HQUMU OeeKmmuylo 4acms cemi,
mo umeem }
),
X

D(x) = VQl J e_% du
7

— 0

: Y
lim Py =2 (
n—-+cw :

BNES

20e

1/800—B) p
o= l/ ;1(?)‘.10;22 T:’f ;

3ameuaercsl, 4TO MMEIOTCA M ApPyTHe Hpolecchl (KpoMe Ipolecca HaX0iK-
JeHust nedexra), Ul KOTOPBIX Bblllle ONKMCAHHAs NPOOJIeMa MOYKET —CIIYIKUT
OUeHb YIIPOILEHHON MOJeJIblo, TaK HAllpUMep IpoLecc, ¢ IOMOLIbI0 KOTOPOTo
Bpad HaiijleT Auarto3, 1y Mnpolecc XMMUUECKOI0 KauecTBEHHOI0 aHaJiusa u T. JI.

Haxoner ykasaHo, 4To BOIPOC MOYKeT OBITb pacCMOTpeH U KaK Npobiema
MaTeMaTUYeCKO CTAaTUCTUKM, MJIM KaK YaCTHBIA ciaydail ciefyliolieil Ipo6Jiembl
nepefaun uHGopmanuu: ITycrs gan JMCKpPeTHHIH 6e3naMATHBII KaHal ¢ LIIYMOM.
[TepefaeTcst TOT )Ke caMblil CUIHAJ MHOTO pa3; KaK MOYKHO U3 MOJyYeHHbIX CHUI-
HaJIOB pasrajlaTh, KaKoil curuan Obl1 mepejgaH?
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