UBER DIE »KURZESTE« FORM VON BOOLESCHEN
FUNKTIONEN

von
Ré6zsa PETER

1.In der Theorie der Synthese von Stromkreisen auf Grund von gege-
benen Arbeitsbedingungen spielen Boolesche Funtionen eine wichtige Rolle,
d. h. Funktionen, die selber, und auch ihre Variablen, nur zwei Werte (wie
swahr« und »falsch«) annehmen kénnen. Bekanntlich kénnen diese Funktio-
nen mit Hilfe von Konjunktionen, Disjunktionen und Negationen von den
Variablen aufgebaut werden (sogar mit wenigeren Operationen, aber dann
weniger iibersichtlich); man denke z. B. an ihre eindeutige Darstellbarkeit
in einer ausgezeichneten disjunktiven Normalform. L. KArLMArR gab mir die
Anregung zur Untersuchung der — aus technisch-6konomischen Griinden
wichtigen — kiirzestmoglichen Darstellungen der Booleschen Funktionen
mit Hilfe der genannten drei Operationen; wobei unter der Lénge einer For-
mel die Anzahl der darin auftretenden Variablen verstanden wird, jede soviel-
mal gerechnet, wie oft sie in dem Ausdruck vorkommt. Freilich benétigt man
einen moglichst einfachen Algorithmus zur Gewinnung der kiirzestmoglichen
Darstellung von beliebig gegebenen Booleschen Funktionen; als erster Schritt
in dieser Richtung ist es daher interessant zunichst theoretisch zu unter-
suchen, wasfiir (inwiefern rekursive) Algorithmen hier zu erwarten sind.

In vorliegender Arbeit beweise ich, dass sowohl die minimale Linge
der Formeln, die eine gegebene Boolesche Funktion F von n Variablen darstellen,
als auch eime bestimmte solche Formel von minimaler Linge, in einer passenden
Wortemenge als primitiv-rekursive Funktionen von F und n definiert werden kémnen.

2. Betreffs der Kentnisse iiber zahlentheoretische rekursive Funktionen
berufe ich mich auf mein Buch!, und betreffs der Kenntnisse iiber Wortemen-
gen und in Wortemengen rekursive Funktionen auf meine in dieser Zeitschrift
frither erscheinende Arbeit?, worin auch die urspriingliche Quelle?® dieser Unter-
suchungen zitiert wird, und ohne Beweis all das aufgezdhlt wird, was davon
auch in dieser Arbeit benutzt wird, mit einigen Ausnahmen, die ich hier angebe:

Auch die folgenden Funktionen sind primitiv-rekursiv in einer Worte-
menge:

1) b,(x) ’

das falls 7 eine natiirliche Zahl ist, den 2-ten Buchstaben des Wortes x bedeutet;
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2) die Anzahl
h(")(x)

des Auftretens des Buchstaben & im Wort a;
3) subst (2, ¥, z) und sub (x, y, z) ,

welche beide fir y #+ 4 das aus 2 dadurch entstehende Wort bezeichnen,
dass in 2 jedes Vorkommen von y durch z ersetzt wird (von rechts nach links
bzw. umgekehrt, was aber in dieser Arbeit ohne belang ist); bei subst (2, ¥, z)
vorausgesetzt, dass die Ersetzung eines solchen y durch z kein neues Vorkommen
von y in v zustandebringt; und bei sub (2, y, z) vorausgesetzt, dass o(z) < o(y) ist.

Endlich werde ich noch benutzen, dass die »eingeschachtelte Rekursion«,
worin fir die Parameter Einsetzungen erfolgen, nicht von der Klasse der
primitiv-rekursiven Funktionen hinausfiihrt.

3. Eine Boolesche Funktion von » Variablen wird durch ihre Werteta-
belle angegeben ; daraus lisst sich aber ihre ausgezeichnete disjunktive Normal-
form unmittelbar entnehmen, und auch umgekehrt liest man aus einer solchen
Normalform unmittelbar die Wertetabelle heraus; z. B. sicht man unmittelbar,
dass die Wertetabelle

) R F
I ___WJ
| |
wahr | wahr wahr |
| L e el
1‘ wahr i falsch falsch ‘
-l —se W N {1a I il oy o Sl
‘ falsch wahr falsch ‘
| falsch i falsch wahr

und die ausgezeichnete disjunktive Normalform
F=A4,4,v4, A4,

dieselbe Funktion F darstellen (wobei das Nacheinandersetzen von Formeln
ihre Konjunktion bedeutet). In den Folgenden werde ich die Booleschen Funk-
tionen durch ihre ausgezeichnete disjunktive Normalform angeben.

Ferner werde ich mich in den Folgenden auf Formeln beschrinken,
in welchen keine Negation einer mehrgliedrigen Formel als Teilformel vor-
kommt. Die Auflésung einer mehrgliedrigen Negation mit Benutzung einer
de-Morgan-Identitédt dndert ja nichts an der Lénge der betreffenden Formel.
und in diesen Untersuchungen kommt es nur darauf an.

So bietet sich als passende Wortemenge die Wortemenge It mit dem
Alphabet

H={(). V. 4, 4,, 4, A5, . ..}

Zur Unterscheidung von den iiblich gebrauchten Klammern- und Disjunk-
tionszeichen werden diese als Buchstaben des Alphabets (das letztere als V)
fett gedruckt. Die natiirlichen Zahlen

0, P2y 3,
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konnen etwa mit

o 4 6 W G
identifiziert werden.

Mit der Konvention, dass die Konjunktion »stirker bindet« als die
Disjunktion, konnen Klammern erspart werden : zur Konjunktion »geschlosse-
ner« Formeln brauchen die Konjunktionsglieder nicht in Klammern gesetzt
werden; dabei bedeutet die »Geschlossenheit« einer Formel, dass darin entwe-
der kein V-Zeichen vorkommt, oder es gibt links von jedem ihrer V-Zeichen
mehr (-Zeichen als )-Zeichen (so muss zu mindestens einer der links vom betref-
fenden V stehenden Anfangsklammern eine rechts von diesem V stehende
Endklammer gehéren; in einer Formel muss ja die Anzahl der Endklammern
mit der Anzahl der Anfangsklammern iibereinstimmen). Die Konjunktion
geschlossener Formeln ist wieder eine geschlossene Formel.

So ist jede Formel die Disjunktion von eindeutig bestimmten geschlos-
senen Formeln, »Disjunktionsglieder« genannt (falls sie geschlossen ist, ist
sie eine eingliedrige Disjunktion). Eine geschlossene Formel x enthélt entweder
keine (-Zeichen (und dann auch keine V-Zeichen: sie ist dann eine »reine Kon-
junktion« von unnegierten und negierten Variablen), oder kann sie in der Form

=2z V) 22

geschrieben werden, wo das ausgeschriebene (-Zeichen dasvon links erste (-Zei-
chen in @ (und so z, eine reine Konjunktion) ist, und das ausgeschriebene )-Zei-
chen sein Klammernpaar (d.h. vom ausgeschriebenen ( nach rechts gehend
sind vor ihm immer mehr (-Zeichen als )-Zeichen, und wenn man das aus-
geschriebene ) erreicht, genau so viele; wonach z, eine geschlossene Formel
ist). ferner y, eine geschlossene Formel ist.

§ 1.

4. Nun erweisen sich leicht die charakteristischen Funktionen (welche

die Werte 4, ( annehmen) der Eigenschaften:
»( zu seing, «) zu seiny, »V zu sein¢, »ein A; zu sein¢, »ein A4; zu seing,

die der Reihe nach mit
@), H@), fi(®), fa(x), fa(x)
bezeichnet werden, als primitiv-rekursiv in 3 . Z.B. lautet die Definition von
f(=):
: f(4) = (
und fiir ¢ € A
A, falls 2—A&a~—(

f(xa) =
( sonst;
und von f,(x):
fald) =(
¥ g A falls =41
( sonst

fa@()=fa(x)) = faxV) = fa(z ;11‘) =(.

6 A Matematikai Kutaté Intézet Kozleményei VII. A/1—2-
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5. Zur Definition der charakteristischen Funktion f.(x) der Eigenschaft
»Formel zu sein« benotigt man die Hilfsfunktion z*, welche fiir eine geschlos-
sene Formel x diese Formel selbst, und fiir andere Formeln (x) bedeutet.
(Falls x keine Formel ist, so ist der Wert von z* belanglos fiir uns.) Nach der
Definition

z, falls V&av(y) [y 2 x> (Lep )=V~

2 =1 >k (e(2)) < hO(e, ()]
(x) sonst

ist auch x* primitiv-rekursiv in .
Fiir eine Formel « ist
="

gleichbedeutend damit, dass x geschlossen ist.
Die Formeln werden nun folgendermassen aufgebaut:
1) Es wird auch eine »leere« Formel zugelassen.
2) Jedes A; und jedes A; ist eine Formel.
3) Sind §, und f, bereits nicht leere Formeln, dann sind

f1Vie und ffff
auch Formeln.
Daher kann endlich f(x) wie folgt definiert werden:

fr(4) =4

und fiir @ € A
A, falls fu(xa) = Avfa(za) = A v
V(Ey,) (Bys) [y, S 2 &y, 2 "Yxa) &
frEa) =1 &y FA&Y,FA&fr(y) = frys) =4 &
& (xa =y, Vy,vaa =yt yf)]
( sonst.

Da fp(xa) mit Hilfe von Funktionswerten fr(y,) und fr(y,) definiert
wird, wo ¥, = « und y, = ~(za), zeigt man leicht, dass dies eine Wertver-
laufsrekursion, und daher fp(x) in MM primitiv-rekursiv ist. Ich berufe mich
dabei (und auch in den folgenden dhnlichen Fillen) auf meine frithere Arbeit,”
worin ich solche Gedankenginge bis auf die Einzelheiten durchgefiihrt habe.
Und dasselbe geht genau so fiir jede Definition dieser Arbeit, wo der Wert
einer Funktion an einer Stelle mit Hilfe von ihren an Vorgingern dieser Stelle
angenommenen Werte definiert wird.

6. Ich schicke noch die Definition einiger Hilfsfunktionen voraus.
(1) Sei z eine Formel, und I(z) das letzte (geschlossene) Disjunktionsglied
von z. Diese ergibt sich nach der Definition

() _{x, falls © = a*
tyly 2 2 & fr(y) = A &y = y* &lyy)4a(x) = Vy] sonst

als primitiv-rekursiv in I (falls « keine Formel ist, ist der Wert /(x) belanglos
fiir uns; dhnliches gilt in den Folgenden mehrmals).
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(2a) Sei f(y) primitiv-rekursiv in I mit f(y) = A fir y 5= 4, und =
eine Formel; dann ist F{)(x), das aus x so entsteht, dass jedes Disjunktions-
glied y von z durch f(y) ersetzt wird, auch primitiv-rekursiv in . Denn die
Definition von F{(x) lautet, mit Hilfe der durch

*
) = {V, falls «£x
A sonst

definierten, in I primitiv-rekursiven Funktion:
FoA)=4

und fiir @ € A
FiP(za) = FP((aa)-0+450) hu(za) f(i(za)),

und man zeigt leicht, dass dies eine Wertverlaufsrekursion ist.

(2b) Noch einfacher definiert man F{(z), das aus der reinen Kon-
junktion x entsteht, wenn darin jedes Konjunktionsglied y (d.h. jeder Buch-
stabe y) durch f(y) ersetzt wird, als primitiv-rekursive Funktion in M (hier
kann auch A beliebig unter den Werten f(y) vorkommen):

Fo(d) = A
und fiir a € A
F}k’(xa) = F}"’(x) fla) .

Wird diese Definition so modifiziert, dass darin f(o(va)) statt f(a) steht, so
erhélt man

K(x) = f(1) f(2) ... f(o(x))

als mit f primitiv-rekursive Funktion in It. (f und damit auch K, kann auch
von Parametern abhingen; diese schreibe ich nie an die erste Argumenten-
stelle.)

(3) Mit einer Funktion f(x) (mit beliebigen Parametern) ist auch ihre
o(y)-te Iteration fo)(x) primitiv-rekursiv in I, zufolge der Definition:

f@) = (@)
und fiir @ ¢ A
oD (x) = f(f(°O)(x)) .

(f°®() ist eine Funktion von x und y, welche nur von z und o(y) abhingt.
Ahnliche Bezeichnungen kommen hier ofters vor.)

§ 2.

7. In diesem Paragraph kommt es darauf an, die ausgezeichnete dis-
junktive Normalform in n Variablen einer Formel & (von hichstens » Variablen)
zu definieren. Das geschieht in kleinen Schritten, mit Hilfe einer Kette von
Hilfsfunktionen. ‘

Zuert soll die Folge der Variablen von x, falls sie keine Teilfolge der
Folge

Ay Ay ooy Ay

bildet, zu einem solchen umbenannt werden.

6*
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Man zeigt leicht, dass A,y und A, (mit 4,—=A4,=A) primitiv-rekursiv
in M sind. Dann ist mit f(x) = 4y

Al “II see Ao(y) fio(_v) = Kf(?/) >

sei dies kurz mit g,,, bezeichnet.

Wenn nun é,,,(x) die kleinste natiirliche Zahl i < o(x) bezeichnet, fiir
welche das i-te Zeichen des Wortes x ein in g,,, nicht vorkommendes 4;
oder 4, ist, dann kann dies durch

docy(@) = ;[ 2 0(2) & (fa(bi(@)) = AV fa(bi(x)) = A) &b(x) £ gocy)]

als in I primitiv-rekursive Funktion definiert werden.
Auch

Joy®) =i 2 o(y) & A; 22 & A; R z]

ist primitiv-rekursiv in IN.

Man braucht noch eine Hilfsfunktion z, welche einem A, immer 4,
zuordnet und umgekehrt (und an belanglosen Stellen als A definiert werden
kann). Diese kann durch die

A=4a
o, = [ Ao falls 2= 4
l A sonst
”Lf[fl — Ah falls x = A
A sonst

z( =x)=aV=4

primitive Rekursion definiert werden.
Mit diesen ist auch

subst (subst (2, i, x)(®)s Ajgy0): Disgy@(@)s Ajuy)) -
falls 4 (biy0(2)) = 4

toyy(*) = | subst (subst (2, Diayod®)s Ajiy) Biay(®)s Ajir)

falls f4(bi,, 0(x)) = 4

x sonst

primitiv-rekursiv in I, und auch ihre Iteration tgg,’)(x).
Dann ist fiir eine Formel x von hochstens n Variablen
tn(x) = th(x)

eine solche Transformierte der Formel 2, worin als Variablen eine Teilfolge
der Folge

Aol o il

(negiert oder unnegiert oder beiderweise) vorkommen. In den Weiteren gehe
ich von derartigen Formeln x aus.
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8. Der nichste Schritt ist die Auflésung der Klammern einer solchen
Formel z; so wird die néchste Transformierte bereits eine disjunktive Form
sein, d.h. eine Disjunktion, deren Glieder Konjunktionen von — unnegierten
oder negierten — Variablen sind.

Sei erst x eine geschlossene Formel, welche auch Klammern enthélt;
und sei ihre in Nr. 3 besprochene Darstellung

=2 (11 VY)2.
Hier ist

2, =2(2) = p, [2 L2 &fr(z) = A& (B2 & €y 11(®) =2 (],
h=u%0R) =ply22&fry) = A&y = y* &eoe, () =2 (¥],
Yo =Ya(%) = p, [¥ 2 2 &fr(y) = A & oz, ooy (¥) = 20 (11 V ¥2) ],
2y =2@) =22 2&x =2 (Y Vi) =]

(aus der Definition von z,, ¥, und y, folgt schon, dass z, auch eine Formel,
und zwar wegen der Geschlossenheit von x eine geschlossene Formel ist).
z(x), yy(z), yp(x) und 2,(x) sind primitiv-rekursiv in .

Die Auflosung der ausgeschriebenen Klammern von z = z,(y; V %5)%
besteht darin, dass man dieses Wort infolge der Distributivitdt durch

£3
Y1212 VY2 2,2

ersetzt (die Kommutativitidt und Assoziativitit unserer Operationen wurde
auch bisher stillschweigend benutzt). Im ersten Disjunktionsglied ¥,z,z, kom-
men dann hochstens um eins wenigere Klammernpaare vor, wie im urspriingli-
chen Wort 2, und im zweiten Disjunktionsglied y%z,z, auch hochstens um eins
wenigere, falls y¥ = y, ist, und hochstens ebensoviele sonst, wenn nihmlich
y% = (y,) ist. Doch enthilt y, auch im letzteren Fall um eins wenigere Dis-
junktionsglieder als y, V , in #; und wenn das Verfahren auf (y,)z, 2, wieder-
holt wird, worin das erste (-Zeichen das vor y, stehende (-Zeichen ist, dann
vermindert sich die Anzahl der Disjunktionsglieder im entstehenden »neuen
y¢. Nach weniger als o(x) Schritten kommt man so zu einer Formel, deren
samtliche Disjunktionsglieder wenigere Klammernzeichen enthalten als a.
Sei also x erst eine geschlossene Formel, und d’(z) durch

d'(x) = {x als (£
Y1(2) 21(2) 2y(%) V g3 () 21(2) 25(2) sonst
definiert. d'’(z) entstehe durch Anwendung von d’(x) auf alle Disjunktions-
glieder von z, falls « eine beliebige Formel ist. Dann ist
d"(x) = F@(z) .

Die o(x)-te Iteration von d’’(x) liefert eine mit x dquivalente Formel, deren
Disjunktionsglieder hochstens um eins wenigere Klammernpaare enthalten,
als die Disjunktionsglieder von x. Die o(x)-mal o(z)-te Iteration von d”(x)
liefert also bestimmt eine in I primitiv-rekursive, klammernfreie Trans-
formierte, d.h. eine disjunktive Form

t"(x)
der Formel a.
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9. Jetzt nehmen wir an, das x bereits eine disjunktive Form von gewissen
der Variablen 4,,4,,...,4, ist, und wir wollen in ihren Disjunktionsgliedern
die Wiederholungen streichen. Die so transformierte Formel sei mit #’ ()
bezeichnet. Zur Definition von #,’(z) seien einige Hilfsfunktionen vorausge-
schickt.

Erst sei fiir ein beliebiges Wort « das daraus durch Streichen der Wieder-
holungen seiner (vom Anfang des Wortes an betrachteten) Buchstaben ent-

stehende Wort A,(z). Dies kann durch folgende primitive Rekursion definiert
werden:

y(4) =4
und fiir @ € A
=
hl(xa) o h](x)’ falls a = x
hy(z) @ sonst .

Damit ist auch die auf eine disjunktive Form x angewandte Funktion
ty'(x) = Fii)(x)
primitiv-rekursiv in .

10. Nun wollen wir aus einer disjunktiven Form x jene Disjunktions-
glieder streichen, in welchen sowohl ein 4, als auch 4; vorkommt.

Die durch
10 () = (A, falls (B)) [y 2n& Ay = 2 & Ayy) 2 7]
|z sonst

definierte (nicht unbedingt nur fiir = A verschwindende) Funktion ist primi-

tiv-rekursiv in N, und mit ihr auch F}f,)._, (@), die aus einer disjunktiven Form
AA

zwar die ungewiinschten Disjunktionsglieder streicht, dafiir aber ein solches

Wort zustande bringt, das benachbarte, oder am Ende bzw. am Anfang des
Wortes stehende V-Zeichen enthalten kann. Diese werden entfernt, wenn

in F;ﬁ?_) (x) einfach V fiir jedes Vorkommen von VV gesetzt wird, und auf
44
das Ergebnis die folgenderweise als in It primitiv-rekursiv definierten Funk-
tionen [,(z), ey(x) angewandt werden:
Ll {x, falls [;(z) <V

x~1 sonst,

A fx, falls e(x)=£V
3 | 'z sonst .

So ergibt sich die gewiinschte Transformierte einer disjunktiven Form
x als

1V (z) = e, (zv (sub (Ff (@), VV, V))) :

11. Um eine ausgezeichnete disjunktive Form in n Variablen der bisher
transformierten Formel « zu erhalten, hat man x zu einer solchen disjunktiven
Form tY(x) zu transformieren, deren jedes Glied sidmtliche der Variablen
Ay, ..., A, (unnegiert oder negiert) enthilt. Ein Disjunktionsglied g, das
ein A; mit 1 < ¢ < » nicht enthilt, kann durch

g4, Vg4,
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ersetzt werden. Sei a,(x) die Formel, die aus einem Disjunktionsglied = einer
durch den Bisherigen transformierten Formel entsteht, wenn auf ihm die
genannte Umformung mit dem kleinstmoglichen ¢ angewandt wird. Diese
Funktion ist nach der Definition

x, falls ())[i2n—>(4,2avd, =2 )
an(X) = § & Ay VEAy, sonst, wobei

yozl‘y[yén&Ao(y):—J?J:x&A_o(y)—cﬁ—x]

primitiv-rekursiv in IMM; und dasselbe gilt fiir ihre Iteration a2?(x). Und die
gewiinschte Transformierte eines Disjunktionsgliedes z ist afi(x).

Ist nun 2 die ganze disjunktive Form (nach den bisherigen Umformungen),
dann erhélt man

d
t¥() = Fa(z)
als primitiv-rekursive Funktion in k.

12. Es soll nun die natiirliche Reihenfolge der Konjunktionsglieder her-
gestellt werden. Das leistet zuerst fiir ein Disjunktionsglied « einer durch die
bisherigen Schritten transformierten Formel die in It primitiv-rekursive Funk-
tion A{(z), die sich mit Hilfe der durch

Ay, falls 4, ==

fy, x) =1 Ay, falls 4, =«
etwa /A sonst
definierten Funktion als
R (x) = K, (n, x)
ergibt, und dann, falls « die ganze disjunktive Form ist, die Transformierte
tY'(x) = Frin(a)

13. Die letzte Transformierte tV!'(z) der bisher transformierten Formel
x entsteht durch Streichung der Wiederholungen der Disjunktionsglieder.
Diese kann durch folgende Wertverlaufsrekursion definiert werden:

tVil(A) = A
und fiir @ € A
tVI ((za)—+otxa)})  falls l(xa) S (wa)—(1+o(xa))

tVil(za) ={ i

VI ((za)~(1+o(xaD)) ho(za) l(xa) sonst .

14. Nach Nr. 7—13 erhilt man die ausgezeichnete disjunktive Normal-
form in » Variablen, d,(«), einer Formel # von hochstens n Variablen durch
die Definition

d.(z) = YU

e o i (¢ o)) )

a's in MM primitiv-rekursive Funktion von x und n.
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§ 3.
15. Jetzt sollen die von
g By dy, Bois o

aufgebauten Formeln der Linge m geordnet werden. Ihre Anzahl soll mit
a(m, n) bezeichnet werden, und die r-te Formel in unserer Anordnung mit

f(r,m,n). Die eben aufgezeichnete Folge gibt zugleich die Anordnung solcher
Formeln der Lénge 1 an; daher ist

a(l,n)=2n,

und fir 1 < r < 2n
[1{ > falls 2fr
e, )= [7]

A[,+ 1] sonst .

2

Falls nun die Reihenfolge der Formeln kleinerer Lénge als m bereits
angegeben ist, dann soll die Reihenfolge der Formeln der Linge m (diese
entstehen aus je zwei Formeln kleinerer Liange durch Disjunktion oder Kon-
junktion) die folgende sein:

Der Reihe nach fiir 2 =1, 2, ..., m — 1 sollen von den beiden Gliedern
aller Paare
(F(1,2,m), f(1, m — 3, n)), (f(1, 2, n), f(2, m — 2, n)), ...
...,(/(l,z‘.n),f(a(m— i,n),m—1i,mn)); ... ;(f(al n), 4, n), (1, m—i, n)), ...
. ,(/(a(i, n), 1, n), f(a(m — ¢, n),m — i, n))

der Reihe nach erst die Disjunktionen gebildet werden, dann die Konjunk-
tionen.
So ergibt sich fiir m > 1 fiir die zahlentheoretische Funktion a(m, »)
m=1

o(m,n) =2 2 oz, n)a(m = i, n),
i=1

und dies gibt mit
a(l,n)=2n
und etwa
a(0,n) =1
eine zahlentheoretische Wertverlaufsrekursion fiir a(m, n). Daher ist a(m,n)

eine primitiv-rekursive zahlentheoretische Funktion; diese kann zu einer
primitiv-rekursiven Funktion in I erweitert werden.

16. Die Formel f(r, m, n) wird nach der gegebenen Anordnung aus.einer
Formel der Linge i, und aus einer Formel der Liange m — ¢, aufgebaut, wobei

o = M|t = m = 1&22a(7’,n)a(m—‘—7',n)gr]
) j=1
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ist; und genauer ist f(r, m, n) die r,-te unter den Formeln, die aus einer Formel
der Linge 7, und aus einer Formel der Linge m = i, aufgebaut werden, wobei

fy=1

ro=1r-2 2> a(j,n)a(m = j,n)
j=1

ist. Noch niher entsteht f(r, m,n) aus den beiden genannten Formeln durch
Disjunktion oder durch Konjunktion, je nachdem

To £ a(?y, m) o(m = iy, n) oder 7y > a(iy, n)a(m = i, n)

ist; im ersten Fall ist f(r, m, n) die r,-te unter den Disjunktionen, im zweiten
Fall ist sie die rj-te unter den Konjunktionen der genannten Art, wobei

To =Ty = a(Zy, m) o(m = 7y, 1)
ist. Und zwar ist
f(r, m, n) = f(ry g, n) V f(ry, m = 4y, )
oder
f(rsm, m) = f*(ry, dg, m) f*(rg, m = g, m)
wobei
ry = [r < aliy, m) & ra(m = iy, n) = 1],
v =, [r < alip, ) & ralm = iy, m) 2 7],
ry =19 — (1, — 1) a(m = iy, n),
ry =1y — (r; = 1) a(m = iy, n).
Nach diesen Definitionen sind %, 7, 7g, 7y, 71, 79, 75 zahlentheoretische pri-

mitiv-rekursive Funktionen. Mit diesen ergibt sich folgende Definition fiir
flr,m, n):

Ap, falls 2/r
]

A, 1 sonst
s
und fiir m > 1
f(ry, 70, 7)) V f(ry, m — 4y, m)
f(r,m, n) = falls 7y < a(éy, n) a(m = 4y, n)
/*(Ti’ 7/‘0’ n) f*('ré’ /i f M 7:0, 7?) sonst .

Diese Definition kann (etwa mit f(z, y, 2) = A falls «, y oder z keine
natiirliche Zahl ist) auf die ganze Menge I erweitert werden. Sie ist eine soge-
nannte eingeschachtelte Rekursion (da fiir den Parameter r Einsetzungen erfol-
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gen) und zugleich eine Wertverlaufsrekursion (da sowohl i,, als auch m = i,
Vorginger von m sind); diese lassen sich aber auf primitive Rekursion in I
zuriickfiihren.

§ 4.

17.Ist nun x eine beliebige Formel von n Variablen (¢ kann auch eine
ausgezeichnete disjunktive Normalform, also eine Art der Angabe der Werte-
tabelle von x sein), dann kann man die Liange einer kiirzesten mit z dquiva-
lenten Formel, d.h. die minimale Lange A(x, n), wodurch x ausgedriickt werden
kann, durch

Az, n) = pi [m = 0(2) & (Br) [r < alm, n) & d,(@) = d, (f(r, m. n))]]

als in I primitiv-rekursive Funktion definieren.
Eine bestimmte mit a dquivalente kiirzeste Formel erhilt man in

f(r, Az, n),n),

wobei

=@ [r = oMz, n), n) &d (¢) =d, (/(r, Az, n), 72‘))] ;

als primitiv-rekursive Funktion in k.

§ 5.

18. Der Beweis kann auch so gefiihrt werden, dass darin die Wertetabel-
len der Formeln unmittelbar — ohne Berufung auf die ausgezeichnete disjunk-
tive Normalform der Formel — zur Anwendung kommen.* Dadurch wird die
Beweisfithrung etwas kiirzer, aber das Alphabet 9 muss zu

Q[’:{(,),V, T ’ ¢7A17A17 Az-fim }

erweitert werden, wo 41 und | die Zeichen fiir »wahr« bzw. »falsch« sind.
Selbstverstiandlich sind in der so erhaltenen Wortemenge It’ auch die charak-
teristischen Funktionen f,(x) und f,(x) der Eigenschaften »4 zu sein«
bzw.« | zu sein« primitiv-rekursiv; und alle bisher als in It primitiv-rekursiv
erkannten Funktionen sind auch in I’ primitiv-rekursiv, oder kénnen zu in
M’ primitiv-rekursive Funktionen sinngemiiss erweitert werden (diese werden
in ihrer erweiterten Form genau so bezeichnet werden wie vorher). So lautet
z.B. die erweiterte Definition von f,(x):

fA(A) :(
: ]/1, falls t = 4
fal@ds) = | ( sonst

Fa@ ()= fal@)) =@V =f @) =fale ) ) = [ued) =;

4 Das war bereits bei der Axiomatisierung des Aussagenkalkiils eine Verein-
fachungsidee von KaLMAR: s. L. KatmAr, Uber die Axiomatisierbarkeit des Aussagen -
kalkiils, Acta Sci. Math. Szeged 4 (1935) S. 222 —243.
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und von ¥:

A=4
7 T{A falls x =41
sonst
/I—= {A,, falls x = 4
sonst
— ¢ falls x = 4
at =
sonst

@y

z(=2z)=2V=A4.

19. Fiir die Folge der Variablen 4,,..., 4,, aus welchen die in Aufbau
einer Formel von hdchstens n Variablen teilnehmenden Variablen gewihlt
werden, konnen die aus$ und | gebildeten n-gliedrigen Folgen eingesetzt
werden (ihre Anzahl ist 27). Man erhélt die iibliche Reihenfolge der letzteren
Folgen, indem man, vont 4... 4 ausgehend, von einer solchen Folge z,
welche mindestens ein T-Ghed enthilt, auf die nichste so iibergeht, dass
man von rechts nach links gehend das erste 4 -Glied von 2 durch |, und
alle rechts davon stehenden Glieder durch 4 ersetzt. Dann erhédlt man hAy(x),
wo hy(x) durch folgende primitive Rekursion definiert werden kann:

KAy =

— { T falls t = A4

sonst

und fiir @ € A’

x|, falls a = 4
z) 4, falls a =

IA sonst .

hy(za) =

Damit kann fiir o(y) < 2" die o(y)-te n-gliedrige Folge f{), der Elemente
4 und | (kurz: die o(y)-te Argumentenfolge) durch die folgende primitive
Rekursion definiert werden:

fiy = 4
und fiir @ ¢ A’
sonst (n,(, 1), falls y=4
hy(f57),) sonst ;

f('l)

fiir o(y) > 2" sind die Werte dieser Funktion (die sich periodisch wiederholen)
belanglos fiir uns (ebenso wie ihre Werte wenn n keine natiirliche Zahl ist).

20. Es soll nun der Wert w{"(x) einer aus gewissen der Variablen 4,,
A,,. . ., A, gebildeten Formel x an der Stelle f (d.h. wenn man fiir 4,,. . ., A,1
der Reihe nach die Buchstaben von f{™ emsetzt) angegeben werden.
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Dazu braucht man erst die Definition der Formel ¢{”(z), welche durch
diese Einsetzung aus z entsteht. Diese erhélt man mit Hilfe der durch die
folgende primitive Rekursion definierten Hilfsfunktion A),,(x):

g (@) =«
und fiir a € Y’
h2ya(®) = subst (subst (A{2y)(), Auyay boay (1)) Aayay Do) /7))
als
e{(x) = k().

So entsteht ein Wort, das aus Zeichen 4 und | durch (unbezeichneten)
Konjunktionen und mit V bezeichneten Disjunktionen mit unseren Klammern-
konventionen aufgebaut wird. Sei nun « ein derartiges Wort. Wird darin suk-
zessiv jedes Vorkommen

von 4 % durch 4
von 4 | durch |
von | 4 durch |
von | | durch |
von 4V#% durch 4
von 4V} durch %
von | V4 durch %
von | V] durch |
von (1) durch 4
von () durch |

ersetzt, so ergibt die o(x)-te Iteration dieses — die Linge des Wortes vermin-
derndes — Verfahrens ein einziges Zeichen 4 oder |, als den Wert der For-
mel x.

Daher ergibt sich w{"(x) als die o(x)-te Iteration der Funktion
sub (sub (sub (sub (sub (sub (sub (sub (sub (sub (x, 4+ 4, 4), 4+ |, {),
AR R ZE2 AL P DAL AT DR & I DR SRR
() 1)UL

also als in M’ primitiv-rekursive Funktion.

21. Sei nun x eine Formel von n Variablen. (Falls die Wertetabelle dieser
Formel gegeben ist, so liefert z.B. die daraus unmittelbar herauslesbare aus-
gezeichnete disjunktive Normalform die Formel, von der wir ausgehen.)
Dann bedeutet #,(x) eine Aquivalente von x, worin gerade die Variablen 4,
A,.. . .., A, vorkommen. So erhélt man (mit der in Nr. 13 eingefithrten Funktion
f(r, m, n))

Ma,n) = p, [m = o(x) & (Er) [r 2 a(m,n) &
& (i) [¢ 2 2" > w (tn(@)) = w{ (f(r, m, n))]] .
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und eine bestimmte mit x dquivalente kiirzeste Formel liefert

f (', Mz, n)n),
wobei

v =, [r 2 a(Ma, n), ) & (§) [i 2 27— w0 (t(2)) = 0 (f(r, Az, n), n))]]

(Eingegangen: 11. September, 1961.)

0 HAUBOJIEE KPATKOM BUE BYJIEBbIX ®YHKLMUMN
R. PETER

Pe3iome

B Teopun cuHTE3a 3JIEKTPUUYECKMX CeTeif, HA OCHOBE JaHHBIX YCJIOBHUIi
padoTel, OyJieBble (YHKLMH, T.e. TaKMe QYHKLUH, KOTOpble MOTYT CaMH a TaKiKe
MX TepeMeHHble NPUHATb TOJIbKO /IB€ BeJIMUMHBI ((PAaBUJILHYIO» U «HerpaBUJlb-
HYI0») UIPAIOT Ba)KHYIO DPOJIb.

MsBecTHO, UTO 3TM (YHKLUMM MOTYT OBITb MOCTPOEHBI U3 MePeMEHHbIX MPu
MOMOLUM KOHBIOHKLMHY, JM3LIOHKIMM M OTpULaHUsl (Jla)ke M MeHbLIMMH ollepa-
LMSIMM, HO B 9TOM cjlyyae MeHee 0003puMbIM cnoco6om). Hamomuum, Hanpumep,
MX MeYeHYI0 JM3bIOHKTUBHYIO HOpMaJibHYI0 Gopmy. L. KALMAR ofpaliaer BHu-
MaHHe Ha TO, YTO C TOYKM 3PeHUsI IKOHOMUUHOCTH BaYKHO NPOU3BOJUTL OYJieBbie
(GYyHKUMK IPU MOMOLIM YKa3aHHbIX TPEX ONepalyit HACKOJIbKO BO3MOYKHO KpaT-
KMM CII0co00M B Tex Clydasix, Ijie Mol JUIMHOM 0/HOi GopMyJIbl 0 ipa3yMeBaeTcsi
UMCJIO TIOABJIAIOLIMXCS B HEM IlepeMeHHBIX, YUHTBIBAsl KajyKjloe IepemMeHHoe
COTJIACHO MHOTOKPATHOCTH €ro Hajauuusi. I1Jsi BO3MOYKHO KOPOTKOTO IPOHM3Be-
JleHusi, TIPOM3BOJIbHO 3aJaHHbIX OyJieBbIX (YHKUUiT TpeboBajoch Obl, KOHEUHO,
10 BO3MO>KHOCTH MPOCTOH ajbropudm; U 1moaToMy 0bUI10 Obl HHTEPECHBIM IEPBBIM
wiaroMm B 9TOM HampaBJIeHMH CIlepBa TeOPeTHYeCKH MCCJIe[0BaTh, Kakue (U B
KaKOM CMBICJIE PeKyPCHMBHBIE) aJblOPU(MbI MOYKHO 3/1eCh 0XKHJaTh.

B aToii craTtbe aBTOP A0Ka3bIBaeT, fla)ke ABYMs Crocobamu, 4TO MUHUMAJlb-
Hasi JUIMHA TaKuX (OpPMYJI, KOTOpbIE MPOM3BOAAT AaHHYI0 OyseBylo (GyHKUHMIO
F n-nepemeHHbIX a TakoKe onpejesneHHast GopMysia MUHUMAJIbHON JANMHbI, MOTYT
ObITH OMpesiesieHbl KaK NPUMUTUBHO-PEKYPCUBHBIE GYHKUMKU 0T F U n B OHOM
NOJIXO/isILe BBIOPAHHOM «MHOYKECTBe CJIOB».
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