UBER EIN GRUPPENTHEORETISCHES PROBLEM

von

1. KORNYEI

Fiir eine beliebige ¢ und fiir einen festen Exponenten n bezeichne G"
die durch simtliche Elemente g"(g € G) erzeugte (offenbarvollinvariante) Unter-
gruppe von (. Ferner bezeichne p stets eine Primzahl, I den Ring der ganzen
rationalen Zahlen und (m, ») den grossten gemeinsamen Teiler von m und 7.

Wir brauchen jetz einige Klassen von periodischen Abelschen Gruppen,
fiir welche die folgenden zwei Bedingungen erfiillt sind:

1) mit G gehort jede Untergruppe von G zu X.

2) wenn jede p-Komponente einer periodischen Abelschen Gruppe @

zu X gehort, so gilt auch G € X.

Die folgenden periodischen Gruppen liefern fiir eine diese zweien Bedin-
gungen erfiillende Klasse ein Beispiel: die Abelschen bzw. die zyklischen
bzw. die elementaren Abelschen Gruppen, ferner die kommutativen p-Gruppen
bzw. die Abelschen Gruppen ohne Element mit unendlicher Hohe bzw. die
als direktes Produkt von endlichvielen endlichen zyklischen Gruppen darstell-
baren Gruppen und die Einheitsgruppe selbst.

Nun ergibt sich der folgende:

Satz 1.2 Bestehen d = (m,n), G™ € X und G" ¢ X fiir eine beliebige
Gruppe G, so gilt auch G* ¢ X.

Aus dieser Satz folgt es mit vollstandiger Induktion:

Wenn (my,....,m,) = d ist und G™,. .., G™ aus X sind, so gehort auch
G? zur Klasse X.

Beweis. Diejenigen Elemente ¢?¢ @, jiir die (O(g"), :li) =1 erfiillt ist,

gehoren zu G™, denn es gibt Zahlen u,, v, € I mit O(g?) u, + %vl = 1.

Woraus wirklich g4 = ¢g41 = gmn ¢ G™m folgt. (O(g) bezeichne die Ord-

nung von g.) Ferner erzeugen diese Elementen ¢ mit (O(gd),% =1 in G

1 Eo6tvos L. University, Department of Mathematics, Budapest.

2 Es ist noch einmal zu beobachten, dass jede Gruppe aus <% kommutativ und
periodisch (ohne Element mit unendlicher Ordnung ) ist. Urspriinglich hat mein Kol-
lege F. SzAsz dass Problem Untersucht [2], ob G zyklisch zu sein braucht, wenn
d = (m, n) und G™ bzw. G" zyklisch sind? Eine Berichtigung einer Ungenauigkeit auf
Seite 83 von [2] und weitere Bemerkungen sind in einer neuen Arbeit von F. SzAsz
im Druck [3].
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eine Untergruppe A, fiir die wegen der Bedingung 1) offenbar 4 ¢ X gilt.
Diejenige Elementen ¢¢ € @, fiir die jeder Primteiler von O(g?) auch ein Teiler

von % ist, haben aber zu% teilerfremde Ordnungen. Diese gehéren also zu

G" und erzeugen eine Untergruppe B von G". Wegen der Bedingungen 1)
gehort auch B zur Klasse X. 4 und B haben nur das Einheitselement gemein-
sam, und das direkte Produkt P = 4 ® B liegt in G¢. P ist kommutativ und
jede p-Komponente, als eine Untergruppe von 4 bzw. B, gehort zur Klasse
X. Auch P gehort also wegen der zweiten Bedingung zur Klasse X. Es gilt
P C G4, und wir werden auch G¢ C P beweisen. O(g?) ist ndamlich fiir ein belie-

biges g € G in der Gestalt O(g9) = k-1 zerlegbar, wobei (k,% = 1 und jeder

PSahi i m. A0
Primteiler p von [ auch ein Teiler von 5 ist. Dann existieren wegen (k, [) = 1

Zahlen u,, v, € I mit ku, 4+ lv, = 1, woraus sich sofort g¢ = g¢! = (gdu:)* -
. (g9)! mit (g9%)k ¢ B und (g9:)'€¢ A ergibt. Also gelten gé¢ 4 ® B, G4 —
— P ¢ X, womit Satz 1 bewiesen ist.

Jetz werden wir einen neuen einfachen Beweis beziiglich des nichtperio-

dischen Falls der Dlabschen Verallgemeinerung [1] des Satzes von F. SzAsz
mitteilen.

Satz 2. Wenn fir eine beliebige Gruppe G G™ und G" unendliche zyk-
lische Gruppen sind, so ist fiir d = (m, n) auch G¢ eine unendliche zyklische
Gruppe.

Wie Satz 1, gibt es auch hier eine dhnliche Folgerung: Wenn G™,. . . G™
unendliche zyklische Gruppen sind, und (m,, . . .,m,) = d ist, dann ist auch G°
eine unendliche zyklische Gruppe.

Beweis. Bestehen G™ = {a}, (" = {b} und O(a) = O(b) = <o, so erhilt
man b~ lab = a/ mit ganzrationalem j, weil G™ eine vollinvariante Untergruppe
von (ist. Hiernach ergibt sich wegen a” €{b} sofort /" = (b= 1ab)" =b~1a"b=a",
alsojn = n,j = 1 und ab = ba. Fir d = (m, n) gilt offenbar GO G™ - G".
Da d = mm, + nn, mit Zahlen m,, n, € I losbar ist, gilt g? = (g™)™ (g™)",
woraus auch G¢ = G™ - G" folgt. Daher ist G¢ = {a, b} gewiss kommutativ.

(% ist torsionsfrei. Wegen ihrer Kommutativitit existiert namlich ihre
n

maximale periodische Untergruppe ¢, und G¢ liegt in G", sie ist periodisch,

m
und so enthilt sie nur das Einheitselement. Ahnliches gilt fiir GT}. Da es
[ﬁd" ;" — 1 gilt, enthiilt G, wegen des Satzes 1 (Enstehe die Klasse nur aus

der Einheitsgruppe) nur das Einheitselement.

Die Faktorgruppen G9/G™ ist aber wegen GY/G™ o~ G"/G" N G™ zyklisch
und sie kann durch eine Nebenklasse g = ¢ - ™ erzeugt werden. Sei g € ¢
ein festgewéhlter Vertreter aus der Nebenklasse g, und & die Ordnung von ¢

in G9/G™. Dann bestehen k/ 7—; und g*—a' € {a}=0" (i € I). Fir s = (k, 3),

k = k’s und 7 = i's erhilt man (¢¥a%)s = e und wegen der Torsionsfreiheit
ist offenbar auch g¥ = a? richtig, was wegen O(g) = k nur im Falle & = %’
und s = 1, maoglich ist. Es gibt also Zahlen wug, v; € I mit iuy + kvg = 1,
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woraus auch (ug,0(g)) = 1 folgt. Mit g erzeugt auch (g)* die Faktorgruppe
@G™, weil (uy, k) = 1 ist. Daher hat ein beliebiges Element x von G4 die
Gestalt * = gg*a™:, wobei w, = 0,1,...,k—1 und w, ganzration al ist, wenn
g, ein festgewihltes Element von der Nebenklasse (g)“ bezeichnet. Es sei
go =9g"a". Dann gilt es aber: gk = (ga»)k = (¢g¥)» a*» = aitsthes — g,
Folglich besteht G4 = {g,}, womit Satz 2 bewiesen ist.

(Eingegangen: 17. Oktober. 1961.)
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06 OJHOW NMPOBJIEME TEOPUM TPV

Pesiome
I. KORNYEI

[Tycts X knacce abesieBbIX MePHO/MUYECKUX TPYII, MMEIOMMUH CJIe/lyolie
cBOMCTBA:

1. Ecim G € X, 1o Bce noarpynnu G To)ke npuHajule)xar K kiaccy X.

2. Ecnu Bce p-KOMITOHEHTbI KOMMYTATHBHOI rpynnu G npuHajjexar X,
TO (¥ TOYKe NMPUHAUIEKUT K Kiacey X.

HokaspiBaeTcst cjejyoulas

Teopema. Ecau G 2pynna, m u n nosoxcumensHsle yeavie uucaa; G™ e X,
e X, mo QY€ X, 20e d ecmb Hauboavull o6wjuil Oeatmens qucea m u n.

JTa Teopema BepHa M B TOM cjyuae, Korjia X Kiacc 6eCKOHeUHbIX LIMKIIH-
YEKCHX TPYIII.
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