
INFO RM ATION ST HEORETISCHE KONVE RGENZBEG RIFFE 
IM RAUM DER WAHRSCHEINLICHKEITSVERTEILUNGEN 

von 

I. CSISZÁR 

Einleitung 

Von J U . W. L I N N I K  stammt der Gedanke, Grenzverteilungssätze der 
Wahrscheinlichkeitsrechnung mit Hilfe von informationstheoretischen Be-
griffen zu beweisen [1]. A. R É N Y I hat bemerkt (s. [2], [3]), dass das Wesen 
solcher Beweise darin besteht, dass man die Folge der relativen Informationen 
der betrachteten Verteilungen Pn bezüglich der Grenzverteilung P untersucht, 
und zeigt, dass diese Folge konvergent ist. Daraus schliesst man auf die Kon-
vergenz der Verteilungen Pn gegen P. Dabei ist der Grenzwert der Folge der 
relativen Informationen immer gleich 0. 

Darum scheint es zweckmässig zu sein, die Informationskonvergenz 
der Verteilungen zu definieren, und zwar durch die Konvergenz gegen 0 
der relativen Informationen, und im allgemeinen zu untersuchen, ob die 
im gebräuchlichen Sinne genommene Konvergenz der Verteilungen aus der 
Informationskonvergenz folgt. Es werden in dieser Arbeit zwei Arte der Infor-
mationskonvergenz definiert, die als totale bzw. fast totale Informationskon-
vergenz bezeichnet werden. Es wird gezeigt, dass die fast totale Informations-
konvergenz der gleichmässigen Konvergenz der Wahrscheinlichkeitsmasse äqui-
valent ist; um so mehr folgt die gleichmässige Konvergenz der Masse aus der 
totalen Informationskonvergenz (Satz 3). Dieser Satz kann als eine allgemeine 
Begründung der Anwendbarkeit der Informationstheorie für den Beweis 
von Grenzverteilungssätzen angesehen werden. Es wird auch auf eine Möglich-
keit hingewiesen, die gleichmässige Konvergenz einer Verteilungsfolge auch 
dann informationstheoretisch beweisen zu können, wenn die Grenzverteilung 
im voraus nicht bekannt ist (Satz 4). Diese Sätze werden mit Hilfe von einem 
auch an sich interessanten Lemma bewiesen, das sich auf die Stabilitätsfrage 
der Jensenschen Ungleichung bezieht. 

Zum Abschluss wird untersucht, ob die definierten informationstheore-
tischen Konvergenzbegriffe aus einer Topologie herleitbar sind. Als ein Neben-
resultat ergibt sich, dass sich die sogenannte ./-Divergenz der Ordnung a ^ 1 
mit keiner, im Intervalle [0, -f- 00 ] definierten, im Ursprung stetigen Funk-
tion/(ÿ) so transformieren lässt. d a s s f ( Ja ( P , Q)) eine Entfernung im Raum der 
Verteilungen sei, selbst wenn die Menge der in Betracht kommenden Vertei-
lungen bedeutend beschränkt wird. 

§ 1. Die relative Information der Ordnung à 
und die zugeh�rigen Konvergenzbegriffe im Raum der Verteilungen 

Wir benützen den von A. Rényi eingeführten Begriff der Information 
der Ordnung à ([2], [3]). 
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Fül1 zwei endliche Verteilungen P = (px,. . ., pn), Q — (qv. . ., qn) ist 
die relative Information von P bezüglich Q der Ordnung a (a>0) durch 

L(P !!<?)= — Ö log V PI ÿ)ãà ( a = + l ) 
« - 1 T T ? 

IX(P II Q) = lim Ia(P II Q) = Ó pk log 
H ß ê 

definiert.1 

Falls P und Q zwei beliebige, auf einem messbaren Raum ( X, S) gege-
bene Verteilungen (Wahrscheinlichkeitsmasse) sind, so setzen wir für à > 0 

Ia(P\\Q) = — ' - l o g \pa(x)qi-°(x)d?.(x) (àô 1) 
à — 1 

( 2 ) 

h(P\\Q)=\p(x)\og^-dX(x) 
q(x) 

wo A ein solches (cr-endliches) Mass ist, dass P und Q beide absolut stetig in 
bezug auf A sind und p(x) bzw. q(x) die Radon-Nikodymschen Ableitungen von 
P bzw. Q bezüglich A bedeuten.2 (Das Zeichen \ ohne Angabe des Integrations-
bereiches bedeutet das Integral über dem ganzen Raum X). Es ist leicht zu 
sehen, dass ein solches A immer existiert und dass der Wert des Integrals von 
der Wahl von A unabhängig ist. 

Im folgenden wählen wir, falls es sich um eine abzählbare Menge von 
Verteilungen (Wahrscheinlichkeitsmassen) handeln wird, das tr-endliche Mass 
A immer so, dass alle gegebene Verteilungen absolut stetig in bezug auf À 
seien. (Das ist bekanntlicherweise immer m�glich, z.B. falls die gegebenen 

°° 1 
Verteilungen Px, P2.. . • sind, kann man A = — Pn setzen). Die Verteilungen 

2" 
n= 1 

werden mit P. Q. P bezeichnet (falls n�tig,  mit Indizes) und ihre Dichtefunk-
tionen, d.h. die Radon-Nikodymschen Ableitungen bezüglich A mit p(x), 
q(x), r(x) (mit den entsprechenden Indizes). 

Wir möchten die Bemerkung machen, dass aus der Definition von Ia(P\\Q) 
folgt, dass Ia(P\\Q) im Falle à > 1 nur dann endlich sein kann, falls P<^Q 
ist. Für 0 < à < 1 ist jedoch Ia(P\\Q) immer endlich, mit Ausnahme des 
Falles P _L Q. 

Die Definition (2) ist eine natürliche Verallgemeinerung von (1). Wenn 
n 

wir nämlich fü r eine Darstellung Ë von Ë' in der Form X = U À, (A, ˆ <S; 
/=1 

1 Es ist nu r eine Frage der Wahl der Einhei t der Information, mit welcher Basis-
zahl hier der Logari thmus zu nehmen ist. Es ist in der Informationstheorie gebräuchlich, 
den Logarithmus mit der Basis 2 zu benützen. F ü r unsere Zwecke ist es jedoch nützl icher, 
den natürlichen Logarithmus zu nehmen. Also wird das log in dieser Arbeit immer den 
Logarithmus mi t der Basis â bedeuten. 

2 Im Fal le q = 0 wird un ter p log — und paq1~" (a > 1) 0 bzw. + oo verstanden, je 

nachdem ob p = 0 bzw. p > 0 ist. 
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4 , Ï  Aj = 0 für i ô j) PM = (.P(Ay), ... ,P(An)), Q^ = (QiAy), Q(An)) 
setzen, gilt 

(3) Ia(P\\Q) = *"Vla(P�l\\Qu)-
À 

Diese Tatsache ist für a = 1 wohlbekannt, vgl. z. B. A. P É R E Z [4] und 
auch G. K A L L I A N P U R [5]; für den allgemeinen Fall kann sie ähnlicherweise 
bewiesen werden, z. B. ergibt Satz 5 der Arbeit [5], mit f(u) = —ua für 
0 < a < 1 bzw. f(u) = è" für à > 1, dass für 0 < à < 1 

Ã ! dP 
s u p ( - 2 ' n A ) Ql - " ( A ) )  = ~ 1 11 

"i  J 
bzw. fü r à > 1 

dQ 

sup ZP'\Ak) Q1~a(Ak) = 
A 

dQ 

+ oo falls P <íQ nicht gilt 

f 
idP 

UçJ dQ falls P<iQ 

gilt, wobei Py die in bezug auf Q absolut stetige Komponente von P ist. Diese 
Relationen sind mit (3) gleichbedeutend. 

Die relative Information /a (P| |Q) ist ein informationstheoretisches Mass 
der Verschiedenheit der Verteilungen P und Q. Sie ist immer nichtnegativ und 
Ia(P\\Q) = 0 besteht nur im Falle P = Q, was ein Spezialfall der Ungleichung 
(6) ist. 

Darum ist die folgende Definition natürlich: 
Definition 1. Eine Verteilungsfolge {Pn}  konvergiert in Information 

der Ordnung a gegen die Verteilung P, falls 

(4) l i m / a ( Pn | j P ) = 0 
Ë—- DO 

ist. Dieser Konvergenzbegriff wird die totale Informationskonvergenz der 
Ordnung a genannt. 

Falls X' ˆ S eine Teilmenge von X mit P(X') > 0 ist, kann die relative 
Information von P bezüglich Q auf X' durch 

—^— log —1— 1' pa(x) ql'a(x) dX(x) für à ô 1 
à — 1 P(X') X 

- 1 - j > ( x ) log dX(x) für « = 1 
P(X ) x• q{x) 

definiert werden. Es ist natürlich Ia(P |j Q\ X) = Ia(P || Q). (Auf A" sind P 
und Q im allgemeinen unvollständige Verteilungen; Gleichung (5) entsteht 
durch die Anwendung der Definition der relativen Information — Informations-
gewinn — für unvollständige Verteilungen, gegeben von A. R É N Y I , S. [2], (3].) 

Es besteht immer 

(6) Ia(P\\Q;X')> logP(X,) 

(5) IJP Q -,X') = 

O(X') 
mit der Gleichheit nur im Falle Q = cP auf X ' I wobei ñ = ist 

Q(X') 

I wobei ñ = 
P(X') 

was 
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eine Folge der Jensenschen Ungleichung ist. In der Tat, da die Funktion 
u l~a für 0 < a < 1 konkav, für a > 1 konvex ist, erhalten wir mit der Bezeich-
nung X" = X' Ï  [x : p{x) > 0} 

I p"a1~a 

X') J P(X') 
dX 

1 

(7) 
x- pdX 

1 —a 
pdX g 

J qdX I-a 

X " 
pdX 

< 
Q(X') j 

P(X') ] b ( F ' ) ) 

und ähnlicherweise 

(8) 
P(X') J ~ \Q(X') 

für 0 < à < 1 

für à > 1 . 

Endlich gilt, da die Funktion —log è konvex ist, 

(9) 

—— Ã plog — dX 
F(X') J P *q 

x ' 
JpdX .f 

õ- õ -

log* 
PI 

pdX > 

- l o g x* 
qdX 

pdX 
- l o g 

P(X') 
log P(X') 

Q(X') 

In (7), (8), (9) bestehen die Gleichheiten nur dann, falls erstens auf X" q=cp 
(mit konstantem c) und zweitens auf X' X" q=Q ist (fast überall bezüglich 
X), also falls auf X ' Q = cP gilt. 

Die Ungleichungen (7), (8), (9) geben nach der Definition von Ia(P\\Q \X') 
Gleichung (5) — gerade (6), und man sieht auch, dass die Gleihheit in 

G(X') 
(6) nur dann besteht, falls auf X' Q=cP gilt, mit ñ = -Ü— . 

P(X') 
Es seinen nun Pv P2.. . . Verteilungen auf (X,S), XVX2,. . . Teilmengen 

von X (Xn € S) mit Pn(Xn) —>- 1 für n —>- Dann ist aus (6) ersichtlich, dass 
(10) l i m / a ( P J Q ; X J ^ 0 , 

für beliebige Verteilung Q auf (X, 8). 
Definition 2. Wir sagen, dass eine Folge { Pn} der auf (X, S) gegebenen 

Verteilungen in Information der Ordnung a im fast totalen Sinne gegen die Ver-
teilung P strebt, falls eine solche Folge { V„}  der Teilmengen von X (Xn ç S) 
gegeben werden kann, dass 

(11) 

( 1 2 ) 

gilt. 

lim P„(Xn) = 1 
Ï— oo 

lim I J Pn \ \ P ; Xn) = 0 

Bemerkung 1. Aus (11) und (12) folgt nach (6) auch 

(13) lim P(Xn ) = 1 . 
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Dagegen können (12) und (13) bestehen, ohne dass (11) gilt. Es sei z.B. 
X = [0, 1], P das Lebesguesche Mass, und Q sei durch Q\A) = P(A) für 

À <= Î, . G({i}) 
i 

2 
definiert. Setzen wir Xn = 0 ,1 — 

(n = 1, 2, Dann gilt 

P(Xn) = 1 > 1 für è 
n 

Q 

und 

Ia(Pn\\P-,Xn) = Ia H l 2 1 
= 0 (n = 1, 2, 

dagegen ist 

lim Pn ( Z J = - =f=\. 
2 

Bemerkung 2. Falls (11) und (12) bestehen, dann gilt für die durch 

Qn(A) = Ï  definierte Verteilungsfolge {Qn} 
Pn(Xn) 

(14) K(Qn\\P) - 0 , s u p\ Q n ( A ) - Pn ( A ) \ 0 ( n - ^ o o , 
AÇS 

wie es leicht nachzuweisen ist. 
Also lässt sich zu jeder im Sinne der fast totalen Informationskonvergenz 

der Ordnung a konvergenten Verteilungsfolge {Pn}  eine im Sinne der totalen 
Informationskonvergenz derselben Ordnung gegen dieselbe Grenzverteilung 
strebende Verteilungsfolge {Qn} f inden, fü r die sup \Qn(A) — Pn{A) I —> 0 
(n ->- °°) gilt. Darum könnte man vermuten, dass m a n einen schwächeren 
Konvergenzbegriff erhalten kann, als den der fast totalen Informationskon-
vergenz, indem man ans ta t t (11) und (12) nur die Existenz einer Verteilungs-
folge {Qn} mit den Eigenschaften (14) voraussetzt. I n der Wirklichkeit ist 
aber der dadurch erhaltene Konvergenzbegriff dem fast totalen äquivalent, 
wie es im folgenden Paragraphen gezeigt wird. 

Bemerkung 3. Es ist nicht ganz trivial, dass eine Verteilungsfolge 
{Pn} im Sinne der Definit ion 2 (oder gerade im Sinne der Definition 1) nicht 
gegen zwei verschiedene Verteilungen konvergieren kann. Dass diese Behaup-
tung doch richtig ist, folgt am einfachsten aus § 2 Satz 3. 

Der Einfachheit halber wird in den folgenden das Integral in der Defi-
nition von /a(P||Q) bzw. Ia(P\\Q; X') mit jra(P, Q) bzw. J j f P . Q: X') 
bezeichnet,3 also 

pa ql " d). f ü r àô 1 
X' 

(15) j7a(P, Q ; X')=- V 
p log — d). f ü r à = 1 

jr a(p,Q)=jra{p,Q-X) 

X' 

3 Hier ist 3a(P, Q) = e^-^'APII«) (a Ô 1) aber gx(P, Q) = 2, ( P j | Q); man 
darf also nicht erwarten, dass die zur Vereinfachimg der Berechnungen eingeführten 
Grössen 3a(P, Q) bzw. 3a(P, Q; X') so ein einheitl iches Verhalten zeigen, wie die Informa-
tionen selbst. Man kann aber immer von den Integralen zu den Informationen selbst 
zurückkehren. 
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Mit  dieser Bezeichnung kann die totale bzw. fast totale Informations-
konvergenz der Ordnung a einer Verteilungsfolge { Pn} gegen die Verteilung 
P durch 

(4') l i m j r a ( Pn , P ) = a = / = l 

( 0 íur à = 1 

bzw. durch (11) und 

(12') 
lim jra{Pn, P ; Z„) = +£(P, P) 

charakterisiert werden. 
Im Falle 0 < à < 1 bedeutet die fast totale Informationskonvergenz 

keine Verallgemeinerung des Begriffes der totalen Informationskonvergenz. 
In der Tat, da f ü r 0 < à < 1 nach (6) 

•X(Pm P-. X - Xn) = J pl P1-" dX pi Pn(X - Xn) 
PAX — Xn) 

a— 

P(X - X n ) 
( 1 6 ) x-x„ 

= P%X-Xn)P*-(X-Xn) 

besteht (streng genommen ist die Ungleichung (6) nur im Falle Pn(X — Xn) =f=  0 
anwendbar, aber (16) ist trivialerweise auch für P„(X — X n) = 0 gültig), 
folgt aus (11) <%(Pn, P; X — Xn) 0 für n - > oo. 

Also falls (11) und (12') bestehen, gilt wegen 

J£(P„, P) = ATa{Pn, P-,Xn) + JZ(Pn, P;X — Xn) 

auch (4'). Das bedeutet, dass im Falle 0 < à < 1 die totale und fast totale 
Informationskonvergenz der Ordnung a miteinander äquivalent sind, 
ím Falle à 1 ist jedoch dies nicht mehr der Fall; eine Folge {Pn} kann in 
Information der Ordnung à im fast totalen Sinne sogar dann gegen eine Grenz-
Verteilung P streben, wenn Irl(Pn. P) = + oo fü r « = 1 , 2 , . . . ist. 

Ein Beispiel: es sei wieder X = [0,1], P das Lebesguesche Mass, und 

Pn sei durch Pn(A) = P(.4) f ü r À ñ 0,1 
n i Ð„({1}) 

1 
definiert. Dann 

ist für X„ 0,1 lim Pn(Xn) = 1 und Ia(Pn\\P> Xn) = 0 (n = 1,2,. . .), 

dagegen ist im Falle a Pi 1 /à(Ð„| |Ð) = (n = 1,2,. . .). 

§ 2. Die Informationskonvergenz und die anderen Konvergenzbegriffe 
im Raum der Verteilungen 

Bekanntlicherweise gibt es verschiedene Konvergenzbegriffe im Räume 
der Verteilungen, die in der Wahrscheinlichkeitsrechnung benützt werden. 

Die sogenannte schwache Konvergenz wird im allgemeinen folgender-
massen definiert : 

(a) Pn =• P falls J f(x) dPn(x) -> J f{x) dP(x) 

fü r jede beschränkte, stetige Funkt ion/(x) auf X (diese Definition hat natür-
lich nur dann einen Sinn, wenn in X eine Topologie — oder wenigstens eine 
verallgemeinerte Topologie, s. [6] — gegeben ist). 
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In den praktisch vorkommenden Fällen ist (a) mi t 
( a j Pn(E) -> P(E) für jede Stetigkeitsmenge E des Masses P 

äquivalent (eine Menge A lieisst eine Stetigkeitsmenge des Masses /./, falls 
das p-Mass der Grenze von.M gleich 0 ist). 

Ein etwas stärkerer Konvergenzbegriff ergibt sich, falls in (a) die Rela-
tion j f(x)dPn(x) —> j f(x)dP(x) für jede beschränkte messbare Funktion f(x) 
auf (X, S) erfordert wird. Diese Konvergenzart, die auch manchmal schwache 
Konvergenz genannt wird, kann auch durch 

(b) Pn(E) P(E) für jedes EÇS 

definiert werden. 
Ein noch stärkeres Konvergenztyp ist die gleichmässige Konvergenz 

der Masse aller Mengen E ç 8 : 

(c) sup\Pn(E)-P(E)\ ->  0. 
E Ç S 

Ein scheinbar vierter Konvergenzbegriff ist derjenige erzeugt durch 
den Abstand4 

(17) e(P,Q) = \P-Q\(X). 

Dieser ist aber der gleichmässigen Konvergenz äquivalent, da wegen 

(P~Q)(X)=P(X)-Q(X) = 0 

sup (P - Q) (E) = (P — Q)+ (X) = ( P - Q)~ (X) = sup (Q - P) (E) 
E € S E Ç S 

gilt, also besteht besteht die folgende Relation (auf welche mich J. F I S C H E R 

aufmerksam machte) : 

sup I P(E) - Q(E) \ = (P- Q)+ (X) — (P — Q)~ (X) = 
E £ S 

(18) 

= 2- [ ( P - Q ) + (X) +(P- Q)~ (X)] = 2 - \ P - Q I (X). 

Z Z 

Das bedeutet, dass (c) mit 

(ñ') Q(Pn,P) = \Pn-P\(X)->0 
gleichwertig ist. Da ferner |P — Q\ (X) = \\p — q\dX ist, erhalten wir auch, 
dass die gleichmässige Konvergenz der Masse der /^-Konvergenz ihrer Dichte-
funktionen äquivalent ist, also der Relation 

(O* ) J I Pn - P I dX 0 . 

In diesem Paragraphen wird gezeigt, dass die in § 1 definierte fast totale 
Informationskonvergenz (beliebiger Ordnung) der gleichmässigen Konvergenz 
der Verteilungen äquivalent ist, und um so mehr folgt aus der totalen Infor-
mationskonvergenz die gleichmässige Konvergenz der Verteilungen. 

4 Fü r eine vollständig addi t ive Mengenfunktion & auf (X, S) wird mit {P, bzw. 
die obere, untere, bzw. Totalvariat ion von & bezeichnet. Diese sind bekanntl icher-

weise Masse auf (X, S), & = — = + (Siehe z. B. [7].) 
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Wir brauchen das folgende Lemma, das auch an sich interessant ist. 
Lemma. Es sei f(u) eine von unten streng konvexe Funktion, definiert 

im (endlichen oder unendlichen) Iniervall [a, 6]. Es bezeichne g(x) eine auf 
einem messbaren Raum (X, S) definierte messbare Funktion mit Werten im 
Intervalle [a, 6], und fi ein Wahrscheinlichkeitsmass auf (X, S). 

Dann kann zu jedem a < A < b. f j > 0, e2 > 0 eine solche. nur von 
f . A und f j abhängende positive Zahl rj  gewählt werden, dass aus 

(19) Sg(x)dfi(x)= A -Hi, j/ (g(x))dp(x) = f(A) +ô2  

mit 

(20) b2 - Dby < r\s2 

die Ungleichung 

(21) p{x : j g(x) - À I > et} < £2 

folgt, wobei D eine zwischen der rechlseitigen und linksseitigen Ableitung von 
f(u) im Punkte è = A liegende, sonst aber beliebige reelle Zahl ist. (Falls 
f'(A) existiert, ist also D = f'(A).) 

Falls f(u) in der eyUmgebung von A zweimal differenzierbar ist und 

hier /"(è) ô e > 0 gilt, so kann man r; = — ff setzen, also besteht dann im 

Falle (19) und 

(20') b2- f'(A)bx ^ " ef f2 

die Ungleichung (21). 
Bemerkung. Die Behauptung des Lemmas kann folgendermassen inter-

pretiert, werden: falls in der Jensenschen Ungleichung | f(g(x)) dp(x) 
~I( \ H(x) < 7 a n n ä h e r n d die Gleichheit besteht, so ist g(x) einer Konstanten 
nahe, im Sinne des zur Konvergenz im Masse gehörenden Abstandsbegriffes. 

Beweis des Lemmas. Bezeichnen wir den Graph der Funktion v = f(u) 
mit G. Die Abbildung Tx — (g(x),f(g(x))) definiert eine Massenverteilung 
pT~l auf der Kurve G. Für die Koordinaten us, vs des Schwerpunktes S 
dieser Massenverteilung gilt nach (19) 

( 2 2 ) us = A + 7 va = f(A) + dt. 

Bezeichnen wir (s. Abb. 1) den Punkt (A,f(A)f mit P und die durch 
P mit der Richtungstangente D gezogene Gerade mit e. Dann liegt die Kurve 
G wegen ihrer Konvexität über der Geraden e, die zwischen der rechtseitigen 
und linksseitigen Tangente von G im Punkte P liegt. (Falls G im Punkte P 
eine Tangente hat, so muss e natürlich mit dieser identisch sein). 

Es sei h eine mit e parallele Sehne von G. so dass fü r die Abszissen ù, u2 
der Endpunkten von h 

(23) A — ex ^ Uy < A < u2 ^ A + e, 

gilt. Der vertikal gemessene Abstand von h und e sei mit ã/ bezeichnet. 
Ist rn das Gewicht (M7T_1-Mass) des über der Sehne h liegenden Teiles 

der Kurve G. und ist m > 0. so liegt der Schwerpunkt S von G sicherlich über 
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derjenigen mit e parallelen Geraden / , deren vert ikaler Abstand von e mr\ 
ist (ausgenützt, dass das Gewicht der ganzen Kurve G pT~x(G) = p(X) = 1 
ist). Der vertikale Abstand des Schwerpunktes S von der Geraden e ist aber 
nach (22) gleich ô2 — Dôv Es gilt also 

ó2 — Dôy > mr) 

infolge dessen muss im Falle ó2 — D <5, g rje2 unbedingt 

(24) m — p{x : g(x) < Uy oder g{x) > è2} < e2 

(falls m > 0) 

v-f(u) 

s / f 

^"Tfri 
I ® 

f(A)\ 1 34 
1 SÍI 
1 v̂ l 

1 
�fg(x)dp(x) 

uã A+E, 

Abb. 7. 

A-e,", 

sein. Diese Ungleichung besteht trivialerweise auch im Falle m = 0. Das zeigt 
schon die Richtigkeit der ersten Behauptung des Lemmas, mit der obigen 
Wahl von y, da wegen (23) 

p {x : j g(x) — A \ > By) g p{x : ä(õ) < ut oder g(x) > u2} = m 

ist. 
Gilt nun im Interval l ( A — A e,) f (è) ô  0, so kann die Sehne 

h mit der Eigenschaft (23) so gezogen werden, dass ihr vertikaler Abstand 

vom Punkte P gleich — e2 sei. Um das zu zeigen, bestimmen wir die Zahlen 

b und ñ so, dass die Parabel v = — u2 + bu + ñ die Gerade e im Punk te P 
2 

berühre. Dann liegt diese Parabel in [A — e1, A -f- e j unter der Kurve G, 
da im Inneren dieses Intervalls v"(u) = a g f"(u) und im Punkte è = À 

v(A) =f(A), v'(A) — D =f'(A) ist. Verschieben wir die Gerade e um ef 

nach oben. Eine einfache Berechnung zeigt, dass die verschobene Gerade 

e' die Parabel v = — u2 + bu + ñ in den Punkten m i t den Abszissen À — r , 
2 

10 A Matematikai Kutató In téze t Közleményei V I I .  A / 1 - 2 . 
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bzw. A + schneidet. Daraus folgt — da die Parabel in [A — ev A + ex] 
un ter der Kurve G liegt — dass h — e' die Bedingung (23) erfül l t . 

Das bedeutet, dass man jetz t in der Ungleichung (20) rj = — ef setzen 

kann, wodurch sie wegen D = f'(A) in (20') übergeht. 
Damit ist das Lemma vollständig bewiesen. 

Satz 1. Falls für zwei auf einem messbaren Raum (X, S) gegebene Ver-
teilungen P und Q und eine Teilmenge X' ç S von X mit einem a > 0 und 
0 < £ < 1 

1 - .X(P, Q;X') = ô 

(25) *%(P,Q;X') = d 

jr a(p, Q ; X') - l = ô 

falls 0 < a < 1 

falls a = 1 

falls a > 1 
und 

(26) 

bestellt, wobei 

(27) 

dann gilt 

(28) 

P(X') = 1-0' 

a ( l — ct)(l — e)2-" 
Ö - ô' a < 

Ô + Ô' ô 

sup P(A) — Q(AY =-\P— Q\(X)<2e. 
AÇS ' 2 

für 0 < à < 1 

für à = I 

für à >1. 

Beweis. Setzen wir 

— u" f ü r 0 < à < 1 

/à(») = è log è f ü r à — 1 

W fü r à > 1 

ä(õ) = 

ð(õ) 

q ( x ) 
für x£X',q(x)=f 0 

0 sonst. 

Dann ist /à(ì) in [0, -f von unten streng konvex, und g(x) ˆ  [0, + =»] 
f ü r jedes x € X. 

Es gilt (mit der Bezeichnung E = {x : q(x) = 0}) 

(29) ijg(x)dQ= I qdk=P(X' — E) = 1-Õ+ 

X'-E 

wobei wegen (26) b+ fzb' ist. Im Falle a^ .1 muss b+ = b' sein, da auf F f ] X' 
wegen der Endlichkeit von Q\ X') mit q(x) auch p(x) gleich 0 sein muss, 
in diesem Falle ist also P(X' — E) = P(X'). 
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Es gilt ferner nach (25), unter Berücksichtigung, dass im Falle a 1 
auf X' — E p(x) = q(x) = 0 ist, 

(30) $fa{g(x)) dQ = ± MP, Q;X'-E) = ± MP, Q ,X') = fa(l) + <5 

(wobei das positive bzw. negative Vorzeichen im Falle à ^ 1 bzw. 0 < à < 1 
gültig ist). 

Nach (29) und (30) ist das Lemma mit ó = Q, bx = - b+, � 2 = b anwend-
bar. Es ist 

a für 0 < à < 1 

/4(1) = {  1 für à = 1 

à für à > 1 

und im Intervall 1 — e < è < 1 + e 

, f « |a — 1 (1 -e) i°-2l für àô1 

( 1 - å iur à = 1 
also ist wegen (27) für = e2 == e die Ungleichung (20') erfül l t , berücksich-
tigend, dass <5+ > b' ist, wobei im Falle à > 1 die Gleichheit besteht. Es gilt 
also nach dem Lemma 
(31) Q {x :\ g(x) — 11 > e} < e . 

Es sei 

(32) H(e) = {x : I p(x) - q(x)\ > f  9(x)}  . 

Dann ist wegen 0 < e < 1 H(e) d {x : \q(x) —- 1| > F), gilt also 
nach (31) 

(33) Q(H(e))<e. 

Da auf der Menge X — H(e) nach (32) p(x) ^ (1 — e)q(x) ist, gilt auch 

P{H(s)) = 1 - P(X - H(e)) = 1 — f p(x) dX(x) g 
X-H(E) 

34) gl— Í (1 -e)q(x)dX(x) = 1 — (1 — e)Q(X - H(e)) = 
X-H(E) 

= Q(H(e}) + eQ(X-H(e))<2e, 

wobei die letzte Ungleichung aus (33) folgt. 
Unter Berücksichtigung von (32), (33) und (34) erhalten wir 

Q(P,Q) = \P-Q\(X) = $\p-q\dX = 

(35) = j' \p-q\dX+ J \p-q\dXg j' eqdX-\- J (p + q)dX = 
X-H(F) H( f) X - H ( F ) H(E) 

= eQ(X - H(e)) + P(H(e)) + Q(H(e)) <4e, 

wodurch Satz 1 bewiesen ist (mit Rücksicht auf Gleichung (18)). 
Der bewiesene Satz kann auch auf eine solche, wenn auch etwas schwä-

chere Form gebracht werden, aus der das einheitliche Verhalten der Informa-
tionen verschiedener Ordnung ersichtlich wird, indem man die Bedingung 
(25) durch eine solche ersetzt, die sich anstatt JXa(P- Q', X') a i l f  Ia(P\ Q', X') 
selbst bezieht. 

1 0 * 
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Satz 2. Bei beliebigem a > 0 kann zu jedem q > 0 ein solches ea(r))>0 
gewählt werden, dass aus 

(36) 1 - < V 7a ( P | | ( ? ; X ' ) ^ ó2 (<5X è 0, <52 ^ 0) 

mit 

(37) + < 5 , ^ ^ ( 1 - 1 7 ) 8 3 (0 < e ^ ea(/?)) 

die Ungleichung (28), í/.Ë. 

folgt. 

s u p | P ( 4 ) - Q(A)| = - | P -• Q| (X) < 2e 
AëS 2 

Beweis. Setzen wir 

(38) P(Z') = l - é l t I a(P\\Q;X) = S.,. 

Dann ist wegen (36) 

(39) 0 g SY ^ Ö Y , log( l — ój) G . Ô 2 ^ Ô 2 , Ô2 Î, 

wobei die Ungleichung log ( 1 — éõ) ^ é2 aus (6) folgt. 
Es gilt im Falle à ô  1 

T7a(P,Q ; X') =P(A')e<a-,)WP||0;x-) = (i _ ôy) e«->Ä = 
(40) 

= (1 - <5X) (1 + (a - 1) S2 + 0(ôl)) = 1 - ôy + (a - 1) ô2 + ô2 EJÔy, ô2), 

wobei fü r é, — 0 , é2—> Î  Ea(�y, ô2) —v 0 gilt, bzw. 

(40') ^y(P,Q ; X') —P(X')Iy(P Ê Q;X')=ô2- Ôy S2. 

Wenden wir nun Satz 1 mit 

+ ( 1 — a) <52 — é2 Ea(Sy, ô2) für Î < a < 1 

ô2 - éõ ô2 für a = 1 

- 4 + (a - 1) é2 + ó2 Eßy, S2) für a > 1 

und b' — É, an. Es ergibt sich, dass die Ungleichung (28) sicher besteht, falls  

ctf 1 — å)12—«I 
(41) äó + é2 + é2 E+(ôv ô2) 5S e3 

ist, wobei 

(42) E)(Sy, ô2) = 

gesetzt wurde. 

für à ô 1 
a — 1 

— éõ für a = 1 
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Falls jedoch die Ungleichung (37) mit einem positiven rj besteht, und e 
genügend klein ist, so muss auch (41) erfüllt sein, Gebrauch machend von den 
Relationen (39) und der aus (42) folgenden Limesrelation Ef(öx, ö2) -> 0 falls 
Ê -> î, 4 - > o . 

Damit ist Satz 2 bewiesen. 
Bemerken wir, dass die Bedingung ô2 0 in (36) wesentlich ist. Ohne 

sie folgt aus (36) und (37) die Ungleichung (28) im allgemeinen nicht, wie 
dies das folgende Beipsiel zeigt: 

Es sei X = [0,1], Q das Lebesguesche Mass, und P sei durch P(A) = 

= — Q(A) falls 1 P({1}) = — definiert. Dann ist mit X'= [0,1) P(X') = — 
2 2 2 

und Ia(P\\Q; X') — — log 2, es ist also 

1 - P(X') + Ia(P II Q;X')=-~ log 2 < 0 
2 

und doch ist g(P, Q) = 1 > 0. 
Aus dem Satz 2 folgt sofort, dass zu jedem a > 0 eine solche Konstante 

Ca gegeben werden kann, dass falls die Ungleichungen (36) bestehen (mit 
beliebigen <5, ;> 0, ô2 ^ 0) so immer 

(43) q(P,Q) = \P-Q\(X)<CJÖ^Ö2 

ist. In der Tat, falls ô, -f ô2 genügend klein ist, so folgt aus (36) nach dem Satz 2 
3 

î 
(<54+<52), falls jedoch ô, + ô2 grösser als eine gegebene I a ( l — r?) 

positive Zahl ist, so besteht wegen g(P, Q) iL 2 die Ungleichung (43) 
sicherlich, falls Ca genügend gross gewählt wurde. 

Es sei nun angenommen, dass der g-Abstand zweier Verteilungen P, Q 
auf (A, 8) q(P, Q) = | P - Q | (X) < e < 1 ist. Setzt man dann X' = 
= {x : Ip(x) — q(x) I  ̂ yjq(x)}, so ergibt sich wegen 

]fë Ã q(x) dÖõ)  ̂ f \p(x) — q(x)\dk(x) ^ [ \p(x) - q(x)\dX(x) < e 
xix- X+X' 

(44) f q{x)dX(x)< f s 
X-X' 

und daraus 

(45) P(X') = J p(x)dX(x) è f (1 - y'i)  q(x) d 1 ^ (1 - Y~e)2 . 
X' X' 

Ferner gilt, die Ungleichung (44) berücksichtigend, 

\jr a(P,Q-,X')-\\£\ J (Pt--q)dX\+ J qdX^ 
X' X-X' 

(46) ^ J \p°qi~° -q\dk-\- [  ((1 + — 1) qdX + ^ 
X' X-

- ] ß ) a - l + yi fü r àô1 
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(wobei die dritte Ungleichung daraus folgt, dass auf X' — nach der Definition 
dieser Menge — 

I pa g1-" — q\ g q max {(1 + |/e)a — 1, 1 — (1 — ô) à} = q((l + fe)" — 1) 

ist) bzw. für à = 1 

(46') jplog^dtg j p l o g ( l + f £ ) ^ ^ l o g ( l  + f e ) . 

X' X' 

Es folgt aus (45) und (46) bzw. (46') leicht, falls man noch z.B. e < — 

annimt, dass im Falle q(P. Q) < e immer eine solche Teilmenge X' ç S von A" 
gegeben werden kann, für die 

[ a(P\\Q;X')gô2 (ôx^0,ô2^0) 

mi t -f- b2 < Cf Ye besteht, wobei Cf eine geeignete Konstante ist. 
Also besteht der folgende Satz: 

Satz 3. Zu jedem a > 0 können solche positive Zahlen Ca bzw. C+ gege-
ben werden, dass 

a) aus P(X') ô l - Ia(P\\Q;X') g b2 0,  � 2 ̂  0)  die Unglei-

chung o(P, Q) = 2 sup j P(A) - 0 (4 ) | < Ca folgt, 
A£S 

b) aus der Ungleichung q(P, Q) < e < — die Existenz einer Teilmenge 
2 

X' € S von X mit 

P(X') >1-0,, Ia(P\\Q ; X') < ô2, Ô1 + Ô2< C+ fe (0Õ>0,02>0) 

folgt. 
Es sei betont, dass hier a) die bedeutend tiefere Behauptung darstellt, 

wie aus den vorigen ersichtlich ist. 
Nach dem Satz 3 ist die fast totale Informationskonvergenz beliebiger 

Ordnung der gleichmässigen Konvergenz der Verteilungen äquivalent, und 
noch mehr folgt die gleichmässige Konvergenz aus der totalen Informations-
konvergenz. Daraus ergibt sich sofort, dass eine Verteilungsfolge {P„}  im 
Sinne der totalen oder fast totalen Informationskonvergenz der Ordnung à 
nicht gegen zwei verschiedene Verteilungen streben kann (s. § 1, Bemerkung 
3 zu Definition 2) und auch, dass die in § 1 (Bemerkung 2 zu Definition 2) 
erwähnte Möglichkeit für die Verallgemeinerung der Informationskonvergenz 
in der Tat keinen neuen Konvergenzhegriff ergibt. 

Die Äquivalenz der fast totalen Informationskonvergenz und der gleich-
mässigen Konvergenz bedeutet, dass sich jeder Grenzverteilungssatz, der sich 
auf die gleichmässige Konvergenz von Verteilungen bezieht, mit der in der 
Einleitung angedeuteten informationstheoretischen Methode beweisen lässt 
(wenigstens prinzipiell, da die praktische Durchführung eines solchen Beweises 
auch sehr kompliziert sein kann). Dabei kann die Ordnung à > 0 immer dem 
Problem angemessen gewählt werden. Die Berechnung scheint im allgemeinen 
f ü r à = 2 oder à = 1 am einfachsten zu sein (a = 2 kommt wegen der Ein-
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fachheit der Funkt ion f2(u) = u2 in Betracht, a = 1 dagegen darum, weil 
der Ausdruck von IX(P\\Q) auf zwei Glieder zerfällt). Falls man 0 < a < l 
wählt, so reicht die Benützung der totalen Informationskonvergenz aus, im 
Falle a 1 braucht man jedoch im allgemeinen die fast totale Informations-
konvergenz. In der Tat kommt es of t vor, dass die Verteilungen Pn gleichmäs-
sig gegen eine Grenzverteilung P streben, während I a (Pn 11P) + 0 0 (n = 1, 2,.. .) 
ist. (Siehe den Beispiel am Ende des § 1.) Der Begriff der fast totalen Informa-
tionskonvergenz wurde gerade darum eingeführt, damit man diese Schwierig-
keit vermeide. 

Aus der Äquivalenz der fast totalen Informationskonvergenz und der 
gleichmässigen Konvergenz der Verteilungen folgt auch, dass sich solche Grenz -
verteilungssätze, bei denen nur eine Konvergenzart schwächer als die gleichmäs-
sige Konvergenz bestätigt werden kann, mit der informationstheoretischen 
Methode direkt nicht beweisen lassen. Oft kann man aber die betrachteten 
Verteilungen P„ durch solche Verteilungen P'n annähern, die schon gleichmässig 
gegen die Grenzverteilung P streben, für die also die informationstheoretische 
Beweismethode schon anwendbar ist (s. [1]). 

Satz 3 hat noch eine wichtige Folge: 

Satz 4. Falls für die Verteilungen Pn(n= 1, 2,. . .) auf (X, S) mit geeig-
neten Teilmengen Xn € S (n = 1, 2 , . . . ) von X mit Pn(Xn) -> 1 die Limes-
relation 

(47) lim Ia(Pn\\Pm ; Xn) = 0 
m,n— » 

besteht, dann streben diese V erteilungen gleichmässig gegen eine Grenzver-
teilung P. 

Beweis. Setzen wir 

(48) inf Pn(Xn) = 1 - sup Ia(Pn\\Pm ; Xn) = a2 . 
n>n0 m,n^n. 

Dann ist nach Satz 3 für m, n >, ng 

(49) sup jPn(A) - Pm(A) I < 1 /V M 2 
AÇS 2 

(in Betracht, dass nach (47) b2 0 ist). 
Da wegen Pn(Xn) 1 und (47) die Zahlen bx ^ 0 und b2 ^ 0 in (48) 

beliebig klein werden, falls »0 genügend gross ist, bedeutet (49), dass das 
Cauchysche Konvergenzkriterium fü r die numerischen Folgen Pn(A) (A Ç S) 
gleichmässig in A erfül l t ist. Also strebt die Verteilungsfolge {P„}  gleichmässig 
auf (X, S) gegen eine Mengenfunktion P. Da aber der gleichmässige Limes 
von vollständig additiven Mengenfunktionen auch selbst vollständig additiv 
ist, (s. z.B. [8]) und die Relationen P ^ 0, P(X) = 1 trivialerweise bestehen, 
ist P eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf (X, S). Damit ist Satz 4 bewiesen. 

Satz 4 ermöglicht den informationstheoretischen Beweis von Grenz-
verteilungssätzen auch ohne die Benützung der Grenz Verteilung. Vielleicht 
wird es in dieser Weise gelingen, die Ergodizität von Markoffschen Ketten rein 
informationstheoretisch zu beweisen. (Es ist bekannt, s. [2], [3], dass sich die 
Ergodzit i tät von Markoffschen Ket ten mit Hilfe der Informationstheorie 
sehr anschaulich beweisen lässt, falls man schon weiss, dass eine stationäre 
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Verteilung der Kette existiert; zum Beweis des letzteren ben�tigt man jedoch 
im allgemeinen matrizentheoretische Sätze.) 

§ 3. Topologische Beziehungen 

Die Definition der totalen bzw. fast totalen Informationskonvergenz 
(Definition 1 bzw. 2) lässt sich leicht auf Raster im Räume der Verteilungen 
verallgemeinern. (Ein nicht leeres System t von nicht leeren Teilmengen einer 
Menge H ist ein Raster in H, falls es zu je zwei À, Â ˆ t ein Ñ ˆ t mit Ñ Cl 
ci A n â gibt).5 

Es sei E eine Menge von Verteilungen auf einem messbaren Raum 
(X,S) und setzen wir für Q £ E 

Va(Q,e)={P:Ia(P\\Q)<e,PtE) 

={Va(Q,e).B>0} 

bzw. 

Wa(Q, s) = {P : inf [1 - P(X') + max (IJP || Q ; X'), 0)] <e,P£E} 
X'iS 

mQ) = { W a ( Q , e ) : e > 0 } . 

Definition 3. Ein Raster t im Verteilungsraum E heisst im Sinne der 
totalen bzw. fast totalen Informationskonvergenz der Ordnung à > 0 gegen 
eine Verteilung Q ˆ  E konvergent, falls t ñ S3a(Q) bzw. t ñ 28JQ) gilt, 
wobei Ñ die Rasterrelation »feiner als« bezeichnet, (tj Ñ t2 bedeutet, dass 
es zu jedem À ˆ t2 ein B ˆ t, mit Â a A gibt.) 

Hier ist der Limes Q eindeutig bestimmt, da im Falle Q =f=  R immer ein 
solches e > 0 gegeben werden kann, dass Wa(Q, e) Ï Wa(R, e) = 0 und um so 
mehr Va(Q, e) f| Va(R. s) = 0 ist. Dazu genügt es nach Satz 3, die Zahl e > 0 
so zu wählen, dass 

Ca fe < -e(Q, R) = sup |(?(d) - R(A)\ 
2 AÇS 

gelte. 
Definition 3 ist eine natürliche Verallgemeinerung der Definitionen 

1 bzw. 2, die durch die Anwendung der Definition 3 auf den Endraster der 
Folge {Pv P2,. . .} entstehen. Die Menge der in Information der Ordnung à 
total bzw. fast total konvergenten Raster sei mit bzw. Sta' bezeichnet. Es ist 
dann leicht zu sehen, dass (E, St J und (E, Si() (à > 0) Konvergenzräume sind 
(siehe [9], S. 121 — 124). 

Es ist wegen 5Ba(Q) Ñ 38a(Q) klar, dass ein Raster, der in Information 
der Ordnung à total konvergent gegen eine Verteilung Q ˆ  E ist, auch im Sinne 
der fast totalen Informationskonvergenz der Ordnung à gegen Q konvergiert, 
also ist $acf t 'a . Im Falle 0 < à < 1 sind die totale und fast totale Informa-
tionskonvergenz auch für Raster äquivalent, d.h. es ist 

(50) = Ñ (0 < à < 1). 

5 Bezüglich der in diesem Paragraphen benützten Terminologie s. z. B. [9]. 
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In der Tat, folgt aus der Ungleichung (16) (mit P, Q. X' ansta t t von Pn. P, Xn) 

wegen Ia(P\\Q) = log J f a (P, Q) einfach, dass im Falle 0 < a < l zu 
a — 1 

jedem f j > 0 ein solches e2 > 0 gegeben werden kann, dass die Ungleichung 
/a(P||Q) < åã im Falle 1 — P(X') + max (Ia(P\\Q\ X'), 0) < et immer be-
steht. Es gilt also 3ßa(0) CI das zusammen mit der trivialen Relation 
»„(Ç) l= Æ Ø ) bedeutet, dass S8a(Q) und fßa{Q) für jedes Q 6 E äquivalente 
Raster sind, woraus schon (50) folgt. 

Bezeichnen wir mit S(Q,e) die »Kugel« mit dem »Mittelpunkt« Qund Radius 
e im metrischen Raum (E, g), wobei g(P, Q) = [P — Q\(X) ist, also S(Q,e) = 
= {P : IP — Q\(X) < e, P € E). Dann gilt nach Satz 3 fü r jedes Q € E und 

0 < e < ~ Wa(Q, e)ciS(Q, Ñ Je) und S(Q, à) ñ Wa(Q, C+ |7). Also ist der 

Raster 2Ba((?) fü r jedes Q € E dem Raster der Kugel um Q im metrischen Raum 
(E, g) äquivalent, infolge dessen ist die fast totale Informationskonvergenz 
(beliebiger Ordnung) auch fü r Raster mit der Konvergenz im metrischen Raum 
(E. g) gleichwertig. Das kann auch so ausgedrückt werden, dass der Konver-
genzraum (E, fí'ó) dem metrischen Raum (E, g) äquivalent ist. 

Was die totale Informationskonvergenz der Ordnung a anbetr i f f t , 
ist für 0 < à < 1 auch sie der Konvergenz im metrischen Raum (E, g) äqui-
valent (wegen (50)), für a TÏ. 1 jedoch kann man nur soviel sagen, dass ein 
Raster, der in Information der Ordnung à total konvergent ist, auch im (E. g) 
konvergiert, umgekehrt aber im allgemeinen nicht. Es besteht sogar der fol-
gende 

Satz 5. In einem Verteilungsraum E kann im allgemeinen keine solche 
Topologie angegeben werden, dass die topologische Konvergenz der Baster 
äquivalent der totalen Informationskonvergenz der Ordnung à > 1 sei. 

Beweis. Es sei X = {aq, x2,. . .} eine ahzählbare Menge und E bestehe 
aus denjenigen Verteilungen auf X, für die jedes xk á X eine positive Wahr-
scheinlichkeit hat. Wir zeigen, dass dann der Konvergenzraum (E, ®a) im 
Falle à 1 keinem topologischen Raum äquivalent ist, wodurch die Behaup-
tung des Satzes 5 bewiesen ist. 

Falls in E die totale Informationskonvergenz der Ordnung à (à ;> 1) 
der topologischen Konvergenz in einer Topologie auf E äquivalent wäre, müss-
ten die Raster Æà(Ð) (P ˆ  E) den Rastern der Umgebungen der Verteilungen 
P ˆ  E äquivalent sein (nach der Definition der beiden Konvergenzbegriffe) 
also wären die Raster ßÇà(Ð) Basis der Umgebungen der Verteilungen P. 
Dann müsste aber die folgende Bedingung erfüllt sein (seihe z.B. [10] Seite 35 
Eigenschaft 3) : 

(B) Für jedes P € E, e > 0 enthält Va(P, e) ein solches Va(P, ex) 
( 0 < f , ^ e ) , dass im Falle Q 6 Fa(P, e1) fü r genügend kleines f 2 > 0 (das von 
Q abhängen kann) Va(Q. f2) ñ Va(P, e) ist. 

Es genügt also zu zeigen, dass (B) nicht gilt. 
Es sei zuerst à > 1 und setzen wir 

1 pk für ê < òî j qk für ê < n 

(51 Pk = oh-\qk^\ _2 + , , _ 2 + i 

( Cj ê a für ê >-_m ( c2 ê
 a für ê ^ . n , 
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wobei m und n > m vorläufig unbestimmt sind, und ñ, cx und c2 so gewählf, 
werden, dass 

CO CO CO 

2S4fc = 2 ? f c = 2Ãê= 1 

k = 1 k = l k = I 

ist. 
Betrachten wir die Verteilungen P, Q, R auf X = {xv x2.. . .}, definiert 

durch P({xk}) = pk, Ç({xfc}) = qk, R({xk}) = rk (k = 1, 2,. . .) Falls nun m 
und n > m genügend gross sind, sagen wir m + mn. n + n0(m), so werden 

ñî CO f. 3 
cl 

jíLJ c«-1 
K=rrt  k=m 

und 
3 
2 + 2a 

00 _ 3 00 _ 2
 + _L 

beliebig klein (da die Reihen 2* ê 2 bzw. 2 f ê 2 2a konvergent sind und 
k=l k=1 

nach (51) Cj < ñ, c2 < c, sein muss). Dann sind aber 
ñî m -1 oo 

J A Q , P ) = 2 4 ^ " " = - Ð ê + 2 9êÐÃà 

fc=! k=l k=m 
und 

oo Ï —1 oo 
< % ( Ô ß ) = 2 ã ê × \ -à = 2 " 9k + 2 ' rfc 9k-<* 

k=l k=l k=n 
beliebig nahe zu 1 (kleiner als 1 k�nnen sie nach (6) nicht sein), also sind Ia(Q\|P) 
und Ia(R\ Q) beliebig nahe zu 0. 

Dagegen ist wegen 

r"k Pk~"~ el k~2a+l • c 1 " " 1 j f c - 2 < i - ° ) = ca
2 ñ

1-" k'1 

(wobei ~ die asymiptotische Äquivalenz bezeichnet) 

la(R ||P) = — Ö - log 2 >"k Pl'" = + °° • 
à — 1 t H 

Also kann man zur Verteilung P fü r beliebiges e, > 0 eine Verteilung 
Q g F mit /f l(<? P) < f j , und zu diesem Q für beliebiges e2 > 0 ein R € E 
mit Ia(R\\Q) < f 2 finden, so dass Ia(R\\P) = + oo ist. Das zeigt, dass die 
Bedingung (B) nicht erfüllt sein kann, w. z. b. w. 

Der Fall à = 1 kann ähnlicherweise erledigt werden, nur soll man P, Q, 
R anstatt (51) z.B. durch 

(52) Pk = 2^8. qk = Í P" f ü r k < m , = { für fc < » 
\ c, kr3 für k > .m ' \ c2 f c_2 für k^. n 

k = l k = l 

definieren (mit unbestimmten m und n > m). 
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Dann gilt fü r genügend grosses m und bei jedem m für genügend grosses 
n > m 

hiQWP) = 2 ? A : b g = Ó <h fc-3log(Cl 2") < £ l 

/ñ=1 k k—m 
und 

Ä II Ç) = V rfc log = 2 c2 1-2 log ^ ft < e2 

I ™ fc=n 1 

benützend, dass in (52) < 1 und c2 < cx sein muss). 
T T 

Dagegen ist wegen rk log— c2& _2 log (c2k~22k)~ c2k~l log 2 immer 
Vk 

/1 (A| |P) = 2 r k l o g F = + TO-

Daraus folgt, dass die Bedingung (B) auch im Falle a = 1 nicht erfüllt 
sein kann. Damit ist Satz 5 vollständig bewiesen. 

Bemerken wir, dass sich die Parameter m und n in (51) bzw. (52) auch 
so bestimmen lassen, dass neben Ia(Q\\P) und Ia(R\\Q) auch noch Ia(P\\Q) 
und IU(Q\\R) beliebig klein sind. I n der Tat, im Falle a > 1 ist nach (51) 

oo 

2 k~2 

Ñ _ c ™ = K2m 
00 1 1 

2JC~2+2° KX m~{ + 2a 

k—m 
I 

- 2 + 
Ó ê 2a _,,_!_ 

i � K 1 n 2a 
1 

C2 = C/-  ̂ — = Kx Cj n 2a 
•V T -2+- „ - I + -

2 k A 3 n a 

k=n 

wobei Ê, . Ê,.. . . Konstanten sind. z.B. Ê, = . Im Falle a — 1 erhält 

i — L 
2a 

man ähnlicherweise 
cx ~ Êú m2 2~m, c2 ~ K6cxn~x . 

Daraus folgt, dass die Summen 

ñî oo a 5 1 oo oo a 5 1 

k=m k=m 1 fc=n fc=n 2 

bzw. 

fc=m k fc=m fc=n k k=n 2 

(a = 1) 
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f ü r genügend grosses m und bei jedem m für genügend grosses n kleiner als 
beliebig kleine positive Zahlen sind, infolge dessen sind auch Ia(P | |Q) und Ia(Q \ \R) 
beliebig klein (ebenso wie /a (0 | |P) und Ia(R\\Q) im Beweis des Satzes 5). 

In der Informationstheorie ist es üblich neben der relativen Information 
/ a ( P | | 0 ) auch die symmetrische Grösse Ja{P, Q) = Ia(P\\Q) + Ia(Q\\P), die 
sogennante J-Divergenz der Ordnung a zu benützen. Sie scheint wegen ihrer 
Symmetrie ein noch adäquateres Mass der Verschiedenheit von Verteilungen 
zu sein, als die relative Information Ia(P\\Q), und, obwohl die ./-Divergenz 
selbst der Dreiecksungleichung nicht genügt, könnte man meinen, dass sie 
sich durch eine stetige, monoton zunehmende Funktion / so transformieren 
lässt, dass /(./a(P, Q)) schon eine Entfernung im Raum der Verteilungen ist. Aus 
der vorigen Bemerkung folgt jedoch, dass dies fü r a > 1 im allgemeinen nicht 
der Fall sein kann, und zwar schon fü r den im Beweis des Satzes 5 definierten 
Verteilungsraum E nicht. Falls nämlich/(«) eine beliebige stetige, im Intervalle 
[0, -f- oo] monoton zunehmende Funktion mit /(0) = 0, f ô 0 ist, so k�nnen 
nach der obigen Bemerkung durch geeignete Wahl der Parameter m und n in 
(51) bzw. (52) Ja(P, Q) und Ja(Q, R) so klein gemacht werden, dass schon 

f(Ja(P ,Q)) < f-^-,f(Ja(Q. R)) < gilt (/(oo) > î folgt aus der Monoto-
2 2 

n i tä t von / und aus f ô  0.) Dann kann aber wegen Ja(P, R) = + 0 0 für diese 
P, Q, R die Dreiecksungleichung nicht bestehen. Streng genommen haben wir 
nur benützt, dass die Funktion f(u) in è — 0 stetig ist (es kann nämlich ohne 
weiteres angenommen werden, dass /(0) = 0 und /(°°) > 0 ist, da anderfalls 
f(Ja(P, P)) = / ( 0 ) > 0 bzw. f(Ja(P, R))i=/(oo) = 0 wäre, also könnte 
f(Ja(P, Q)) keineswegs eine Entfernung sein.) 

Also haben wir gezeigt, dass im Falle à > 1 keine solche in è = 0 
stetige Funktion f(u) gibt, dass f(Ja(P, Q)) in jedem Verteilungsraum oder 
wenigstens im Räume E eine Entfernung sei.6 Es sei bemerkt, daß man auch 
über die Verteilungsmengen V£(Q, e) = {P : Ja(P. Q)<e. ) fragen kann, ob sie — 
als Basis der Umgebungen der Verteilungen Q — eine Topologie in E definieren. 
Durch das im Beweis des Satzes 5 benützte Verfahren läßt sich leicht zeigen, 
dass die Antwort auf diese Frage im Falle a > 1 negativ ist. Die Behauptung, 
dass ,f(Ja(P, Q)) f ü r keine stetige, monoton zunehmende Funkt ion f(u) eine 
Ent fernung in E sein kann, ist eine unmittelbare Folge dieser Tatsache. 

Man sieht leicht, dass Ähnliches anstatt der Divergenz auch für jede 
solche Funktion g(la(P\\Q), Ia(Q\\P)) der Informationsgrössen /a(P||Q) und 
Ia(Q\\P) besteht, wobei g(u, v) im Ursprung stetig ist und im Falle v > 0 
gr( —f— oo, v) — + 0 0 gilt (z.B. für jedes positive Potenzmittel von Ia(P\\Q) und 
Ia(Q\\P))-

(Eingegangen: 2. Januar, 1962.) 

6 Im Falle 0 < à < 1 dagegen g ib t es solche Funkt ionen, s. [11]. 
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Bemerkung bei der Korrektur.  Nach Einreichen des Manuskriptes machte 
Herr R . L . D O B R U S C H I N mich darauf aufmerksam, dass ein Spezialfall der 
hier dargestellten Ergebnisse, nämlich, dass — mit den hier benützten Be-
zeichnungen — aus der „Kleinheit" von /^-ÐÖÑ) immer die „Kleinheit" von 
Q(P,Q) folgt, schon von M. S. P I N S K E R bewiesen wurde; fü r diesen Fall (Spezial-
fall X' — X, à = 1 von Satz 3 der vorliegenden Arbeit) hat er sogar eine 
bessere Abschätzung gegeben, als die aus Satz 3 folgende. Dieses Resultat 
wurde in der Arbeit M . C . ÏÈÍÑÊÅÐ : „Èíôîðìàöèÿ  è èíôîðìàöèîííàÿ  óñ-
òîé÷èâîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí è ïðîöåññîâ"  (Ïðîáëåìû  ïåðåäà÷è èíôîð-
ìàöèè,  âûïóñê 7. Èçä. Àê. Íàóê  ÑÑÑÐ, Ìîñêâà, I960.) ver�ffentl icht, die 
damals in Üngarn noch nicht erhältlich war. 

ÒÅÎÐÅÒÈÊÎ-ÈÍÔÎÐÌÀÖÈÎÍÍÛÅ  ÏÎÍßÒÈß  ÑÕÎÄÈÌÎÑÒÈ  Â 
ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÅ  ÐÀÑÏÐÅÄÅËÅÍÈÉ 

ÂÅÐÎßÒÍÎÑÒÅÉ 

I . C S I S Z Á R 

Ðåçþìå 

Èñõîäÿ èç òîé èäåè Þ.  Â. Ëèííèêà [1], ÷òî ïîíÿòèÿ  òåîðèè èíôîð-
ìàöèè  ìîæíî  èñïîëüçîâàòü äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì  ïî  ïðåäåëüíûì  ðàñ-
ïðåäåëåíèÿì  òåîðèè âåðîÿòíîñòåé, àâòîð â íàñòîÿùåé  ñòàòüå îïðåäåëÿåò 
íåêîòîðûå  òèïû  ñõîäèìîñòè  â ïðîñòðàíñòâå ðàñïðåäåëåíèé âåðîÿòíîñòåé, 
êîòîðûå  ìîæíî  çàäàâàòü ïîíÿòèÿìè  èíôîðìàöèè,  â ÷àñòíîñòè ïðè  ïîìîùè 
îòíîñèòåëüíîé  èíôîðìàöèè  ïîðÿäêà  à (ñì. [2], [3]). Îí  ïðîâîäèò  îáùåå 
èññëåäîâàíèå îòíîøåíèÿ  ýòèõ òèïîâ  ñõîäèìîñòè  ê îáû÷íûì  òèïàì. 
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Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü  ðàñïðåäåëåíèÿ { Ðï } ìû  íàçîâåì  òîòàëüíî  ñõîäÿ-
ùåéñÿ â èíôîðìàöèè  ïîðÿäêà  à ê ïðåäåëüíîìó  ðàñïðåäåëåíèþ Ð, åñëè âû-
ïîëíåíî  ñîîòíîøåíèå lim I a (Pn \ \P) = 0 è íàçîâåì  åå ïî÷òè  òîòàëüíî  ñõîäÿ-

Ï->  îî 
ùåéñÿ, åñëè ìîæíî  çàäàòü òàêóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Õï}  ïîäìíîæåñòâ 
îñíîâíîãî  ïðîñòðàíñòâà, äëÿ êîòîðîé lim Ðï(Õï)  = 1 è lim Ia(Pn\\P ; Õï) = Î 

Ï—> îî  Ï—>  îî 
(â ñëó÷àå 0 < à < 1 îáà ïîíÿòèÿ  ñõîäèìîñòè  ýêâèâàëåíòíû). 

Àâòîð äîêàçûâàåò, ÷òî ïî÷òè  òîòàëüíàÿ èíôîðìàöèîííàÿ  ñõîäèìîñòü 
(ïîðÿäêà  ïðîèçâîëüíîãî  à > 0) ýêâèâàëåíòíà ðàâíîìåðíîé  ñõîäèìîñòè  âå-
ðîÿòíîñòíûõ  ìåð,  à ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âñå òåîðåìû  ïðåäåëüíîãî  ðàñïðåäåëåíèÿ, 
îòíîñÿùèåñÿ  ê ðàâíîìåðíîé  ñõîäèìîñòè  ðàñïðåäåëåíèé ìîæíî  äîêàçàòü — 
ïî  êðàéíåé ìåðå ïðèíöèïèàëüíî — ìåòîäàìè  òåîðèè èíôîðìàöèè.  Çäåñü 
èñïîëüçîâàíèå  ïî÷òè  òîòàëüíîé  èíôîðìàöèîííîé  ñõîäèìîñòè  ñóùåñòâåííî, 
òàê êàê â ñëó÷àå à ^ 1 òîòàëüíàÿ èíôîðìàöèîííàÿ  ñõîäèìîñòü  íå  ýêâèâà-
ëåíòíà  ðàâíîìåðíîé  ñõîäèìîñòè  ìåð,  à ÿâëÿåòñÿ áîëåå ñèëüíûì  ïîíÿòèåì 
ñõîäèìîñòè. 

Äîêàçàòåëüñòâî ñîâåðøàåòñÿ èñïîëüçîâàíèåì  ëåììû,  îòíîñÿùåéñÿ 
ê óñòîé÷èâîñòè íåðàâåíñòâà Jensen, êîòîðàÿ äàåò òàêæå îöåíêè  îòíîñèòåëüíî 
ñâÿçè ñêîðîñòåé ýòèõ äâóõ ñõîäèìîñòåé  (òåîðåìû 1, 2 è 3). 

4-àÿ òåîðåìà äàåò êðèòåðèé òèïà Cauchy äëÿ ïî÷òè  òîòàëüíîé  èíôîð-
ìàöèîííîé  ñõîäèìîñòè  ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ðàñïðåäåëåíèé, êîòîðûé  äåëàåò 
âîçìîæíûì  òåîðåòèêî-èíôîðìàöèîííîå  äîêàçàòåëüñòâî òåîðåì  ïðåäåëüíîãî 
ðàñïðåäåëåíèÿ è áåç çíàêîìñòâà ñ ïðåäåëüíûì  ðàñïðåäåëåíèåì. 

Â § 3 àâòîð çàíèìàåòñÿ âîïðîñîì,  ìîæíî  ëè âûâåñòè èññëåäóåìûå 
ïîíÿòèÿ  òåîðåòèêî-èíôîðìàöèîííûõ  ñõîäèìîñòåé  èç òîïîëîãèè.  Îòíî-
ñèòåëüíî ïî÷òè  òîòàëüíîé  èíôîðìàöèîííîé  ñõîäèìîñòè  îòâåò ïîëîæèòå-
ëåí, çà òî äëÿ òîòàëüíîé  èíôîðìàöèîííîé  ñõîäèìîñòè  ïîðÿäêà  à ^ 1 îòâåò 
îòðèöàòåëåí (òåîðåìà 5). Èç ýòîãî ðåçóëüòàòà ñëåäóåò, ÷òî íåò òàêîé íåïðå-
ðûâíîé  â íà÷àëüíîé  òî÷êå ôóíêöèè  îò /-äèâåðãåíöèè ïîðÿäêà  à ^ 1 — 
çíà÷èò òàêæå íåò îò /-äèâåðãåíöèè â îáû÷íîì  ñìûñëå (à = 1) — êîòîðóþ 
ìîæíî  áûëî  áû ðàññìàòðèâàòü êàê ðàññòîÿíèå â ïðîñòðàíñòâå ðàñïðåäåëåíèé 
âåðîÿòíîñòåé. 
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