INFORMATIONSTHEORETISCHE KONVERGENZBEGRIFFE
IM RAUM DER WAHRSCHEINLICHKEITSVERTEILUNGEN

von

1. CSISZAR
Einleitung

Von Ju. W. Lixnik stammt der Gedanke, Grenzverteilungssitze der
Wahrscheinlichkeitsrechnung mit Hilfe von informationstheoretischen Be-
griffen zu beweisen [1]. A. RENYI hat bemerkt (s. [2], [3]), dass das Wesen
solcher Beweise darin besteht, dass man die Folge der relativen Informationen
der betrachteten Verteilungen P, beziiglich der Grenzverteilung P untersucht,
und zeigt, dass diese Folge konvergent ist. Daraus schliesst man auf die Kon-
vergenz der Verteilungen P, gegen P. Dabei ist der Grenzwert der Folge der
relativen Informationen immer gleich 0.

Darum scheint es zweckmissig zu sein, die Informationskonvergenz
der Verteilungen zu definieren, und zwar durch die Konvergenz gegen 0
der relativen Informationen, und im allgemeinen zu untersuchen, ob die
im gebrdauchlichen Sinne genommene Konvergenz der Verteilungen aus der
Informationskonvergenz folgt. Es werden in dieser Arbeit zwei Arte der Infor-
mationskonvergenz definiert, die als totale bzw. fast totale Informationskon-
vergenz bezeichnet werden. Es wird gezeigt, dass die fast totale Informations-
konvergenz der gleichméssigen Konvergenz der Wahrscheinlichkeitsmasse dqui-
valent ist; um so mehr folgt die gleichmissige Konvergenz der Masse aus der
totalen Informationskonvergenz (Satz 3). Dieser Satz kann als eine allgemeine
Begriindung der Anwendbarkeit der Informationstheorie fiir den Beweis
von Grenzverteilungsséitzen angesehen werden. Es wird auch auf eine Moglich-
keit hingewiesen, die gleichmissige Konvergenz einer Verteilungsfolge auch
dann informationstheoretisch beweisen zu kénnen, wenn die Grenzverteilung
im voraus nicht bekannt ist (Satz 4). Diese Sitze werden mit Hilfe von einem
auch an sich interessanten Lemma bewiesen, das sich auf die Stabilitatsfrage
der Jensenschen Ungleichung bezieht.

, Zum Abschluss wird untersucht, ob die definierten informationstheore-
tischen Konvergenzbegriffe aus einer Topologie herleitbar sind. Als ein Neben-
resultat ergibt sich, dass sich die sogenannte .J-Divergenz der Ordnung o > 1
mit keiner, im Intervalle [0, + oo] definierten, im Ursprung stetigen Funk-
tion f(u) so transformieren lésst, dass /(/,(P, @)) eine Entfernung im Raum der
Verteilungen sei, selbst wenn die Menge der in Betracht kommenden Vertei-
lungen bedeutend beschriankt wird.

§ 1. Die relative Information der Ordnung o
und die zugehérigen Konvergenzbegriffe im Raum der Verteilungen

Wir beniitzen den von A. RENYT eingefiihrten Begriff der Information
der Ordnung a ([2], [3]).
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Fiir zwei endliche Verteilungen P = (p,....,p,), @ = (¢,-- ., ¢q,) ist
die relative Information von P beziiglich ¢ der Ordnung a (o>0) durch
lu(PHQ):'Alog\ piak (a1)
a -1 p =
(1) i
; Py
I(P||@Q) = lim I (P — Nlog ==
(P |Q) = lim I(P|| @) gm B
definiert.!

Falls P und @ zwei beliebige, auf einem messbaren Raum (X, S) gege-
bene Verteilungen (Wahrscheinlichkeitsmasse) sind, so setzen wir fir & > 0

LiP | @) =

—log [ p*(x) g~ *(x)d A) (a£1)

L(P| Q) = [ p(x)log %) aaa)
pr

wo 4 ein solches (o-endliches) Mass ist, dass P und ¢ beide absolut stetig in
bezug auf 2 sind und p(x) bzw. q( x) die Radon-Nikodymschen Ableitungen von
P bzw.  beziiglich 1 bedeuten.? (Das Zeichen ‘ ohne Angabe des Integrations-
bereiches bedeutet das Integral iiber dem ganzen Raum X). Es ist leicht zu
sehen, dass ein solches 2 immer existiert und dass der Wert des Integrals von
der Wahl von A unabhingig ist.

Im folgenden wihlen wir, falls es sich um eine abzédhlbare Menge von
Verteilungen (Wahrscheinlichkeitsmassen) handeln wird, das c-endliche Mass
A immer so, dass alle gegebene Verteilungen absolut stetig in bezug auf 2
seien. (Das ist bekanntlicherweise immer moglich, z.B. falls die gegebenen

o

Verteilungen P,, P,,. .. sind, kann man A = Z ?ln P, setzen). Die Verteilungen

n=1
werden mit P, @, R bezeichnet (falls n6tig, mit Indizes) und ihre Dichtefunk-
tionen, d.h. die Radon-Nikodymschen Ableitungen beziiglich 2 mit p(z).
q(z), r(z) (mit den entsprechenden Indizes).

Wir méchten die Bemerkung machen, dass aus der Definition von 7,(P||Q)
folgt, dass 7,(P||Q) im Falle a = 1 nur dann endlich sein kann, falls P <@
ist. Fiir 0 <a <1 ist jedoch I,(P||Q) immer endlich, mit Ausnahme des
Falles P 1 Q.

Die Definition (2) ist eine natiirliche Verallgemeinerung von (1). Wenn

n
wir niamlich fiir eine Darstellung «# von X in der Form X = U 4, (4, € S;

i=1

1 Es ist nur eine Frage der Wahl der Einheit der Information, mit welcher Basis-
zahl hier der Logarithmus zu nehmen ist. Es ist in der Informationstheorie gebréuchlich,
den Logarithmus mit der Basis 2 zu beniitzen. Fiir unsere Zwecke ist es jedoch niitzlicher,
den natiirlichen Logarithmus zu nehmen. Also wird das log in dieser Arbeit immer den
Logarithmus mit der Basis e bedeuten.

*Im Falle ¢ = 0 wird unter p log ?und p*q' " (@>1) 0 bzw. 4 oo verstanden, je

nachdem ob p = 0 bzw. p > 0 ist.
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A n A = 0 fur 7 Z# 7) PO( — (P >P(An))’ Qo@ = (Q(Al) e ® ’Q(An))
setzen gllt
(3) L(P||Q) = b 1(Py||Qer) -

Diese Tatsache ist fiir o = 1 wohlbekannt, vgl. z. B. A. PERrEz [4] und
auch G. Karriaxpur [5]; fiir den allgemeinen Fall kann sie dhnlicherweise
bewiesen werden, z.B. ergibt Satz 5 der Arbeit [5], mit f(u) = —u* fir
0<a < 1bzw. f(u) = u* fir a > 1, dass fir 0 < a <1

. o o dpP,
sup (— 3 P(4,) @~ (4,)) = j[ )Q

+ o falls P <@ nicht gilt

sup 3 P(4,) @ “(4,) = ’
sup 3 P(d,) Q1= (4y) f %’ dQ falls P <@

bzw. fiir a > 1

gilt, wobei P, die in bezug auf @ absolut stetige Komponente von P ist. Diese
Relationen sind mit (3) gleichbedeutend.

Die relative Information 7 (P||Q) ist ein informationstheoretisches Mass
der Verschiedenheit der Verteilungen P und . Sie ist immer nichtnegativ und
I,(P||Q) = 0 besteht nur im Falle P = @, was ein Spezialfall der Ungleichung
(6) ist.

: Darum ist die folgende Definition natiirlich:

Definition 1. Eine Verteilungsfolge {P,} konvergiert in Information

der Ordnung o gegen die Verteilung P, falls

(4) lim 7,(P,||P) =0

ist. Dieser Konvergenzbegriff wird die totale Informationskonvergenz der
Ordnung a genannt.

Falls X’ € S eine Teilmenge von X mit P(X’) > 0 ist, kann die relative
Information von P beziiglich Q auf X’ durch

| pi(x) ¢ Y(x)dA(x)  fir a1
— 1 P( X
(3) 1,(P|Q; X’) = i
p(z) log —— dA(x) fir a=1
P(X 'S q(%)
definiert werden. Es ist naturhch I,(P||Q; X)=1I,P|| Q). (Auf X’ sind P

und @ im allgemeinen unvollstindige Vertellungen Glelchung (5) entsteht

durch die Anwendung der Definition der relativen Information — Informations-

gewinn — fiir unvollstindige Verteilungen, gegeben von A. RENYT, s. [2], [3].)
Es besteht immer

P(X’)

Q(X")

(6) I(P|Q; X’) = log

mit der Gleichheit nur im Falle = cP auf X' |wobei ¢ =IQ)§X,; ist | was
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eine Folge der Jensenschen Ungleichung ist. In der Tat, da die Funktion
wl~fiir 0 < a < 1 konkav, fiir & > 1 konvex ist, erhalten wir mit der Bezeich-
nung X' = X'N {z : p(x) > 0}

Lo Jp" frodi= -2 J (1J'_apd1 <
P(X’) Jpaa ) \p
X b X

(7) { qa !
’q - r a1
2|2 gQ(Xl _‘(X) fir 0<a<l
), pdz P(X QX
2
und dhnlicherweise
1 X) i "
(8) Jpqlﬂd1>| fiir @ > 1.
P(X) ) Qx
Endlich gilt, da die Funktion —log u konvex ist,
P 1 q
ey plog dl= —— [ log —] pdi >
P(X) J Jpdd ) P
3 j da
q ,
o lags > —log Q(X,) = log - il
J pda P(X’) QX’)

In (7), (8), (9) bestehen die Gleichheiten nur dann, falls erstens auf X' g¢=cp
(mit konstantem c¢) und zweitens auf X' — X' ¢=0 ist (fast iiberall beziiglich
2), also falls auf X' @ = cP gilt.

Die Ungleichungen (7), (8), (9) geben nach der Definition von 7 ,(P||Q ; X')
— Gleichung (5) — gerade (6), und man sieht auch, dass die Gleihheit in

(6) nur dann besteht, falls auf X’ @Q=cP gilt, mit ¢ = ?%)) :
Es seinen nun P, P,.. .. Verteilungen auf (X,S), X, X,,... Teilmengen
von X (X, € S) mit P,(X,) — 1 fiir n — oo. Dann ist aus (6) ersichtlich, dass

(10) lim 1,(P,[|Q; X,) =

n = ’

fiir beliebige Verteilung @ auf (X, S).

Definition 2. Wir sagen, dass eine Folge {7, } der auf (X, S) gegebenen
Verteilungen in Information der Ordnung a im fast totalen Sinne gegen die Ver-
teilung P strebt, falls eine solche Folge {X,} der Teilmengen von X (X, € §)
gegeben werden kann. dass

(11) i P LX) =1
(12) lim 24P, | B )=
gilt.
Bemerkung 1. Aus (11) und (12) folgt nach (6) auch
(13) Lim PNV =1 ;

n—o
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Dagegen konnen (12) und (13) bestehen, ohne dass (11) gilt. Es sei z.B.
X = [0, 1], P das Lebesguesche Mass, und @ sei durch Q(4) = P(4) fir

A [0,—1—]. Q{1}) = —;— definiert. Setzen wir X, = [0, 1— %J, B =i
2

(n =1,2,...). Dann gilt
PX,)=1— % -1 fir n — oo und

~

Ia(Pn1|P;Xn):]a[PnHP;[O,é]‘:O R

dagegen ist
lim P(X,) = ~ 1.
n-»o 2

Bemerkung 2. Falls (11) und (12) bestehen, dann gilt fiir die durch

Qn(4) = Pndn X,) definierte Verteilungsfolge {Q,}

P,(X,)
(14) 1(@u ]| P) = 0, sup [@(4) = P,(4)] > 0 (n — o0)

wie es leicht nachzuweisen ist.

Also lisst sich zu jeder im Sinne der fast totalen Informationskonvergenz
der Ordnung a konvergenten Verteilungsfolge {P,} eine im Sinne der totalen
Informationskonvergenz derselben Ordnung gegen dieselbe Grenzverteilung
strebende Verteilungsfolge {@),} finden, fiir die sup |Q,(4) — P,(4)|—0

AeS

(n — oo) gilt. Darum koénnte man vermuten, dass man einen schwicheren
Konvergenzbegriff erhalten kann, als den der fast totalen Informationskon-
vergenz, indem man anstatt (11) und (12) nur die Existenz einer Verteilungs-
folge {@,} mit den Eigenschaften (14) voraussetzt. In der Wirklichkeit ist
aber der dadurch erhaltene Konvergenzhegriff dem fast totalen dquivalent,
wie es im folgenden Paragraphen gezeigt wird.

Bemerkung 3. Es ist nicht ganz trivial, dass eine Verteilungsfolge
{P,} im Sinne der Definition 2 (oder gerade im Sinne der Definition 1) nicht
gegen zwei verschiedene Verteilungen konvergieren kann. Dass diese Behaup-
tung doch richtig ist, folgt am einfachsten aus § 2 Satz 3.

Der Einfachheit halber wird in den folgenden das Integral in der Defi-
nition von I (P||Q) bzw. I,(P||Q; X’) mit (P, @) bzw. (P, Q; X'
bezeichnet,® also

] | prgtedi fir a1
P

16} P 0 X P, Q=220 X),
(15) Ju(P,Q; X') l[ploggdl o o A Q@ (P, Q; X)

X

3Hier ist J,(P, Q) = e VPO (4 » 1) aber (P, Q) =I,(P| Q); man
darf also nicht erwarten, dass die zur Vereinfachung der Berechnungen eingefiihrten
Grossen J,(P, Q) bzw. 9,(P,Q; X’) so ein einheitliches Verhalten zeigen, wie die Informa-
tionen selbst. Man kann aber immer von den Integralen zu den Informationen selbst
zuriickkehren.
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Mit dieser Bezeichnung kann die totale bzw. fast totale Informations-
konvergenz der Ordnung a einer Verteilungsfolge {P,} gegen die Verteilung
P durch

(+) lim 9,(P,, P) — oup,p) = [} 0 *#1
nesw 10 fir a=1

bzw. durch (11) und

(12%) lim 2(P,, P; X,) = (P, P)

n—o

charakterisiert werden.

Im Falle 0 < a < 1 bedeutet die fast totale Informationskonvergenz
keine Verallgemeinerung des Begriffes der totalen Informationskonvergenz.
In der Tat, da fiir 0 < a < 1 nach (6)

70 TS S, j papdi < Py(X — X,)

(16) X=X
:Pg(X =3 Xn)Pl—a(X aF Xn)

besteht (streng genommen ist die Ungleichung (6) nur im Falle P, (X — X,) 5= 0
anwendbar, aber (16) ist trivialerweise auch fir P (X — X,) = 0 giiltig).
folgt aus (11) Z(P,, P; X — X,) — 0 fiir » — oo.

Also falls (11) und (12’) bestehen, gilt wegen

FalPry P) = (P, P; X)) + T(Pp, P; X — X )

auch (4'). Das bedeutet, dass im Falle 0 < a < 1 die totale und fast totale
Informationskonvergenz der Ordnung o« miteinander é&dquivalent sind.
Im Falle & > 1 ist jedoch dies nicht mehr der Fall; eine Folge {P,} kann in
Information der Ordnung a im fast totalen Sinne sogar dann gegen eine Grenz-
verteilung P streben, wenn I,(P,, P) = + oo fiirn =1, 2,. . . ist.

Ein Beispiel: es sei wieder X = [0,1], P das Lebesguesche Mass, und

P, sei durch P,(4) = P(d4) Fir A c[o,l - %J P (1)) — %definiert-. Kb

(Epl X — X )Pt
P(X - Xn)’ .

n-—» o

ist fir X, = lO,l ~% lim P X )==1 and T (P.||P7X.) =0 =12 .4}
dagegen ist im Fallea > 1 I, (P,||P)=+ o° (n=1,2,...).

§ 2. Die Informationskonvergenz und die anderen Konvergenzhegriffe
im Raum der Verteilungen

Bekanntlicherweise gibt es verschiedene Konvergenzbegriffe im Raume
der Verteilungen, die in der Wahrscheinlichkeitsrechnung beniitzt werden.

Die sogenannte schwache Konvergenz wird im allgemeinen folgender-
massen definiert:

(a) P,=P falls { f(x)dP,(x) — { f(x)dP(x)

fiir jede beschriankte, stetige Funktion f(z) auf X (diese Definition hat natiir-
lich nur dann einen Sinn, wenn in X eine Topologie — oder wenigstens eine
verallgemeinerte Topologie, s. [6] — gegeben ist).
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In den praktisch vorkommenden Fallen ist (a) mit

(a’) P,(H#)— P(E) fir jede Stetigkeitsmenge K des Masses P
aquivalent (eine Menge 4 heisst eine Stetigkeitsmenge des Masses u, falls
das u-Mass der Grenze von.A gleich 0 ist).

Ein etwas stirkerer Konvergenzbegriff ergibt sich, falls in (a) die Rela-
tion | f(2)dP,(x) — f f(x)dP(x) fir jede beschrinkte messbare Funktion f(z)
auf (X, S) erfordert wird. Diese Konvergenzart, die auch manchmal schwache
Konvergenz genannt wird, kann auch durch

(b) P(E) > P(E) fir jedes E¢S

definiert werden.
Ein noch stirkeres Konvergenztyp ist die gleichméssige Konvergenz
der Masse aller Mengen £ € S:

(c) sup | P,(E) — P(E)| - 0.
EeS

Ein scheinbar vierter Konvergenzbegriff ist derjenige erzeugt durch
den Abstand*

(17) o(P,Q) =P —Q[(X).
Dieser ist aber der gleichmissigen Konvergenz dquivalent, da wegen
(P —@)(X)=PX) — Q(X)=0
sup (P — Q) (E) = (P — @)* (X) = (P — Q)™ (X) =sup (¢ — P) (E)

E€S E€S
gilt, also besteht besteht die folgende Relation (auf welche mich J. Fiscarr
aufmerksam machte) :

sup | P(E) — Q(E)| = (P — @)* (X) =(P — @)~ (X) =

EES
(18)

— S UP—Q* (X) + (P — @~ (X)] = | P— Q| (X).
Das bedeutet, dass (¢) mit
(C’) Q(PnaP):!Pn_Pl(X)ﬁo

gleichwertig ist. Da ferner |P — Q|(X) = | [p —g¢|d4 ist, erhalten wir auch,
dass die gleichméssige Konvergenz der Masse der L,-Konvergenz ihrar Dichte-
funktionen dquivalent ist, also der Relation

(c") (lpn—pldi — 0.

In diesem Paragraphen wird gezeigt, dass die in § 1 definierte fast totale
Informationskonvergenz (beliebiger Ordnung) der gleichmaéssigen Konvergenz
der Verteilungen édquivalent ist, und um so mehr folgt aus der totalen Infor-
mationskonvergenz die gleichméssige Konvergenz der Verteilungen.

¢ Fiir eine vollstindig additive Mengenfunktion ¢ auf (X, S) wird mit #*, 9~ bzw.
|#| die obere, untere, bzw. Totalvariation von & bezeichnet. Diese sind bekanntlicher-
weise Masse auf (X, §), & = ¢* — 9=, |§| = 9" + 9. (Siche z. B. [7].)
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Wir brauchen das folgende Lemma, das auch an sich interessant ist.

Lemma. Es sei f(u) eine von unten streng konvexe Funktion, definiert
im (endlichen oder unendlichen) Intervall [a,b]. Es bezeichne g(x) eine auf
einem messbaren Raum (X, S) definierte messbare Funktion mit Werten im
Intervalle [a, b), und p ein Wahrscheinlichkeitsmass auf (X, S).

Dann kann zu jedem a < A < b. & > 0, & > 0 eine solche, nur von
f. A und &, abhdngende positive Zahl v gewdhlt werden, dass aus

(19) { g(@) du(e) = A+ 6, [ (g(x)) du(z) = f(A) + 9,
mit )
(20) 0, — Do, < e,

die Ungleichung

(21) wx:|glx)— A| > &} <&

folgt, wobei D eine zwischen der rechlseiligen und linksseitigen Ableitung von
f(u) im Punkte uw = A liegende, sonst aber beliebige reelle Zahl ist. (Falls

f(A) existiert, ist also D = f'(A4).)
Falls f(u) in der e-Umgebung von A zweimal differenziertar ist und

hier f""(u) = a > 0 gilt, so kann man 7 = = e selzen, also besteht dann im
2

Falle (19) und

(207) 0, —f'(4)6, < = £f €,
e

die Ungleichung (21).

Bemerkung. Die Behauptung des L.emmas kann folgendermassen inter-
pretiert werden: falls in der Jensenschen Ungleichung | f(g(x)) dpu(x) >
= f(| g(x) d u(x)) annihernd die Gleichheit besteht, so ist g(x) einer Konstanten
nahe, im Sinne des zur Konvergenz im Masse gehiérenden Abstandsbegriffes.

Beweis des Lemmas. Bezeichnen wir den Graph der Funktion v = f(u)
mit . Die Abbildung Tx:(g(x). f(g(x))) definiert eine Massenverteilung

uT—1 auf der Kurve @. Fiir die Koordinaten u, v, des Schwerpunktes S
dieser Massenverteilung gilt nach (19)

(22) o= ol - 8, WA

Bezeichnen wir (s. Abb. 1) den Punkt (4,f(4)) mit P und die durch
P mit der Richtungstangente D gezogene Gerade mit e. Dann liegt die Kurve
(7 wegen ihrer Konvexitit tiber der Geraden e, die zwischen der rechtseitigen
und linksseitigen Tangente von ¢ im Punkte P liegt. (Falls ¢ im Punkte P
eine Tangente hat, so muss e natiirlich mit dieser identisch sein).

Es sei A eine mit e parallele Sehne von @, so dass fiir die Abszissen w,. u,
der Endpunkten von k&

(23) Ad—eg =y <d<u, <4+ ¢

gilt. Der vertikal gemessene Abstand von A und e sei mit 7 bezeichnet.
Ist m das Gewicht («7'~'-Mass) des iiber der Sehne % liegenden Teiles
der Kurve (. und ist m > 0. so liegt der Schwerpunkt S von (7 sicherlich iiber
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derjenigen mit e parallelen Geraden f, deren vertikaler Abstand von e my
ist (ausgeniitzt, dass das Gewicht der ganzen Kurve G uTY(G) = u(X) =1
ist). Der vertikale Abstand des Schwerpunktes S von der Geraden e ist aber
nach (22) gleich 6, — DJ,. Es gilt also

0y — D6, > mn (falls m > 0)
infolge dessen muss im Falle 6, — D 6; < 7e, unbedingt
(24) m=p{r:gx) <u, oder g(x)>u,}<se,

v

V=f(U)

|
|Q$|

AN

A-§,U;

[}
:
|
!
|
1
|
|
|
|
|
I
|
|
|
|
t

Ltang

o

A fordui Uz As,
Abb. 1.

sein. Diese Ungleichung besteht trivialerweise auch im Falle m = 0. Das zeigt
schon die Richtigkeit der ersten Behauptung des Lemmas, mit der obigen
Wahl von 7, da wegen (23)

plr:|gx) — A| > &} S u{x:g9(x) <u, oder g(x)>u}=m

ist.
Gilt nun im Intervall (4 —¢, 4 + &) f''(v) = a> 0, so kann die Sehne
h mit der Eigenschaft (23) so gezogen werden, dass ihr vertikaler Abstand

vom Punkte P gleich %sf sei. Um das zu zeigen, bestimmen wir die Zahlen
b und ¢ so, dass die Parabel v = —Z~u2 + bu + ¢ die Gerade ¢ im Punkte P

beriihre. Dann liegt diese Parabel in [A — ¢, 4 + ¢,] unter der Kurve @,
da im Inneren dieses Intervalls »"'(u) = a < f''(u) und im Punkte u = 4

v(4) = f(4), v'(4) = D = f'(A4) ist. Verschieben wir die Gerade e um %e%
nach oben. Eine einfache Berechnung zeigt, dass die verschobene Gerade

e’ die Parabel v = %u“’ + bu + ¢ in den Punkten mit den Abszissen 4 — &,

10 A Matematikai Kutaté Intézet Kozleményei VIL. A/1—2.
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bzw. A + ¢ schneidet. Daraus folgt — da die Parabel in [A — &, 4 + &]
unter der Kurve G liegt — dass 2 = ¢’ die Bedingung (23) erfiillt.

Das bedeutet, dass man jetzt in der Ungleichung (20) 7 = %e% setzen

kann, wodurch sie wegen D = f’(A) in (20") iibergeht. y
Damit ist das Lemma vollsténdig bewiesen.

Satz 1. Falls fiir zwei auf einem messbaren Raum (X, S) gegebene Ver-
teilungen P und @ wund eine Teilmenge X' € S wvon X mit einem o >0 und
Oi= el

2(P,Q;X’)=20 falls 0 <o < 1
(25) RIQ X =0 falls a=1
TP, Q; X)—1=96 falls a=>1
und
(26) P(X)=1—¢&

besteht, wobei

a(l —a)(l —e)2° ;

0—0a=< > Jfiir 0 <a<1
(27) 84 §1;s£3 fir  a=1
1) — &)lz—a|
0+da=< A 1)(21 &) & fiir o=l
dann gilt
(28) ilél; |P(4) —- Q(A)| [P Q| (X)<2¢.
Beweis. Setzen wir
—wm® fiir 0=l EEE;— fir x€ X', q(x)£0
q(x
fo(u) ={ ulogu fir | gla) —
u® fur (o 100 | 0 sonst.

Dann ist f,(#) in [0, + o] von unten streng konvex, und g(x) € [0, + oo]
fiir jedes x ¢ X.
Es gilt (mit der Bezeichnung K = {z : ¢(z) = 0})

(29) J'g(x) dQ — fquz:P(X' T e
XK
wobei wegen (26) 6" >¢"ist. Im Falle a>1 muss 6% = ¢’ sein, da auf N X’

wegen der Endlichkeit von . 7(P,Q; X') mit ¢(x) auch p(x) gleich 0 sein muss.
in diesem Falle ist also P(X' — KE) = P(X').
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Es gilt ferner nach (25), unter Beriicksichtigung, dass im Falle a > 1
auf X' — E p(x) = q(x) = 0 ist,

(30) [/u9(2))dQ = £ K(P.Q; X’ — E) = + (P, Q; X') = f,(1) +
(wobei das positive bzw. negative Vorzeichen im Falle a > 1 bzw. 0 < a < 1
giiltig ist).

Nach (29) und (30) ist das Lemma mit u = @, 6, = — 0", 0, = 0 anwend-
bar. Es ist

' —a fur. D= el
f1) = 1 fiir mas]
l a fir a>1
und im Intervall 1 —e<u <1+ ¢
" ola — 1| (1 —¢)e—2 fiur az£1
Pl z{*1* T 0 —aed Hr ez
1 —e¢ fur - @ =1
also ist wegen (27) fiir ¢ = &, — & die Ungleichung (20’) erfullt, beriicksich-
tigend, dass 6© = ¢’ ist, wobei im Falle a > 1 die Gleichheit besteht. Es gilt
also nach dem Lemma

(31) Q{x:|g(x) —1|>¢} <e.
Es sei
(32) H(e) = {x : | p(x) — q(x)| > eq(x)} .

Dann ist wegen 0 < ¢ <1 H(e) < {2: |g(x) — 1| > ¢}, gilt also
nach (31)

(33) Q(H(e)) < &.
Da auf der Menge X — H(e) nach (32) p(x) > (1 — &) g(x) ist, gilt auch
P(H(e))=1—P(X — H(g)}=1— SH )P(z) di(z) =

34)  <1— [ (1—eg@)diz)=1—(1—¢) QX — H(e) =

X-—=H(e)
= Q(H(¢e)) + eQ(X — H(e)) < 2¢,

wobei die letzte Ungleichung aus (33) folgt.
Unter Beriicksichtigung von (32), (33) und (34) erhalten wir

o(P,Q =P —Q|(X)={|p—qldi=
(35) = [ |[p—gqldi+ [ |p—qldis [ eqdd+ [ (p+q)di=

X—H(¢) H(e) X—H(e) H(e)
= eQ(X — H(e) + P(H(e)) + QUH() < 4e,

wodurch Satz 1 bewiesen ist (mit Riicksicht auf Gleichung (18)).

Der bewiesene Satz kann auch auf eine solche, wenn auch etwas schwi-
chere Form gebracht werden, aus der das einheitliche Verhalten der Informa-
tionen verschiedener Ordnung ersichtlich wird, indem man die Bedingung
(25) durch eine solche ersetzt, die sich anstatt .7,(P, Q; X') auf I (P||Q; X’)
selbst bezieht.

10%*
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Satz 2. Bei beliebigem a >0 kann zu jedem g> 0 ein solches ey(r))>0
gewahlt werden dass aus

(36) 1-<V 7.(P[|(?;X")"6, &e 0,%" 0
mit
(37) +<5,M(1-17)83 (0< e &(l?)

die Ungleichung (28), il.E.
sup|[P(4)- Q(A)l= -_[P-+Q[(X) < 2e
AES 2
folgt.
Beweis. Setzen wir
(38) P(Z) =1-é,¢ 14(P\Q;X) = S..
Dann ist wegen (36)
(39) 0g sv~ov, log(l —06j)c.0,70,, o, |

wobeidie Ungleichunglog (1—é&;) ~ é, aus (6) folgt.
Es gilt im Fallea 6 1

T7a(P,Q; X) =P(A)e<-)WP||0;x-) = (i _ Oy)e«>A =
(40)

= (1- K @AL+ (a- 1)S,+0@) = 1- 6y+ (a- 1)6,+ 6, EIOy, 6,),
wobei fir é, —0, &—>1 Ea(y, 6)—vO0 gilt, bzw.
(40') "Y(P,.Q ;X) —PX)ly(P E QX)=06, Oy Ss.
Wendenwir nun Satz 1 mit
+ (1l—a)<G —é,E,(Sy, 6,) fur 1T <a<1
0, - €0, far a=1
-4+ (a- 1)é+ 6ERy, ) fur a>1
und b' — E, an. Es ergibt sich,dassdie Ungleichung(28) sicherbesteht, falls

cf 1 — 12
(41) a6+ é, + &E+(d, 6,) 55 e’
ist, wobei

fur ao6 1
(42) E)Sy 6) = a—1

gesetzt wurde.
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Falls jedoch die Ungleichung (37) mit einem positiven rj besteht,und e
genugendklein ist, so mussauch (41) erfillt sein, Gebrauchmachendvon den
Relationen(39) und der aus (42) folgendenLimesrelation Ef(¢,, &,)-> O falls
E->1, 4->0.

Damit ist Satz 2 bewiesen.

Bemerkenwir, dassdie Bedingung®, 0 in (36) wesentlichist. Ohne
sie folgt aus (36) und (37) die Ungleichung (28) im allgemeinennicht, wie
dies das folgende Beipsiel zeigt:

Es sei X = [0,1], Q dasLebesguescheMass, und P sei durch P(A) =
= —Q(A) falls 1 P({1}) = —definiert.Dannist mit X'= [0,1) P(X) = —
2 2 2

und [,(P\Q; X) — —log 2, esist also
1- PX) + (P Il Q;X)=-~ log2< 0
2
und dochist g(P, Q) = 1> 0.
Aus dem Satz 2 folgt sofort, dasszu jedema > 0 eine solche Konstante

C. gegebenwerden kann, dass falls die Ungleichungen (36) bestehen (mit
beliebigen ;> 0, 8, 0) so immer

(43) q(P,Q) = \P-Q\(X)<CJO"Q

ist. In derTatg, falls 6, -f & genugendklein ist, sofolgt aus(36) nachdem Satz2
7
| a(l —r’>)(<54+<52)’ falls jedoch 6,+ 6, grosserals eine gegebene

positive Zahl ist, so besteht wegen g(P,Q)iL 2 die Ungleichung (43)
sicherlich, falls C, gentugendgross gewéahlt wurde.

Es sei nun angenommengdassder g-Abstand zweier VerteilungenP, Q
auf (A, 8) q(P,Q) = |[P- Q|(X) < e< 1 ist. Setzt man dann X' =
= {x :Ipx) —ag(x) I * vyjg(x)}, so ergibt sich wegen

]féxixlj% 9 d08) . £ .p0) —aGdk() ~ [P0 - ge\dX(x) < e
(44) Lo AIXI< fs
und daraus

(45) P(X) = J px)dX(x) & f (1- y)qgx)dir (1- Y~ef.
X X

Ferner gilt, die Ungleichung (44) berlcksichtigend,

\jra(P,Q-,X")-\\£\ J (Pt--g)dX\+ J qdx»
X X-X'
(46) N J \pegi~® -\dk-\- [ ((1+ — 1)qdX + A
X X-

SIBYE -1+ i fur aol
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(wobei die dritte Ungleichungdarausfolgt, dassauf X' — nach der Definition
dieser Menge —

Ip* g™ —aq\g gmax{l + |/lef —1, 1— (1 —06)% = q((l + fe)"—1)

ist) bzw. fira = 1

(46" jplog”dtg jplog(l + f¢g)~Mlog(l +fe).
X' X'

Es folgt aus (45) und (46) bzw. (46') leicht, falls man noch z.B. e< —

annimt, dassim Falle q(P. Q) < eimmer eine solcheTeilmengeX' ¢S von A’
gegebenwerden kann, fur die

[a(P\Q;X)98 (6,0,6"0)

mit -f- b < Cf Ye besteht,wobei Cf eine geeigneteKonstante ist.
Also bestehtder folgende Satz:

Satz3. Zu jedem a > 0 koénnen solche positive Zahlen C, bzw.C+ gege-
ben werden, dass

a) aus P(X) 6 I - L(PN\NQ;X) g by 0 2 0) die Unglei-
chung o(P,Q)= 2 sup jP(A) - 0(4)|< C, folgt,
A£S
b) aus der Ungleichung q(P, Q) < e< E die Existenz einer Teilmenge

X' €S von X mit
P(X) >1-0,, L(P\Q ; X) < &, O+ Ox< C+fe (06>0,0,>0)

folgt.

Es sei betont, dasshier a) die bedeutendtiefere Behauptungdarstellt,
wie ausden vorigen ersichtlich ist.

Nach dem Satz 3 ist die fast totale Informationskonvergenzbeliebiger
Ordnung der gleichméssigenKonvergenz der Verteilungen dquivalent, und
noch mehr folgt die gleichmassigeKonvergenzaus der totalen Informations-
konvergenz. Daraus ergibt sich sofort, dass eine Verteilungsfolge{P,} im
Sinne der totalen oder fast totalen Informationskonvergenzder Ordnung a
nicht gegenzwei verschiedene/erteilungenstrebenkann (s. § 1, Bemerkung
3 zu Definition 2) und auch, dassdie in § 1 (Bemerkung 2 zu Definition 2)
erwahnte Mdglichkeit fur die Verallgemeinerungder Informationskonvergenz
in der Tat keinen neuenKonvergenzhegriffergibt.

Die Aquivalenzder fasttotalen Informationskonvergenzind der gleich-
massigenKonvergenzbedeutet,dasssich jeder Grenzverteilungssatzder sich
auf die gleichméassigeKonvergenz von Verteilungen bezieht, mit der in der
Einleitung angedeuteteninformationstheoretischerMethode beweisen lasst
(wenigstensprinzipiell, da die praktischeDurchfihrungeinessolchenBeweises
auch sehrkompliziert seinkann). Dabei kann die Ordnunga > 0 immer dem
Problemangemessemgewahltwerden.Die Berechnungscheintim allgemeinen
fir a = 2odera = 1am einfachstenzu sein (a= 2 kommt wegen der Ein-
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fachheit der Funktion f,(u) = u* in Betracht, a = 1 dagegendarum, weil

der Ausdruck von Ix(P\Q) auf zwei Glieder zerfallt). Falls man 0 < a < |

wahlt, so reicht die Benitzungder totalen Informationskonvergenzaus, im

Fallea 1lbrauchtman jedochim allgemeinendie fasttotale Informations-
konvergenz.In der Tat kommt es oft vor, dassdie VerteilungenP, gleichmés-
sig gegeneineGrenzverteilungP strebenwéhrendl, (P, 11P)+ °° (n= 1, 2,...)
ist. (SiehedenBeispielam Endedes§ 1.) Der Begriff der fasttotalenInforma-
tionskonvergenzwurde geradedarum eingefiihrt,damit man diese Schwierig-
keit vermeide.

Aus der Aquivalenz der fast totalen Informationskonvergenzund der
gleichméssigerKonvergenzderVerteilungenfolgt auch,dasssich solcheGrenz
verteilungsséatzebei denennureineKonvergenzartschwéchemalsdie gleichmés-
sige Konvergenz bestatigt werden kann, mit der informationstheoretischen
Methode direkt nicht beweisenlassen.Oft kann man aber die betrachteten
VerteilungenP, durch solcheVerteilungenP', anndhern die schongleichméassig
gegendie GrenzverteilungP streben,fur die also die informationstheoretische
Beweismethodeschon anwendbarist (s. [1]).

Satz 3 hat noch eine wichtige Folge:

Satz 4. Falls fur die Verteilungen Py(n= 1, 2,. ..) auf (X, S) mit geeig-
neten Teilmengen X, €S (n= 1,2,...) von X mit Py(X,) -> 1 die Limes
relation

47 im (PP, X, =0

m,n—»
besteht, dann streben diese Verteilungen gleichméssig gegen eine Grenzver-
teilung P.

Beweis. Setzen wir
(48) inf Py(X) = 1- sup L(P\Pn  ; X) = as.
n>ng m,n"n.

Dann ist nachSatz 3 fur m,n >, ng
(49) Z%ngn(A) - Pm(A) I< ) 1/VM,

(in Betracht,dassnach (47) b, 0 ist).

Da wegen P,(X,) 1und (47) die Zahlen by 0 und b, » 0 in (48)
beliebig klein werden, falls », geniigendgross ist, bedeutet (49), dass das
CauchyscheKonvergenzkriteriumfur die numerischenFolgen P,(A) (A CS)
gleichmassigin A erfullt ist. Also strebtdie Verteilungsfolge{P,} gleichmassig
auf (X, S) gegeneine MengenfunktionP. Da aber der gleichméssigeLimes
von vollstdndig additiven Mengenfunktionenauch selbstvollstandig additiv
ist, (s.z.B. [8]) und die RelationenP ~ 0, P(X) = 1trivialerweise bestehen,
ist P eineWahrscheinlichkeitsverteilunguf (X, S). Damit ist Satz 4 bewiesen.

Satz 4 ermdglicht den informationstheoretischeBeweis von Grenz-
verteilungsséatzenauch ohne die Benitzung der Gren/erteilung. Vielleicht
wird esin dieserWeisegelingen,die Ergodizitdtvon MarkoffschenKetten rein
informationstheoretischzu beweisen.(Esist bekannt,s.[2], [3], dasssich die
Ergodzititdt von Markoffschen Ketten mit Hilfe der Informationstheorie
sehr anschaulichbeweisenlasst, falls man schon weiss, dasseine stationére



152 CSISZAE—FISCHEi

Verteilung der Kette existiert; zum Beweisdesletzterenben tigt man jedoch
im allgemeinenmatrizentheoretischesatze.)

§ 3. Topologische Beziehungen

Die Definition der totalen bzw. fast totalen Informationskonvergenz
(Definition 1 bzw. 2) lasstsich leicht auf Rasterim Raumeder Verteilungen
verallgemeinern(Ein nicht leeresSystemt von nicht leerenTeilmengeneiner
Menge H ist ein Rasterin H, falls es zu je zwei A, A"t ein N~ t mit NCI
ci An a gibt)®

Es sei E eine Menge von Verteilungen auf einem messbarenRaum
(X,S) und setzenwir fir Q£E

Va(Q,e)={P:l(P\Q)<e,PtE)
={V.(Q,e).B>0}
bzw.

W,(Q, s)= {P: |nf [1- PXX) + max(UP || Q; X)), 0)] <e,P£E}

mQ) ={Wa(Q,e)-e>0}-

Definition 3. Ein Rastert im Verteilungsraum E heisstim Sinne der
totalen bzw. fast totalen Informationskonvergenzier Ordnunga > 0 gegen
eine Verteilung Q "~ E konvergent, falls tfi S3(Q) bzw. tf 28JQ) gilt,
wobei N die Rasterrelation »feiner als« bezeichnet, (tj Nt, bedeutet, dass
eszu jedemA " t, ein B~ t, mit A a A gibt.)

Hier ist der Limes Q eindeutig bestimmt,da im Falle Q=f= R immer ein
solchese > 0gegebenwerdenkann, dassW,(Q, €)1 W,(R, €)= 0 und um so
mehr Va(Q, e)f|] Va(R. s)= 0ist. Dazu geniigtesnach Satz 3, die Zahl e> 0
so zu wahlen, dass

Cafe < -e(Q, R) = sup|[(?(d)- R(A\
2 ACS

gelte.

Definition 3 ist eine natilrliche Verallgemeinerungder Definitionen
1 bzw. 2, die durch die Anwendungder Definition 3 auf den Endrasterder
Folge {P, P,,. ..} entstehen.Die Menge der in Information der Ordnunga
total bzw. fasttotal konvergentenRastersei mit bzw. St bezeichnetEs ist
dann leicht zu sehen,dass(E, StJ und (E, Si() (& > 0) Konvergenzraumesind
(siehe[9], S. 121— 124)

Es ist wegen 5B,(Q) N 38,(Q) klar, dass ein Raster,der in Information
der Ordnungatotal konvergentgegeneineVerteilung Q ~ E ist, auchim Sinne
der fast totalenInformationskonvergenzier Ordnung a gegenQ konvergiert,
also ist $,cft'y. Im Falle 0 <a< 1 sind die totale und fast totale Informa-
tionskonvergenzauch fir Raster dquivalent,d.h. es ist

(50) =N (0<ac< 1).

® Beziiglichder in diesemParagrapherbeniitztenTerminologies. z. B. [9].
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In derTat, folgt ausder Ungleichung(16) (mit P, Q.X' anstattvon P,. P, X,

wegen 1,(P\Q) = log Jfa(P, Q) einfach, dass im Falle 0 <a < zu
a—1

jedem fj > 0 ein solchese, > 0 gegebenwerden kann, dassdie Ungleichung
la(P||Q)< & im Falle 1 —P(X") + max (I,(P\Q\ X), 0) < e immer be-
steht. Esgilt also 3%(0) Cl daszusammenmit der trivialen Relation
»,(C) F £D) bedeutet,dass S§(Q) und fR,{Q) fur jedes Q 6E &quivalente
Rastersind, worausschon (50) folgt.

Bezeichnenwir mit S(Q,e) die »Kugel«mit dem»Mittelpunkt« Qund Radius
e im metrischenRaum (E, g), wobei g(P, Q) = [P— Q\(X) ist, alsoS(Q.e) =
= {P :IP—Q\(X) < e, P €E). Dann gilt nach Satz 3 fur jedesQ€E und

0< e< ~ Wy(Q, e)ciS(Q, NJe) und S(Q, &) A Wa(Q, C+ |7). Also ist der

Raster2B,((?) fur jedesQ € E dem Rasterder Kugel um Q im metrischenRaum
(E, g) aquivalent, infolge dessenist die fast totale Informationskonvergenz
(beliebigerOrdnung)auchfir Rastermit der Konvergenzim metrischenRaum
(E. g) gleichwertig. Das kann auch so ausgedricktwerden, dassder Konver-
genzraum (E, fi'6) dem metrischenRaum (E, g) aquivalentist.

Was die totale Informationskonvergenzder Ordnung a anbetrifft,
ist fur 0 < & < 1auchsie der Konvergenzim metrischenRaum (E, g) aqui-
valent (wegen (50)), fur a Tl. 1 jedoch kann man nur soviel sagen,dass ein
Raster,der in Information der Ordnunga total konvergentist, auchim (E. g)
konvergiert,umgekehrtaber im allgemeinennicht. Es bestehtsogarder fol-
gende

Satz 5. In einem Verteilungsraum E kann im allgemeinen keine solche
Topologie angegebenwerden, dass die topologische Konvergenz der Baster
aquivalent der totalen Informationskonvergenz der Ordnung a > 1 sei.

Beweis. Es sei X = {aq, x%,. . .} eine ahzdhlbareMenge und E bestehe
aus denjenigenVerteilungen auf X, fur die jedesx aX eine positive Wahr-
scheinlichkeit hat. Wir zeigen, dassdann der Konvergenzraum(g, ®,) im
Fallea 1 keinemtopologischenRaum aquivalentist, wodurch die Behaup-
tung des Satzes5 bewiesen ist.

Falls in E die totale Informationskonvergenzder Ordnunga (a ;> 1)
der topologischenKonvergenzin einerTopologie auf E dquivalentware, miss-
ten die Raster /3(P) (P~ E) den Rasternder Umgebungender Verteilungen
P ~ E aquivalent sein (nach der Definition der beiden Konvergenzbegriffe)
also waren die Raster RG(D) Basis der Umgebungender Verteilungen P.
Dann missteaber die folgende Bedingungerfillt sein (seihez.B. [10] Seite 35
Eigenschaft3):

(B) Fiur jedes P €E, e> 0enthalt V,(P, e) ein solches V,(P, &)
(0<f,ne), dassim Falle Q 6 F,(P, &) fur gentgendkleines f,>0 (das von
Q abhangenkann) V,(Q. f;) i V,(P, e) ist.

Es genugt also zu zeigen, dass (B) nicht gilt.

Es sei zuersta > 1 und setzenwir

A o fur é< of ] Ok fir é<n
(51 Pk=oh-\gM 2+, ' _2+i
(Cié 2 fur é>_m (c,é & fur é ~.n,
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wobei m und n > m vorlaufig unbestimmt sind, und i, ¢, und ¢, so gewahlf,
werden, dass
(€] © @©
2S4fc= 27fc= 2'e= *
k=1 k=1 k=1
ist.
Betrachtenwir die VerteilungenP, Q, R auf X = {x, %.. ..}, definiert
durch P({x}) = pu C({Xc}) = adu R{X} = rc (k= 1,2,...) Falls nun m
und n > m genldgendgross sind, sagenwir m + m,. n + ny(m), so werden

fit co f. 3
cl
LiLJ c«-1
K=rrt =m
und
3
27 2a
o _3 A
beliebig klein (da die Reihen2* & 2 bzw. 2f & ? % konvergentsind und
k=l k=1
nach (51) Cj < fi, c; < ¢, sein muss).Dann sind aber
1]} m -1 00
JAQ,P)=24A7r"" = . Pé+2 9eDR
q fc=! k=l k=m
un A ® ! ®
<%(OR)=2aéx\* = 2" %k + 2' 'fc K™
k=l k=l k=n

beliebignahezu 1 (kleinerals 1k nnen sienach (6) nicht sein),alsosind 1,(Q\|P)
und I4(R\ Q) beliebig nahe zu 0.
Dagegenist wegen

Pk Pk~ el K~ e it e paiey = G A" KT
(wobei ~ die asymiptotischeAquivalenz bezeichnet)
LR ||P)= \—O-Iogz Sk P = 4 °° e

- t

Also kann man zur Verteilung P fir beliebigese, > 0 eine Verteilung
Q gF mit /y(<? P)< fj, und zu diesem Q fir beliebigese, > 0 ein R €E
mit [,(R\Q) < f, finden, so dassl|y(R\P) = + oo ist. Das zeigt, dass die
Bedingung (B) nicht erflllt sein kann, w. z. b. w.

Der Fall a = 1lkann ahnlicherweiseerledigt werden, nur soll man P, Q,
R anstatt(51) z.B. durch

(52) pk = 278 Q- | P fUrkom - { fur fc < »
\ ¢, kr® fur k>.m " \cofc-? fur kM. n
k=1 k=1

definieren (mit unbestimmtenm und n > m).
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Dann gilt fir genligendgrossesm und bei jedem m fir gentigendgrosses
n>m

hiQWP) = 2 ?2A:bg= O <h fclloge 2" < g
/=1 K k—m
und

AI1C)= V nrcdog = 2 cl1-%logn ft < &
I ™ fc=n !
benitzend,dassin (52) < 1und ¢, < ¢ sein muss).

TT
Dagegen ist wegen ry Iog—k C2&-2log (Ck~2)~ ok~ log2 immer
V

/l(A“P):zrklogF: + TO_

Darausfolgt, dassdie Bedingung (B) auchim Falle a = 1nicht erfallt
sein kann. Damit ist Satz 5 vollstandig bewiesen.

Bemerkenwir, dasssich die Parameterm und n in (51) bzw. (52) auch
so bestimmen lassen, dass neben I,(Q\P) und I,(R\Q) auch noch [,(P\Q)
und Iy(QW\R) beliebig klein sind. In der Tat, im Falle a > 1 ist nach (51)

[e0]
o k.2
N . ™ =  K,m
()] 1 1
2JC-22% Ky m-3+2
k—m
|
NoR-Ra~} L 1
= dr Kin 2a - K« Cjn 2a
W T -2+ -l
2 A3n
k=n
wobei E,. E,.. .. Konstantensind. z.B. E, = .Im Falle a —1 erhalt
i — L
2a

man &ahnlicherweise
e~ By P 2-" ¢, ~ Keon

Darausfolgt, dassdie Summen

1] ® . 5 1 @® ® 5 1
k=m k=m 1 fc=n fc=n 2
bzw.
fc=m k fc=m fc=n K k=n 2
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far genitgendgrossesm und bei jedem m fir gentigendgrossesn kleiner als
beliebigkleine positiveZahlensind, infolgedessersindauchl,(P ||Q)undly(Q\\R)
beliebig klein (ebensowie /,(0||P) und I,(R\Q) im Beweisdes Satzes5).

In derInformationstheorieist es Uiblich nebender relativen Information
/2(P]]0) auch die symmetrische Grosse L,{P, Q) = [,(P\Q) + [,(Q\P), die
sogennantel-Divergenzder Ordnunga zu benitzen.Sie scheintwegen ihrer
Symmetrie ein noch adaquateredMass der Verschiedenheitvon Verteilungen
zu sein, als die relative Information 1,(P\Q), und, obwohl die ./-Divergenz
selbst der Dreiecksungleichungnicht genigt, kénnte man meinen, dass sie
sich durch eine stetige, monoton zunehmendeFunktion/ so transformieren
lasst,dass/(./a(P, Q)) schoneine Entfernungim RaumderVerteilungenist. Aus
der vorigen Bemerkungfolgt jedoch,dassdies fir a > 1 im allgemeinennicht
der Fall seinkann, und zwar schonfiir denim BeweisdesSatzes5 definierten
VerteilungsraumE nicht. Fallsnamlich/(«) eine beliebigestetige,im Intervalle
[0, -f- 00] monoton zunehmendeFunktion mit /(0) = 0,f 6 0 ist, so k nnen
nach der obigenBemerkungdurch geeigneteWahl der Parameterm und n in
(51) bzw. (52) J,(P, Q) und J,(Q, R) so klein gemachtwerden, dass schon

fG.(P Q)< "fLQ. R) < gilt (/(oo) > 1 folgt aus der Monoto-
2 2

nitat von/ und ausf ® 0.) Dann kann aberwegenJ,(P, R) = + °° fiir diese
P, Q, R die Dreiecksungleichungnicht bestehenStrenggenommenhaben wir
nur benitzt,dassdie Funktionf(u) in e — 0 stetigist (es kann namlich ohne
weiteres angenommenwerden,dass/(0) = Ound/(°°) > 0ist, da anderfalls
f(J(P, P)) =/(0) > 0 bzw. f(J(P, R))i=/(o0) = 0 wéare, also koénnte
f(J.(P, Q)) keineswegseine Entfernungsein.)

Also haben wir gezeigt, dass im Falle a > 1 keine solche in €= 0
stetige Funktion f(u) gibt, dassf(J,(P, Q)) in jedem Verteilungsraum oder
wenigstensim RaumeE eine Entfernungsei® Es sei bemerkt,dal man auch
Uber die VerteilungsmengerVE(Q, e)= {P : J(P. Q)<e.) fragenkann, ob sie—
als BasisderUmgebungerderVerteilungenQ— eine Topologiein E definieren.
Durch dasim Beweis desSatzes5 benitzteVerfahrenla3t sich leicht zeigen,
dassdie Antwort auf dieseFrageim Fallea> 1 negativist. Die Behauptung,
dass ,f(Ju(P, Q))fur keine stetige, monoton zunehmendeFunktion f(u) eine
Entfernungin E sein kann, ist eine unmittelbare Folge dieser Tatsache.

Man sieht leicht, dass Ahnliches anstatt der Divergenz auch fiir jede
solche Funktion g(la(P\Q), 1a(Q\\P)) der Informationsgrossen/s(P||Q) und
2(Q\P) besteht, wobei g(u,v) im Ursprung stetig ist und im Falle v> 0
g(—f— o00,v) — + °° gilt (z.B.fiir jedespositive Potenzmittelvon 1,(P\Q) und

la(Q\\P))-
(Eingegangen:2. Januar, 1962.)

®Im Falle0 < & < ldagegengibt essolcheFunktionen,s. [11].
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Bemerkung bei der Korrektur. Nach EinreichendesManuskriptesmachte
Herr R. L. poBRrRuscHIN mich darauf aufmerksam,dass ein Spezialfall der
hier dargestelltenErgebnisse,namlich, dass — mit den hier benutzten Be-
zeichnungen— aus der ,Kleinheit" von /~-DON) immer die ,Kleinheit" von
Q(P,Q folgt, schonvon M. S.rinskER bewiesenwurde;fir diesenFall (Spezial-
fall X' — X, a = 1 von Satz 3 der vorliegenden Arbeit) hat er sogar eine
bessereAbschatzunggegeben,als die aus Satz 3 folgende. Dieses Resultat
wurde in der Arbeit m.c. iEiNgAD : ,Ei6Tdiadey & eéididiaseliiay ofi-
ofé+eaifiol né6+aéinoc adee+ei & idjoafnia" (I61aedin  Tadaaa+eé eiois-
iavee, aoioné 7. Eca. Aé. ia6e NNND, Iifiéda, 1960.) ver ffentlicht, die
damalsin Ungarn noch nicht erhéltlich war.

OATDAOEEI-EIOTDIAOETIIUA MROER NOIAEINOE A
IDINOPAINOAA  PANIDAAAEAIEE
AADIROITNOAE
I. CSISZAR
Dbacpia
Efdlay ec ofé eade pb. A. Eeéiieea [1], o1 ifiyoey o0aidee eiois-
lagee lifeeil efifélclaaol aey aiéacaodeunoa®daidsal 1 i8aadeuidi  aéan-
iddadedieyi oaleee addiyoitiodé, aaoid a ianoiyudé noaouaiisdadeyao
{4é10180& oeil fndTaeiiioe & i8Tiodainoad daniddadedieé adsiyoiinoaé,
g1oid0a ifeeil caaaaaoliliyoeyie eidisiacee, a +anoiiioe ide TMiiue
T0iTie0denité eioidiacee itdyaéa a (. [2], [3]). Ti idiajaeo fauda
éffedataaied 1oifgdiey yoed oeifa nodlaeiinoe & fad+idi  oeiai
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