INFORMATIONSENTFERNUNGEN
IM RAUM DER WAHRSCHEINLICHKEITSVERTEILUNGEN

von

I. CSISZAR und J. FISCHER
Einleitung

Die relative Information (auch Informationsgewinn oder relative Ent-
ropie genannt) und die entsprechende .-Divergenz der Ordnung o > 0
(s. RENYI [1], [2]) konnen als Masse der Verschiedenheit zweier Wahrschein-
lichkeitsverteilungen angesehen werden. Mit Hilfe dieser Begriffe lassen sich
»Umgebungen« einer Wahrscheinlichkeitsverteilung definieren.

Es ist eine natiirliche Frage, ob diese Umgebungen eine Topologie erzeu-
gen und ob sich im bejahenden Fall eine Funktion der Divergenz bzw. des
Informationsgewinnes geben ldsst, die eine dieselbe Topologie erzeugende
Entfernung bzw. »Quasientfernung« darstellt.

In § 1 wird die erste Frage fiir 0 < a < 1 positiv beantwortet,! sowie
die zweite ausfiihrlich formuliert. (Dass die Informations- bzw. Divergenz-
umgebungen im Falle a > 1 keine Topologie erzeugen, folgt aus [3], § 3.)

§ 2 enthélt einige allgemeine Beziehungen zwischen Quasientfernungen
und Entfernungen, die in den spéteren beniitzt werden.

In § 3 bzw. § 4 werden einige Funktionen der Information bzw. Diver-
genz der Ordnung a (0 < a < 1) aus dem Gesichtspunkt der Quasientfernungs-
(Entfernungs)eigenschaft untersucht, wodurch die in § 1 gestellte Metrisations-
frage bejahend beantwortet wird. Das erste positive Resultat in dieser Richtung
stammt von J. Czrpszer [4] und wird im Rahmen des Satzes 3 angefiihrt.
Die wesentlichsten Ergebnisse der weiteren Untersuchungen werden in den
Sédtzen 4, 5 und 6 zusammengefasst, in denen wir iiber einige Typen der Funk-
tionen der Information bzw. der Divergenz entscheiden, in welchen Fillen sie
Quasientfernungen bzw. Entfernungen darstellen. Dabei sind die beziiglich
der Divergenz in § 4 erhaltenen Resultate denen iiber die Information in § 3
analog. In beiden Paragraphen werden auch einige offene Fragen erwihnt.

Es werden die folgenden Bezeichnungen beniitzt:

P, Q. R bezeichnen Masse auf einem messbaren Raum (X, S) mit

(1) ' P(X)=Q(X)=R(X)=1,

also Wahrscheinlichkeitsverteilungen auf (X, §) (falls wir (1) nicht erfordern.
wird auf dies ausdriicklich angedeutet);

A bezeichnet ein Mass, in bezug auf welchem die betrachteten Masse abso-
lut stetig sind (zu einer hochstens abzidhlbar unendlichen Menge von Massen

1 Das erhaltene Ergebnis folgt auch aus (3] § 3; hier wird jedoch ein alternativer
Beweis, der in gewissem Sinne ein schiirferes Resultat ergibt, angefiihrt.
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ist ein solches dominierendes 2 immer zu finden); p, ¢, r bedeuten die Radon-
Nikodymschen Ableitungen d—P, ig, @
di di - dA

Die Grosse N
(2) JUP, Q) = prgp—dA
X

wird das Informationsintegral der Ordnung « (a > 0) der Wahrscheinlichkeits-

verteilung P beziiglich ¢ genannt (im diskreten Fall P = (p;, py, ...), @ =

= (1> Qs - --) 18t (P, Q) = 3 pi gk~ %. Offenbar hingt der Wert (P, Q)
k

von der Wahl des dominierenden Masses A nicht ab.

3) L(PI|Q) = — - L log (P, Q)

=— &

(hierbei wird unter »log« der natiirliche Logarithmus verstanden) ist die (rela-
tive) Information der Ordnung a von P in bezug auf @ (im Falle o = 1 ergibt

sich der Grenzwert I, (P || Q) = ‘Yp log g-dl).
X

(4) Jo(P, Q) = I(P| Q) + L.(Q|P)
ist die J-Divergenz der Ordnung o der Wahrscheinlichkeitsmasse P und @.

§ 1. Die Informations- (Divergenz)topologie
und das Problem ihrer Metrisation

Die Informations- bzw. Divergenzumgebungen der Ordnung a > 0 einer
Wahrscheinlichkeitsverteilung @ auf einem messbaren Raum (X, S) seien durch

(5) Vi@, 6) ={P:[(P|Q) < ¢}
bzw.

(6) V@ e) ={P:J,(P,Q) <¢&
definiert.

Es wird gezeigt, dass diese Umgebungen bei 0 < a < 1 eine Topologie im
Raum der Wahrscheinlichkeitsverteilungen auf (X, S) definieren, also dass die
Mengen der Art (5) bzw. (6) als Basis der Umgebungen der Verteilungen ¢ auf
(X, S) in einer Topologie aufgefasst werden kénnen. (Im Falle @ > 1 definieren
sie aber keine Topologie, nur einen Konvergenzraum, s. [3], § 3.)

Beweisen wir zuerst den folgenden

Hilfssatz 1. Fiir beliebige 0 < a < 1 besteht fiir die Totalvariation auf
der Menge A € S der Differenz P — @ zweier Wahrscheinlichkeitsmasse die
folgende Gleichung

P —@Q|(4) = (|p°g~ —p|dA+ [ |p"g*~ —q|dA.
A A
Beweis. Offenbar liegt p*q' “ bei jedem nichtnegativen p, ¢ und
0 < a < 1 zwischen p und ¢. Also gilt
|p=—g| =0t =g+ PP =1,
woraus die Behauptung des Hilfssatzes folgt.
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Bezeichnen wir die Totalvariation von P — @ auf X mit o(P, ¢). Dann
gilt der folgende

Satz 1. Zwischen der Griosse o(P, Q) und dem Informationsintegral
Tu(P, Q) (0 < a < 1) besteht die Beziehung

(7) 1 =20, =< o(L;0Q) -
Beweis. Es gilt
1— (P, Q = [|p—p*gt™|dA < (P, Q),
X

wobei die letztere Ungleichungen aus Hilfssatz 1 folgt, w. z. b. W,

Aus Satz 1 folgt nach dem Zusammenhang von /(P || @) und 2%(P, Q),
dass zu gegebenem a« (0 < a < 1) immer eine Konstante (7 derart gewéihlt
werden kann, dass

(8) I(P|@) = C3eP,Q),

falls eine der Grossen I (P || @) und o(P, Q) geniigend klein ist. Damit haben
wir auf den Fall 0 < a < 1 ein schirferes Resultat als die aus [3] Satz 3 fol-

gende Relation I(P || Q) < C* | o(P, @) erhalten.

3
Aus der von [3] Satz 3 folgenden Beziehung o(P, Q) < C, VI (P || Q)
und aus (8) folgt, dass die Informationsumgebungen eine Topologie, und zwar
eine der durch die Variationsentfernung o(P, @) erzeugten identische definieren.
Offenbar gelten fiir die J-Divergenz dhnliche Behauptungen.
Da also die Informations- bzw. Divergenzumgebungen der Ordnung
0 < a < 1 eine metrisierbare Topologie erzeugen, ergibt sich die Frage, ob
ihre Metrisierung auch durch eine Funktion der Information bzw. der
Divergenz erzielt werden kann.
Die Information (P ||Q) ist keine symmetrische Funktion von P und

1 < : e : ;
@ |ausgenommen fiir o = P Dabher ist die Metrisierung durch irgendeine Funk-

tion von /(P || @) im gewdhnlichen Sinne nicht moglich. Diese Schwierigkeit
lasst sich ]edoch in einer ziemlich natiirlichen Weise iiberwinden, und zwar
durch die Beniitzung des Begriffes der Quasientfernung (s. [5] § 13 etwas all-
gemeiner als Quasiabstand — »quasi-écart« — vgl. hier S. 164).

Eine auf einer Menge M definierte Funktion ¢(a, b) wird eine Quasient-
fernung genannt, falls sie die folgenden Eigenschaften besitzt:

(A) (p(d, b) = (P((l, a) =0 (a :7(= b)
(B) ®(a, b) + @(b, ¢c) = g(a,c) .

Falls man hier auch die Symmetrie von ¢(a, b) erfordert, erhdlt man
offenbar eine gewohnliche Entfernung. (Das Problem der Metrisation einer
Topologie durch eine (A) und (B) erfiillende nicht unbedingt symmetrische
Funktion ist in [6] und [7] betrachtet.)

Bemerken wir, dass falls man an der rechten Seite von (B) ¢(a, ¢) durch
¢(c, a) ersetzt, sich eine gewShnliche Entfernung — sogar wenn (A) durch die
schwichere Forderung ¢(a, b) = ¢(a, a) = 0 ersetzt wird — ergibt, wie es sich
einfach zeigen lasst.

11 A Matematikai Kutaté Intézet Kozleményei VII. A/1—2
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Natiirlicherweise erzeugt eine Quasientfernung ebenso eine Topologie,
wie eine Entfernung.

Die natiirliche Fragestellung beziiglich der Metrisation lautet also folgen-
dermassen: man sucht eine Funktion der Information bzw. Divergenz der Ord-
nung 0 < a < 1, die eine — der durch die Informations- (Divergenz)umgebun-
gen definierten identische Topologie erzeugende — Quasientfernung bzw. Ent-
fernung iiber dem Raum der Wahrscheinlichkeitsverteilungen auf (X, S) dar-
stellt.

Die Existenz solcher Funktionen ist gar nicht trivial. Falls ndmlich auf
einer Menge ¥ die durch eine Funktion ¢(z, y) (x, y € £) definierte Umgebungen

Vz,e) ={y:p,y) <e

eine metrisierbare Topologie definieren, ist damit die Existenz einer Funktion
f, fir die f(p(x, y) ) eine Quasientfernung darstellt, noch nicht gesichert. Fiir
die Existenz einer solchen lisst sich eine allgemeine Bedingung geben, die aber
in unserem Fall die Konstruktion nicht erleichtert, aus welchem Grunde auf
diese Frage hier nicht eingegapgen wird.

§ 2. Eine allgemeine Methode zur Herleitung weiterer Quasientfernungen
aus gegebenen

In diesem Paragraphen werden allgemeine Beziehungen zwischen Quasi-

entfernungen betrachtet und einige in den folgenden benétigten Zusammen-
hénge hergeleitet.

Schicken wir vor allem einen einfachen Hilfssatz voraus.

Hilfssatz 2. Es seien H, und H, beliebige halbgeordnete Mengen, auf
denen je eine ordungstreue Operation definiert ist (der Einfachheit halber

wird auf beiden Mengen die Ordnungsrelation mit < und die Operation mait
o bezeichnet), also

lwov < wov falls u<u, v<v (uo0u,v€H;i=1,2).

Ferner sei v eine Abbildung einer Teilmenge K — H, in H,, die die folgende
Eigenschaft besitzt:

(9) p(w) < p(w)oy((v) falls w < uow (w,v,w€K) .

Ist dann M eine beliebige Menge und t(a, b) eine Abbildung von M & M
in K, die der abstrakten »Dreiecksungleichung«

(10) t(a,c) < ta,b)ot(d,c) (@, b,c € M)
geniigt, so gendigt auch vy(t(a, b)) der abstrakten Dreiecksungleichung, also
(11) y(t(a, c)) < y(t(a, b)) op(t(b, ¢)) .

Beweis. (11) folgt unmittelbar aus (9) und (10).

Falls man in Hilfssatz 2 fiir H, eine Funktionenmenge, fiir H, die reelle
Achse wihlt und die Abbildung #(a, b) mit Hilfe von gegebenen, die Dreiecks-
ungleichung (B) befriedigenden Funktionen ¢.(a, b) definiert, ldsst sich aus
Hilfssatz 2 eine allgemeine Methode zur Herstellung neuer Quasientfernungen
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(Entfernungen) aus gegebenen ableiten. Dabei geniigt es statt (9) etwas weniger
vorauszusetzen, was fiir die folgenden auch von Bedeutung sein wird.
Es gilt ndmlich der folgende

Satz 2. Es sei X eine beliebige Menge und K eine Klasse der auf X defi-
nierten michinegativen Funktionen, fir die mit w(x), v(x), w(x) € K auch
u(x)

u(x) + v()

ist> und y(u(x)) ein auf K definiertes Funktional, das die folgenden Eigen-
schaften besitzt :

w(x) € K gilt, falls die letztere Funktion fiir jedes x € X definiert

(C) p(u(2)) < p(v(x)) falls u(x) < v(x) fir jedes x€X
( Monotonitdt)

(D) w(u(@) + v(2)) < p(u(@)) + p(v(z)) falls  u(z) 4 v(x) € K
( Subadditivitat ).

Sind dann ¢.(a, b) (x € X) auf einer beliebigen Menge M definierte, die
Bedingung (B) erfillende nichtnegative Funklionen so dass ¢.(a, b) als eine
Funktion von x fir jedes a,be M zur Klasse K gehort, erfillt auch die
Funktion

<p*(a, b) = W((Px(a, b))
die Bedingung (B).

Beweis. Aus (C) und (D) folgt, dass im Falle w(z) < u(x) + ()

(u(x), v(x), w(x) € K) die Ungleichung

(12) p(w(x)) < p(u()) 4 p(v())

besteht (auch wenn u(x) + v() ¢ K).
Setzen wir ndmlich

* R _L(x)__ w(a 'U* x) e __2(._%)‘

u(@) + v(a) u(@) + v(a)
dann sind u*(z) und v*(z) fiir jedes x € X definiert (da im Falle u(z) = v(z) =
= 0 nach 0 < w(z) < u(x) 4+ v(x) auch w(x) = 0 gelten muss) und gehoren
nach Voraussetzung zu K, also gilt wegen w(x) = u*(z) + v*(x) nach (D)
und (C)

(13) p(w(@)) < p(u*(x)) + p(v* (@) < p(u(x)) + p(v() -

Aus (13) folgt unmittelbar mit der Wahl u(z) = ¢.(a, b), v(x) = ¢.(b, ¢),
w(x) = @(a, c) die Behauptung des Satzes 2.

w(®),

Folgerung 1. Wihlen wir in Satz 2 das Funktional y derart, dass
(E) p(0) =0, w(u(x))>0 falls wu(x)>0 fir jedes x¢X

u(x) § .
u@ + o@) W =

2 Falls fir ein € X wu(x) = v(x) = w(x) = 0 ist, setzt man

11
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gelte. Sind dann die Funktionen ¢.(a,b) Quasientfernungen auf M, so ist
auch ¢*(a, b) eine Quasientfernung auf M ; gilt hier ¢*(a, b)) = ¢*(b, a), so ist
¢@*(a, b) natiirlich eine Entfernung; das ist z. B. der Fall, wenn schon ¢,(a, b)=
= @.(b, a) gilt, also falls die Funktionen ¢.(a, b) selbst Entfernungen sind.

Bemerkung. Kine nichtnegative Funktion ¢(a, b) heisst einen Quasiab-
stand auf M, falls sie die Bedingung (B) erfiillt, statt (A) jedoch nur ¢(a, @) = 0
verlangt wird. Ein symmetrischer Quasiabstand wird einen Abstand genannt.
Offenbar folgen aus Satz 2 fir Quasiabstinde (bzw. Abstinde) ¢,(a, b) zur
Folgerung 1 analogische Behauptungen: die Funktion ¢*(a, b) ist ein Quasiab-
stand (bzw. Abstand) — auch wenn statt (E) nur y(0) = 0 verlangt wird.
Falls es dabei fiir jedes a, b € M, a 7= b wenigstens ein x € X mit ¢,(a, b) 5= 0
gibt (dann heisst die Funktionenmenge {¢, (a,b) :x ¢ X} eine Quasimet-
rik auf M) und y(u(z)) =0 nur fir u(z)= 0 gilt, ist die Funktion ¢*(a, b)
eine Quasientfernung (bzw. Entfernung) auf M.

Folgerung 2. Es seien ¢, (a, b), ..., ¢,(a, b) Quasientfernungen auf M
und y(uy, ..., u,) eine im n-dimensionalen Intervall 0 < u; < sup ¢; (a,b) =
=m; (1 =1, ..., n) definierte Funktion mit den Eigenschaftae'n
(C) (e S YW oawy) fir O=da=wp<mp (2=, cauyn)

(Monotonitét)
(D) g O ety 0) S Pty e ) (O )
(0 <min(u;,v) S u;+v,<m;;i=1,...,n)
(Subadditivitét)
(E) (0, «::,0)=0; Pty oo u:) >0 falls w, >0 F=1,...,n).

Dann ist auch ¢*(a, b) = y(¢y(a, b), ..., pu(a, b)) eine Quasientfernung
auf M. Das folgt aus Folgerung 1 mit der Wahl

K=l o) =y 0o, s 0w, =)

Was die Symmetrie dieser Quasientfernung bzw. den Fall der Quasiab-
stinde anbetrifft, sind natiirlich die in Folgerung 1 bzw. in ihrer Bemerkung
gesagten giiltig.

Bemerkung. Aus Folgerung 2 ergibt sich als Spezialfall (n = 1), dass falls
¢(a, b) eine Quasientfernung auf M und y(u) eine monoton zunehmende, sub-
additive Funktion mit y(0) = 0 ist, so ist auch y(¢p(a, b)) eine Quasient-
fernung auf M.

Es sei bemerkt, dass fiir die Subadditivitat einer monoton zunehmenden
Funktion y(u) mit y(0) = 0 ihre Konkavitit eine hinreichende Bedingung ist.
Im folgenden wird hiufig vorkommen, dass die Funktion y(u) in der Form
p(u) = po(ypi'(u)) gegeben wird, wobei y,(u) und yy(u) stetige und stiickweise
differenzierbare Funktionen mit ,(0) = y,(0) = 0 und yj(u) > 0, yy(u) = 0
sind. Dann gilt

) pi(wr Y(u))
( — AN A
e P1(wr Y(w))
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(wo die rechte Seite nur einen Sinn hat) und daher ist fiir die Konkavitéit von

y(u) notwendig und hinreichend, dass 'l% (wo es nur existiert) monoton ab-
1(u

nimmt. Die letztere Bedingung ist also fiir die Subadditivitdt von () hin-

reichend.

Folgerung 3. Es sei (X, §) ein messbarer Raum, M* eine Menge von o-
endlichen Massen auf (X, S), die durch ein o-endliches Mass 2 dominiert sind
(also << A fiir pe M*). Ist dann @(u, v) eine auf der Halbgeraden [0, -+ o)
definierte Quasientfernung, fiir welche

1

Yoo (A dv o

st [l 2l 5 >1

(1, 7) [J¢ = dl] ] (@2 1)
X

bei jedem u € M*, v€ M* existiert und endlich ist, so stellt ¢*(u, v) eine Qua-
sientfernung auf M* dar.

Um das zu erhalten nehmen wir in Satz 2 K die Menge der endlichen
nichtnegativen Funktionen u(x) auf X, fiir welche u“(x) A-summierbar ist,
und fiir u(x) € K

p(u(x)) = [x( u®(x) di(x)]° .

Dieses Funktional y(u(x)) besitzt offenbar (mit Riicksicht auf die Minkowski-
sche Ungleichung) die Eigenschaften (C), (D), (E). M sei die Menge der Dichte-

funktionen® a(x) = d—“;(y € M*) und g¢.(a,b) = g(a(x), b(x)) (a(z), bx) € M).

Dann ist nach Folgerung 2
1
#*(a(), b)) = [ § 9*(ale), b)) dA)]"

eine Quasientfernung auf M. Daraus folgt die Behauptung indem man

a(x) = @, b() =(—l—z setzt.
di dA
Folgerung 3 kann auch unmittelbar aus Hilfssatz 2 hergeleitet werden,
indem man fiir H, = K die Menge der nichtnegativen Funktionen u(z) (z € X)
mit A-summierbarem w“(x), fir H, die nichtnegative Halbgerade mit der
natiirlichen Anordnung wihlt, fir die Operation o die Addition und fiir die

Abbildung o
L ] 1
(14) p(u) = | X\ u®(x) dA]°

setzt. Hierbei soll M = M* und #(u, v) = ¢ (%, Z—; fur u,ve M gewihlt
werden.
Da in den obigen eine Quasientfernung iiber der nichtnegativen Halb-

geraden als bekannt vorausgesetzt wurde, scheint es von Interesse zu sein,

3 Diese sind nur fast iiberall beziiglich 4 eindeutig bestimmt, nun denken wir aber
ihre Werte irgendwelcher Weise iiberall festgelegt und zwar so, dass fir jedes z€X
0 < a(x) < oo ist. '
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eine hinreichende Bedingung, dass eine Funktion eine Quasientfernung
itber einem Intervall sei, anzufiihren.

Hilfssatz 3. Es sei B ein offenes Intervall an der Zahlengeraden und
@(u, v) eine auf dem Quadrat E® E definierte stetige Funktion, fir die ¢,
bei w € B, v € E, u = v existiert. Falls dann fiir w € K, v ¢ E die Bedingungen

1) @ (u,u) =0

2) Pu (u, 0) <0< @y(u,v) u<v
P (u,v) <0< @,(u,v) u>v

3) Pun(®,0) 20 wo

erfullt sind, so ist @(u,v) eine Quasientfernung iber E. Falls ferner E* die
Vereinigung von E mit einem oder beiden seiner Endpunkte bezeichnel und
@(u, v) auch auf E* stetig ist, so stellt sie auch auf E* eine Quasientfernung
dar. (Um einen Quasiabstand zw erhalten, geniigt es in 2) statt < nur <
zu erfordern.)

Beweis. Offenbar geniigt wegen der Stetigkeit von ¢(u, ») den Hilfssatz
fur E zu beweisen.

Es seien %, v, w € E. Aus 1) und 2) folgt, dass die stetige Funktion
@(u, v) die Bedingung (A) der Quasientfernung erfiillt. Ferner folgt aus 2), dass
falls u zum festen » bzw. » zum festen u angenéhert wird, die Funktion ¢(u, v)
abnimmt. Das bedeutet aber, dass falls v die kleinste oder die grosste der Zahlen
u, v, w ist, dann ist ein Glied an der linken Seite der Dreiecksungleichung (B)
schon an sich grosser als die rechte Seite. Es ist also noch iibrig, die Giiltigkeit
von (B) in den Fillen v < » < w bzw.w < v < u zu beweisen. Aus 3) folgt
aber, dass ¢, bei festem » als eine Funkion von » nicht abnimmt, also ist
@u(u, w) — @,(u, v) nichtnegativ oder nichtpositiv je nachdem ob u < v < w
oder w < v < u besteht. Daher ist ¢(u, w) — @(u, v) fir v < v < w eine nicht
abnehmende und fiir w < v £ u eine nicht zunehmende Funktion von u
(v = v kann hier wegen der Stetigkeit von ¢(u, v) zugelassen werden). Daraus
folgt mit Riicksicht auf 1)

<p(u, UJ) i fl’(u’ ’D) _S__ (P(’U, w) )

also die Giiltigkeit von (B) auch fiir die beiden Falleu < v < whbzw.w < v < u
W:Z. b.W.

Bemerkung. Falls man in 3) die Gleichheit nicht zuldsst, besteht die
Gleichheit in der bewiesenen Dreiecksungleichung offenbar nur in den’ Fillen
u = bzw. v = w.

§ 3. Informationsquasientfernungen

In § 1 wurde das Problem gestellt, ob sich eine Funktion f der Information
der Ordnung a (0 < a < 1) finden lisst, fiir die f(Z,(P || @)) eine Quasient-
fernung in Raum der Verteilungen auf (X, S) ist. Dabei méchte man solche
Quasientfernungen herstellen, welche auch die durch die Informationsum-
gebungen V (@, &) definierte Topologie erzeugen. Daher wollen wir in den fol-
genden solche Funktionen f mit der obigen Eigenschaft angeben, die nicht-
abnehmend mit f(z) > f(0) = 0 fiir > 0 und im Ursprung stetig sind.
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Es ist leicht zu sehen, dass I,(P || Q) selbst keine Quasientfernung dar-
stellen kann. Falls ndmlich die drei Verteilungen P, @, B so gewéhlt
werden, dass P Q, QX R, PL R ist, dann gilt I (P || Q) < + o=,

1,(Q||BR) < + oo, I(P||R) = + oo, also ist die Dreiecksungleichung fiir
P, @, R nicht erfiillt. Ahnlich lisst sich zeigen, dass auch keine Funktion
f(I (P Q) ? mit f(u) < f(+ o) = +  eine Quasientfernung darstellen kann.

Es kann also keine Potenz I4(P || @) der Information eine Quasientfernung
sein (da fir g > 0 die Funktlon f(u) = P der obigen Bedingung genugt B=10
jedoch gar nicht in Betracht kommt, nimlich ist dann I4(P || P) = 0 nicht
erfiillt.)

Man kann jedoch noch vermuten, dass eine Funktion der Form
uf fiir u<sc
) ftw) { c? fiir u>c
geeignet sein mag, um eine Quasientfernung zu erzeugen — da fiir solche

J(40) < +oo ist.
Zur Entscheidung dieser Frage geniigt zu untersuchen, ob die Unglei-
chung

(16) I8(P||Q) + 1£(Q| B) = min (I{(P| R), &)

im Falle I (P || Q) < ¢, I,(Q || R) = ¢ mit geniigend kleinem ¢ > 0 besteht.
Fir f = 1 lasst sich leicht zeigen, dass dies nicht der Fall sein kann.
Setzen wir namlich

(17) P=(0,1), @=(1-9), R=(s1—¢)

mit so kleinen 6 > 0 und ¢ > 0, dass schon I (P ||Qs) =< ¢, 1,(@, || R,) = c.
P || R,) < c gilt. Dann ist die Ungleichung (16) fiir (17) mit

(18) (1 — 8)1-e[6°61~ 4 (1 — 6)° (1 — &)1™¢] < (1 — &)1™®

dquivalent. Eine einfache Rechnung zeigt, dass (18) dann und nur dann be-
steht, falls 6 = ¢ ist. Fiir § > 1 kann (16) mit Riicksicht auf die Bemerkung
zur Folgerung 2 des Satzes 2 noch weniger gelten, da dann 7,(P || @) eine kon-
kave Funktion von I4(P || Q) ist.

Fiir 0 < B < 1 ist die Frage komplizierter, da in diesem Fall die Un-
gleichung (16) nicht auf Produktform gebracht werden kann. Da es sich jedoch
hier um kleine Informationswerte handelt, scheint die Ersetzung der Informa-
tionen I,(P || @) durch die anndhernden Grossen

——(1-94P. Q)

zweckmaissig zu sein.

Also werden wir uns mit der Frage beschiftigen, ob die Grossen
(1 — 2(P, Q) die Drelecksunglelchung bei geeigneter Wahl von g > 0
(Wenlgstens fiir kleine Werte der /,(P || Q) ) erfiillen.

Betrachten wir zuerst wieder die dlskreten Verteilungen (17), d. h.

P:(O’l)’ Qa=(6,1_6)v RE=(€,1——8),

also untersuchen wir ob die Ungleichung

(19) (1 — (1 —8)=9)f4 (1 - (81~ + (1 — 8)*(1 — &)'=%)) = (1— (1—&)17%)"
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giiltig ist. Offenbar besteht sie fiir 6 = 0 mit der Gleichheit. Die partielle Ab-
leitung der linken Seite nach ¢ ist

B — @) (1 — (1= o)1 (1 —5)=
- /3(1 ——(60 gl=e 4 (1—48)°(1 _e)l—n»ﬂ—l(_ ad®1e1=? 4 (1 — )1 (1 — 8)1_")ﬁ.

Diese strebt fiir 6 — 0 im Falle # > o bei jedem festen ¢ > 0 gegen —oo
(da der erste Glied fiir 6 — 0 asymptotisch gleich K, =1, der zweite aber
—K, 6* list, vobei K, und K, positive — von a, f und ¢ abhingende — Kon-
stanten sind). Also kann zu jedem ¢ > 0 die Zahl 6 > 0 derart gewihlt werden.
dass die Ungleichung (19) nicht gilt. Das bedeutet, dass die Dreiecksunglei-
chung fiir die Grossen der Form (1 — (P, Q))’ mit > a nicht einmal bei
geniigend kleinen Werten von I (P || @), 1,(@ ||R) und I,(P ||R) allgemein
giiltig sein kann.

Ahnliches kann fiir § > 1 — amit der Wahl P = (1, 0), @ = (1 — 9, 0),
R = (1 —¢, ¢) in derselben Weise gezeigt werden.

Also gilt

Hilfssatz 4. Die Funktion (1 -- (P, Q)" kann im Fall § > o' =
= min (a, 1 — a) die Dreiecksungleichung selbst fir Ubeliebig kleine W erte
der Ausdriicke der Form 1 — 7,(P. Q) (also auch der entsprechenden Informa-
tionen) nicht allgemein erfiillen.

Daraus folgt schon dieselbe Behauptung auch fiir 7,(P || ). Falls nam-
lich die Dreiecksungleichung beziiglich 75 bei geniigend kleinen /,-Werten giiltig
wire, so miisste sie nach der Bemerkung zur Folgerung 2 des Satzes 2 auch fiir
(1 — )P (bei geniigend kleinem I,) gelten, was aber fiir § > o’ = min (o, 1 —a)
in Widerspruch mit den bewiesenen ist. Hier haben wir beniitzt, dass die

Grossen I5(P 1| Q) und (1 — . 9,(P,Q))’ aus (1 —a) (P | Q)= —log 7(P,Q)
8

durch die Funktionen y,(u) = (IL_} bzw. y(u) = (1 — e %)? entstehen,
=
wobei
u b=

(20) YY) (g gy % NP g _gpa—ppme| 1B
vi(w) ( )

wegen des Zunehmens der Funktion

ot — o f0-0u 1 =y (1 — B)k
(21) =P~ — oPU 2 pek . L i

|
i u “ k!

monoton abnimmt.

Was nun den Fall § < o’ anbetrifft, beweisen wir zuerst den folgenden
grundlegenden Satz:

Satz 3. Die Grisse

(22) 4,(P,Q) =1 -- IP,Q) (¢ =min (2,1 —a),0 < a<1)

stellt eine Quaisentfernung im Raum der W ahrscheinlichkeitsverteilungen auf
(X, S) dar. Also lisst sich die durch die Informationsumgebungen V¥(Q, )
erzeugte Topologie in dem wn § 1 angedeuteten Sinne metrisiert werden.
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Allgemeiner ist die — von der Wahl des dominierenden Masses unab-
hdngige — GQrasse
(23) A,(P,Q) = (aP(X) + (1 — ) Q(X) — )_g pe gt da)”

eine Quasientfernung im Raum der endlichen Masse auf (X, S).
(Die Tatsache, dass der Ausdruck (1 — s p* ¢ *dA)* und allgemeiner

X
die fiir beliebige nichtnegative A-summierbare Funktionen wu(x), v(x) definierte
Funktional

(@ [ u@)di@) + (1 — a) [ v@)dA(x) — [ u(@) vt~ (x) dA(2))”
X X X
der Dreiecksungleichung geniigt, wurde von Herrn J. (zipszer [4] erkannt.
Fir die liebenswiirdige Erlaubnis der Publikation méchten ihm die Verfasser
ihre Dankbarkeit aussprechen. Hier wird im wesentlichen der Beweis von

Herrn J. Czrpszer angefiihrt; unsere Modifikation besteht nur darin, dass der
Beweis in die allgemeine Theorie eingebaut wurde.)

Bemerkung. Im Spezialfall a = % wurde die Entfernungseigenschaft von

(22) schon von BEHATTACHARY YA [8] erkannt. In diesem Falle ist die oben einge-
fithrte Grosse 4,(P, @) im wesentlichen die Entfernung der Masse P und @ in
einem Hilbertschen Raum der endlichen signierten Masse auf (X, §). Um diesen
zu erhalten, fithren wir die Operationen folgendermassen ein: Zu zwei endlichen
signierten Massen P und ¢ wihlen wir ein dominierendes Mass A und setzen

dP dQ

p = —, ¢ =——. Die Operationen des Hilbertschen Raumes definieren wir als

’

di da
die fiir sg p- |/ |p| und sg ¢- J/]g| im Raum L*X, 8, ), also die Addition durch

(P@®Q) (A) = (sg(sgp-Vip| +sgq-Vig) (sg p-VIp| + sgq-Vig))2dr (4€8).
A

die Multiplikation mit einem Skalar m durch

(m@®P)(4) = ‘ sg (mp) (msgp-V|p|):di (A€8), also m @ P =m|m|P,

A
das Skalarprodukt durch

(P,@>= (sgp-V|p|-sgq-Vig| di = { sg(pq)-V|pq| da
. ¢ X

und daher die Norm durch || P || =}/ [p [d21 = J|P|(X) .
X

Diese Operationen sind von der Wahl des dominierenden Masses 4 offen-
bar unabhéngig und befriedigen die Axiomen des Hilbertschen Raumes. Man
sieht leicht, dass der dadurch definierte Hilbetsche Raum bei beliebigem (X, S)
vollstindig ist; fiir abzdhlbares X ist er sogar separabel und auch einem Z12-
Raum isomorph.

Fiir gewohnliche Masse P und ¢ gilt nun in diesem Raum

POQ| = ng(l/?)— Vo di = V24,(P, Q).
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Wir mo6chten noch die Bemerkung machen, dass im obigen Raum zwei
gewohnliche Masse P und @ genau dann orthogonal sind, falls P | @ im Sinne
der Masstheorie gilt. Ferner ist ein gewohnliches Mass genau dann eine
Wahrscheinlichkeitsverteilung, falls es am Einheitskugel liegt.

Beweis des Satzes 3. In der Dreiecksungleichung beziiglich (23) fiir die
Masse P, @ und R ist die Ersetzung von a durch 1 — a mit der Vertauschung
von P und R édquivalent. Daher geniigt die Quasientfernungseigenschaft von

(23) fir 0 < o < —;— zu verifizieren.
Um die Ungleichung
((l “‘ pd}. + (1 —_ O.) ‘ qd}' — ‘ paql—a dl)a +
X x X
+(a (gdi + (1 —a) [ rd2 — (¢*r—eda)* =

> (a | pdd + (1 — o) [ rd2 — { p*ri=eday"
X X X

zu beweisen (wobei P, @ und R beliebige, durch 2 dominierte Masse bedeuten

1Eale : 2 . . :
und 0 < a < g ist), reicht mit Riicksicht auf Folgerung 3 des Satzes 2 aus, die
Quasientfernungseigenschaft der Funktion

(24) p(u,v) = (au + (1 — a) v — u* 019" 'O<a§%)

itber der nichtnegativen Halbgeraden einzusehen.

Dass ¢(u, v) fiir u = 0, = 0 stets definiert ist, folgt aus der Ungleichung
zwischen den arithmetischen und geometrischen Mitteln. Ferner ist g(u, v)
fir w > 0, v > 0 offenbar stetig und seine zweite gemischte Ableitung
fir w > 0, » > 0, u = v existiert. Also geniigt zu zeigen, dass die Funktion
(24) die Bedingungen 1) bis 3) des Hilfssatzes 3 erfiillt (mit £ = (0, 4-0)).

Die Giiltigkeit von 1) ist trivial. Ferner gilt

@y = aX(au + (1 —a)v — uo'™%)*"1(1 — u*~1pl79),
@y =0a(l —a)(au + (1 —a)v — u* 01" 1 (1 — w07,

woraus 2) unmittelbar folgt.
Was 3) anbetrifft, ist

(25) Py = a2(1 — @) (a w+ (1 —a)o— u vl—a)a-z ”
X [aue—1p1=2 4 (1 — 2a)uv~" — (1 — a)],

was sich durch einfache Rechnung ergibt.
Setzen wir u*v~% = x. Dann ist der letzte Faktor der rechten Seite von
(25) gleich
1
G ® L1 —ga)e= (1.

- : | . :
Dieser Ausdruck ist aber fir 0 < a < = nichtnegativ, da die Gerade

1
: 2—-—
y= — (1 — 2a)x 4 (1 — a) eine Tangente der konvexen Kurvey =axz ¢
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ist (und sie im Punkte (1,a) beriihrt). Daraus sieht man gleich, dass ¢,, im
: 1 i S
Falle0 < o < —;—nichtnegatlv (fiir0 <a < —2— sogar streng positiv) ist.

Damit ist die Quasientfernungseigenschaft von (24) und dadurch auch
Satz 3 vollstdndig bewiesen.

Firo<a< —;—ersieht man auch, mit Riicksicht auf die Bemerkung zu

Hilfssatz 3, dass die Gleichheit in der Dreiecksungleichung beziiglich A, (P, Q)
fiir P, Q und R nur in den Fillen P = @ bzw. = R besteht. Dass diese Be-

hauptung auch fiir o = %gﬁltig ist, folgt am einfachsten aus der Bemerkung

dieses Satzes.

Folgerung. Die Grosse (1 — 74P, Q)) ist fir jede 0 < f < a’ =
= min («, 1 — a) und y > 1 eine Quasientfernung im Raume der Wahrschein-
lichkeitsverteilungen auf (X, S).

Beweis. Fiir y = 1 ist die Folgerung mit Riicksicht auf die Bemerkung

zur Folgerung 2 des Satzes 2 trivial, da (1 — (P,Q))’ die ﬁ’ -te Potenz, also
a

fiir 0 < B < a'eine konkave Funktion von 4,(P, @) ist. Was den Fall y > 1
anbetrifft, geniigt nach der erwihnten Bemerkung zu zeigen, dass — mit der

Bezeichnung y,(u) = w?, yy(u) = (1 — (1 — u)’)? — der Quotient zfzu_; 3
1(u

Intervalle (0, 1) monoton abnimmt. (Die Bemerkung wird auf die Funktionen

p(u) und yy(w) mit der Substitution u =1 — 7,(P, @) angewendet). Da

y=1 41
Pa(u) = (1 — (1 —a))f1(1 — u)r? - l w(l — u)1-# ]

pi(u) uf~ 1—(1—w)
ist, soll man dazu das Abnehmen der Funktion
— 0 J—
f(u):M ﬁ:u>0]
T —B
verifizieren. Eine einfache Rechnung ergibt
oy = =Y du ot (=)l — wy — (1 — )
il =it ’

also ist das Vorzeichen von f'(u) (0 < u < 1) gleich dem Vorzeichen der Funk-
tion g(u) =1 — (1 + u + (# — y)u(l — u)” — (1 — »)**1. Hier ist ¢(0) =
=¢'(0) = 0, g(1) = —9 < 0, ferner gilt wegen

g"(w)=y(1 —uy2[(1+yd+ P —y)u—(2¢ —y +1)]

g’(0) = —y(2% —p+1) < 0 (da 19:’1/;'1>y—1>0 ist) und die

Funktion g(u) kann im Intervall (0, 1) hochstens eine Inflexion besitzen. Daraus
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folgt schon, dass die Kurve g(u) im Intervall (0, 1) unter der Abszissenachse
liegt. :
4 Damit ist das Abnehmen der Funktion f(u) und dadurch auch die Fol-
gerung vollstindig bewiesen.

Fir0 < y < 1(0 < f < a') ist das Problem, ob und bei welchen Werten
von y (1 — TUP, Q))B eine Quasientfernung darstellt, noch nicht entschieden.

Hier sei nur behauptet, dass man zu jedem f > 0 ein so kleines y > 0
wiahlen kann, dass der obige Ausdruck schon keine Quasientfernung ist.

Betrachte man ndmlich die Verteilungen P=(1, 0), @=(a, b) (@ + b= 1),
R = (0,1). Falls (1 — %P, Q)) eine Quasientfernung ist, soll fiir diese

(26) (1— @094 (1 — b 21

gelten. Fiir geniigend kleines » > 0 kann dies jedoch nicht mehr zutreffen, da
die linke Seite von (26) fiir y — 0 gegen 0 strebt.

Bemerken wir jedoch, dass falls die Grosse (1 — JYP, Q))" mit einem
y > 0 eine Quasientfernung darstellt, so gilt dies auch fiir jedes y’ > y. Das
kann mit Hilfe der im Beweis der Folgerung des Satzes 3 beniitzten Funktionen

y,(w) und yy(u) eingesehen werden, bloss soll man y durch % und die Sub-

stitution ¥ = 1 — (P, Q) durch v =1 — %P, Q) ersetzen.

Die bisherigen Betrachtungen erméglichen eine ziemlich ausfithrliche
Diskussion der am Anfang dieses Paragraphen gestellten Frage iiber die Funk-
tionen der Form (15) von 7,(P || Q). Es gilt namlich

Satz 4. Im Falle 0 < f < o’ =min (a, 1 — a) (0 < a < 1) ldsst sich
immer eine (von o und f abhdngende) Konstante ¢ >0 derart angeben, dass

(27) min (4P| @), c?)

eine Quasientfernung im Rawme der W ahrscheinlichkeitsverteilungen ist.
Im Falle 8 > a' jedoch ist dies nicht mdglich.

Beweis. Die negative Behauptung ist bereits bewiesen. Die positive Be-
hauptung lasst sich aus Satz 3 hergeleitet werden. Dazu geniigt es mit Riick-
sicht auf die Bemerkung zur Folgerung 2 des Satzes zu zeigen, dass fiir die
Funktionen

u %

vi(u) = (1 — e7¥)%, yy(u) = (0<d, <o, < 1)

1—a

der Quotient % im Intervall (0, 1) monoton abnimmt, falls 1 > 0 geniigend
1(u
klein ist. (Namlich ist bei 6, = a’, §, = f mit u = (1 — a)I (P || Q)

yi(w) = (1 — JUP, Q). vy(w) =I4P|Q).)

Durch Differenzieren der beiden Funktionen y,(u) und y,(u) erhilt man

u w N 1=%
vy B 8y ) =0 __ G"Afd, (T _ 1—94,
pi(u) (1 —a)hdy(1 — 6,1 w T
=
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: : e — e
Da mit der Bezeichnung g(u) = ———
uf
, el — 0, e — TyTl(e — et
(28) gl = S =T E = )

gilt, erhdlt man lim »" g'(u) = (1 — ;) (1 — 7) < 0. Das bedeutet aber,
u—>+0

a(u)
yi(u)
vall (0, ) monoton abnimmt, wodurch Satz 4 bewiesen ist.

Es sei bemerkt, dass die Frage, ob ein Ausdruck der Form
min (I£ (P || @), ¢®) auch fiir f=0a'=min (o, 1 — a) eine Quasientfernung dar-
stellen kann, noch offen ist (mit der Ausnahme des Falles oo = 1/2,s.am Ende
dieses Paragraphen). Mit der obigen Methode kann diese Frage darum nicht
entschieden werden, weil im Falle 6, = 6, = f, also 7 = 1 der Quotient
Pa(w)
Pi(u)
Bezeichnung).

Durch den Bewiesenen kann die Frage, ob vielleicht die Grosse
(1—9uP, Q))ﬁ bei irgendwelchem y auch fiir ein f>a’ eine Quasientfernung
darstellt, bereits negativ beantwortet werden. Falls man namlich in den im
Beweis des Satzes 4 auftretenden Funktionen y,(u) bzw. y,(u) mit 6, = f und
Sp=0<pf wu=yp(l—a)l(P]| Q) setzt, ergibt sich

WI(U) == (1 S l?(l;(P’ Q))ﬁ7 1/)2('”) — yd Iz(PHQ) L

Also folgt aus dem Abnehmen von y—)fil)) fiir kleine Werte! von u nach der Be-
Yi\u

merkung zur Folgerung 2 des Satzes 2, dass falls (1 — . 7%(P, Q))* fiir geniigend

kleine Informationswerte die Dreiecksungleichung befriedigt, so gilt dasselbe

auch fir I3(P || Q) (0 < 6 < p). Falls aber > a’ ist, erhdlt man daraus z. B.
a’ -
mit der Wahl 6 =

dass die Funktion g(x) und damit auch in einem geniigend kleinen Inter-

selbst fiir kleine Werte von % zunimmt (vgl. (20) — mit verkehrter

einen Widerspruch. (Es sei erwihnt, dass die eben

bewiesene negative Behauptung auch mit Hilfe des an der Seite 167 angefiihrten
Gegenbeispiels einfach zu verifizieren ist).

Auf Grund derselben Methode kann gezeigt werden, dass bei f < a’zu
beliebigem y > 0 stets eine positive Zahl c,, (die auch von § und a’ abhéingt)
derart gewiahlt werden kann, dass

(29) min [(1 — JUP, Q))°, cf]

eine Quasientfernung darstellt (wobei fiir geniigend kleines y > 0 bestimmt
¢, < 1sein muss, vgl. die iiber (26) gesagten). Dies folgt ndmlich nach der Be-
merkung zur Folgerung 2 des Satzes 2 aus der Behauptung des Satzes 4, nach
welcher (27) eine Quasientfernung ist, und aus (20) — mit der Substitution
u = (1 —a)yI,(P|| Q) in den dortigen Funktionen y,(») und y,(u).

1 Oben wurde das Abnehmen von Yal)

w,(u)- (0 << 6, < 6,) bei kleinen u-Werten nur
[tr 6, < 1 gezeigt. Ebenso leicht verifiziert man es aber auch fiir g =1
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Aus den obigen sieht man auch, dass fiir die Konstan te c, die Zah

(30) C.y =1-— €_(1—a)yc >

also fiir y > 0 ¢, ~ (1 — a) y ¢ gewihlt werden kann, wobei ¢ die Konstante
n (27) bedeutet.

Umgekehrt folgt daraus, dass (29) mit ¢, = (1 — «) y ¢ (wobei ¢ > 0
beliebig ist) wenigstens fiir geniigend kleine y-Werte eine Quasientfernung dar-
stellt, die Quasientfernungseigenschaft von (27) mit diesem c¢. Ndmlich ist

— Y
lim ok
y—0 Y ’
aus derselben fiir min ((1— 7%(P,Q))’, (1 — a)?»’ c") durch den Grenziiber-
gang y — 0 hergeleitet werden. Falls wir also mit ¢ bzw. ¢, die grosst-

moglichen Konstanten ¢ bzw. ¢, in (27) bzw. (29) bezeichnen, so gilt offenbar

— — log z, also kann die Dreiecksungleichung fiir min (Z5(P || Q), )

(31) ¢=1lim % .

Bemerken wir noch, dass die Frage, ob eine Grosse der Form
min((l —Jup, Q))“',c;) mit 0 < y < 1 der Dreiecksungleichung geniigen
kann, ebenso wie das analoge Problem fiir 7 (P|/@) selbst, im allgemeinen
noch nicht entschieden ist.

Die bisher betrachteten Informationsentfernungen wurden aus Satz 3
auf Grund des Satzes 2 hergeleitet. Man kénnte leicht daran denken, dass dies
mit allen moéglichen Quasientfernungen der Fall ist. Zum Abschluss dieses
Paragraphen mochten wir jedoch ein spezielles Gegenbeispiel anfithren, und

zwar fir a = ; Die Grosse
(32) arc cos 7,(P, Q)

geniigt namlich im Spezialfall a :%der Dreiecksungleichung, da sie dann

offenbar der Winkel im Hilbertschen Raum der endlichen signierten Masse
(s. Bemerkung des Satzes 3) zwischen den — am Einheitskugel liegenden —
Verteilungen P und @ ist.

Diese Quasientfernung (die sogar eine Entfernung ist) kann aber aus
Satz 3 mit unseren iiblichen Methoden nicht abgeleitet werden, da sie aus
(1 —%(P, Q))% durch die streng konvexe — also keineswegs subadditive —

Funktion y(u) = 2 arc sin I;L_E erzeugt werden kann. Die Grosse (32) — mit

a= . ist sogar eine in gewissem Sinne moglichst schéirfste Entfernung, indem

sie keine streng subadditive Funktion anderer Entfernungen sein kann (wobei
die strenge Subadditivitat bedeutet, dass die Gleichheit in (D’) nur dann
besteht, wenn entweder alle «; oder alle v, gleich Null sind). Diese Eigenschaft
folgt unmittelbar daraus, dass in der Dreiecksungleichung beziiglich (32)
fiir [g=1,Vp + % |r (%, = 0,%, > 0) die Gleichheit gilt (wenn also der
zugrunde liegende Raum X nur aus zwei Punkten besteht, gilt fiir belie-
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bige drei Verteilungen auf X bei ihrer geeigneten Reihenfolge stets die
Gleichheit). Bei den anderen in dieser Arbeit angefiihrten Quasientfernungen
(Entfernungen) kann jedoch die Gleichheit in der Dreiecksungleichung nur
in den Fillen P = @ bzw. @ = R bestehen, was eine unmittelbare Folge
der Tatsache ist, dass sie aus A (P, Q) mittels subadditiver Funktionen
hergeleitet werden konnen.

Als eine Folge der gesagten sei erwihnt, dass im Falle o = % genau dann

eine Entfernung der Form min((l —.j’;; (P, Q))‘},cf) existiert, falls y>§ ist?
— niimlich entsteht (1—J7 (P, Q))* aus (32) durch die Funktion y(u) =
= (1 — cos” )}, die fiir geniigend kleine Werte von u bei 0 < y _S_% streng
konvex (also die inverse Funktion streng konkav und um so mehr streng

subadditiv), beiy > . dagegen konkav ist. Um so weniger kann eine Grosse

der Form min (I;} (P HQ),O*) eine Entfernung sein. Dadurch haben wir die

Losung der im Vorigen gestellten Probleme im Spezialfall o = % angegeben,

und zwar in negativem Sinne. Die Verfasser vermuten jedoch, dass fiir

| S .. 5yt :
0 <o < Py die eben erwidhnten Fragen positiv zu beantworten sind.

§ 4. Informations- und Divergenzentfernungen
Wie bereits erwihnt wurde, kann wegen der Asymmetrie der Informations-
grosse [, (P || Q) (a =+ %] keine ihrer Funktionen eine Entfernung darstellen.

Es besteht jedoch die (M('jglichkeit, durch symmetrische Funktionen von
I,(P || Q) und 7,(Q ||P) Entfernungen im Raum der Wahrscheinlichkeits-

verteilungen zu erzeugen. Falls z. B. f(I,(P || Q)) eine Quasientfernung ist,
so sind die Grossen

fI(P|Q) + /(I(Q|P))
max [f(1(P| @), [(I1.(Q|P))]

offenbar Entfernungen. Diese sind die beiden Grenzfille » — 1 bzw. © — oo
der Informationsentfernungen der Form

(33) [/(1.(P | Q) + I*(1(Q|| P))]*

bzw.

SFur 0 <y = % gilt die Dreiecksungleichung nicht einmal fiir die Verteilungen

der Form (17), falls nur é > 0 geniigend klein ist, wie es den an der Seite 168 gesagten
ahnlich leicht zu zeigen ist.
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(wobei f(I,(P || Q) eine beliebige Informationsquasientfernung bedeutet),

deren Entfernungseigenschaft aus Folgerung 2 des Satzes 2 mit der Wahl
1

pluy, up) = (uf + ug)e folgt, beriicksichtigend, dass dieses y(u,, u,) nach der
Minkowskischen Ungleichung subadditiv ist.
Falls man in (33) speziell

f(I(P]|@) = (1 — 2P, @) = 4P, Q)
(vgl. Satz 3) und v = —1—, setzt, ergibt sich, dass die Grosse
a

Ju(P,Q) + (@, P) |
2

(2 — 2uP, Q) — J(Q. P))* und damit auch |1 —

eine Entfernung darstellt.

Obzwar wir einige Informationsentfernungen bereits angeben konnten,
wire zur positiven Beantwortung der in § 1 gestellten Frage die Herleitung
einer Informationsentfernung, die eine Funktion der Divergenz ist, notig.
In dieser Hinsicht konnen wir folgendes behaupten:

Satz 5. Die durch die Divergenzumgebungen V¥(Q,¢) (0 < a < 1)
erzeugte Topologie kann durch eine Funkiion der Divergenz der Ordnung o
metrisiert werden; eine solche Funktion ist

(34) A%(P,Q) = (1 — JiP, Q) 2@, P))" = (1 — e~ '~ aP, Q)
(¢ =min (a, 1 —a)).

Beweis. Die Entfernunseigenschaft der Grosse (34) wird aus Satz 3 her-
geleitet. Dazu geniigt wegen
1 1 1

1
AXP.Q) =42 (P, Q)+ 45 (1§, P) — 45 (P, 45 Q. P

— mit Riicksicht auf Folgerung 2 des Satzes 2 —zu zeigen, dass die Funktion

(35) YUy, Uy) = (uf + ug - up ug)® (0=1)
die Bedingungen (C’), (D’), (E’) (mit » = 2, m; = my, = 1) befriedigt. Das Er-
fiilltsein von (C’) und (E’) ist trivial. Das von (D’), also die Subadditivitit von

p(u,, u,) kann folgendermassen bewiesen werden:
1

Die Funktion f(x) = (4 + ®)®ist bei 4 > 0, w = 1, x > 0 konvex, da
oL U
@) =i(A +=2%° a”Ll=(dx~9| 1)@

monoton zunimmt. Also gilt nach der Jensenschen Ungleichung bei beliebigen

nichtnegativen a,, a,, x,, x, mita, 4 a, > 0
a4 Ty + Ay Xy
a, f(x,) + a, f(x,) = (a, + a —_ = &

lf( 1) Zf( 2) ( 14 2)f al+a2

. u )
s = 3 el 2 ]
Setzt man hier a, = u,, a, = v, x, = Ak b und 4 =1 — (uy+ v,)%,
1 1
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so ergibt sich
1 1

w1 +[;‘j—2) — (g + vp)*| + vl[l i1 {%l L +v2)w]‘" x
1 1
5 L
= (uy + vy) 1+(’Zj—iz% ’_(“2+02)w’w (U, 01 >0 ug, 0 2 05 u, +0,= 1),

woraus die Ungleichung
1

1
(uf 4+ ug — uf uP)® + (vf + v8 — P VP)® >
(36) ‘
= [(u + 01)” + (ug + 05)” — (u; + 0))® (uy + 05)*]°

(bei den obigen Einschrankungen)
unmittelbar folgt. Wegen der Stetigkeit gilt (36) offenbar auch dann, falls man
auch u, = 0 bzw. v, = 0 zulédsst. Das bedeutet aber, dass die Funktion (35)
auch der Bedingung (D’) geniigt,® wodurch Satz 5 vollstindig bewiesen ist.

Bemerkung. In § 3 wurde gezeigt, dass bei f < a’ zu jedem y > 0 eine
positive Zahl ¢, derart gegeben werden kann, dass min ((1 — JUP, Q)P cﬁ)
(s (29)) eine Quasientfernung ist. Mit Hilfe des obigen Gedankens (durch die
Anwendung derselben Funktion y(u,, u,)) sieht man, dass dann auch

(37) min ((1 — JUP, Q) 7%Q. P)Y. %)

eine Entfernung darstellt.

Was den Fall 8 > o’ anbetrifft, gilt

Hilfssatz 5. Die Dreiecksungleichung fiir (1 — .7.(P, Q) J4Q, P))’ st
selbst fir beliebig kleine Werte der in ihr auflretenden (¥réssen (also auch der
entsprechenden Divergenzen) nicht allgemein giiltig.

Beweis. Man betrachte wie in § 3 die Verteilungen der Form
P=(0,1), @y=10,1—10), R,=(e,1—¢).
Um unsere Behauptung zu beweisen geniigt wegen
(1 — 9P, Q) Iu(Qo, P)Y + (1 — Ji(Qu, B) TR, Qo)) =
= (1 — (P, R,) 2(R,, Py

zu zeigen, dass

d
(38) h(d) = (—15[(1 — JP, @) 24 P))Y + (1 — (@5 B,) JUR,, @))]

¢ Aus der bewiesenen Subadditivitit der Funktion (35) kann das allgemeine Resul-

n
tat hergeleitet werden, dass die Funktion y(w,, . .., u,) = F7! ‘2‘ F(uk)’ mit der Wahl
k=1

F(u) = —log (1 — «®) subadditiv ist (also die Eigenschaft (D’) hat). Dieses Ergebnis
enthélt auch die Minkowskische Ungleichung fiur Vektorriume.

12 A Matematikai Kutaté Intézet Kozleményei VII. A/1—2.
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bei jedem festen ¢ > 0 fiir geniigend kleines 6 > 0 negativ ist. Da
(1 — 9P, @) Fi(Qs P)Y + (1 — @y B) TR, Q)Y =
=&+ [1 — @+ (1 —8)°(1 —ep) (3" + (1 — &1 (1 — o))
gilt, erhdlt man durch Differenzieren
R(8) = B8P+ B [1—(0° 1= (1—8)" (1—e)1=) (8" °+ (1 — )1~ (1-—g)*) P -
[(— ad*tet— 4 a(l — 81 — e)=?) (Be" - (1 — IP—(1 —e)%) +
4+ (0" (1 —8)° (1 — )Y (— (1 — @) 8%+ (1 — @) (1 — &)1 — )] ~
~ POt — Ky (e) 67 — Ky(e) 6°71,
wobei K, (¢) und K,(e) fiir ¢ > 0 positiv sind. Also gilt fiir (38) im Falle
f>oa =min (a1 — a)
lim A(d) = — oo,
6->+0
wodurch aber bewiesen ist, dass die Dreiecksungleichung fiir
(1 — 2P, Q) x@Q. Py

im Falle § > o’ selbst bei beliebig kleinen Divergenzen ungiiltig sein kann.

Satz 5 und Hilfssatz 5 sind dem Satz 3 bzw. Hilfssatz 4 vollstdndig
analogisch, es stehen bloss an Stelle der Grossen der Form (P, ) diejenige
der Form .7(P, Q) .7.(@, P). Das bedeutet aber, dass sich aus den Behauptun-
gen, die in § 3 aus Satz 3 und Hilfssatz 4 mittels subadditiver Funktionen her-
geleitet wurden, wieder giiltige Behauptungen ergeben, falls man iiberall

(P, Q) T.Q, P) statt (P, Q) setzt.

Mochte man das Analogon des Satzes 4 erhalten, soll man den obigen
gemiss J, (P, @) anstatt I (P || @) schreiben. Demnach gilt also

Satz 6. Im Falle p < o’ = min (o, 1 —a) (0 < a < 1) ldsst sich stets
eine (von o und f abhingende) Konstante c* > 0 angeben, bei welcher

min (J4(P, Q), c*F)

eine Entfernung im Raum der W ahrscheinlichkeitsverteilungen darstellt. Fiir
B > o’ ist das dagegen unmdaglich.

Bemerkung. Die positive Behauptung dieses Satzes kann auch unmittel-
bar aus Satz 4 hergeleitet werden, indem man auf I4(P || Q) und I5(Q || P) die
— nach der Minkowskischen Unglelchung subaddmve - Funktlon p(uy, uz) =

10 1
= (uf + u5)? anwendet. Daher ist fiir c* die in Satz 4 auftretende Konstante ¢
bestimmt geeignet.

Die Frage, ob sich Satz 6 auf = a’ in positivem oder negativem Sinne

ausdehnen léisst, ist fiir a #% — ebenso wie das analogische Problem in

§ 3 — offen. (ﬁ P, Q) ist eine Vielfache von I* P || Q), fiir welche wir die

obige Frage in § 3 bereits negativ beantwortet haben )
Beschiftigen wir uns noch ein wenig mit den Analoga der in § 3 iiber die
Ausdriicke (1 — 74P, Q))? angefiihrten Behauptungen. Also ist die Grosse

(1 —oYP, Q) JUQ, P)y
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fir < o’ und y = 1 stets eine Entfernung, fiir # > o’ kann sie jedoch selbst
fiir kleine Werte der Divergenzen bei keinem y > 0 der Dreiecksungleichung
geniigen. Falls f# < a’, 0 <y < 1 ist, so konnen wir nur behaupten, das

(40) min (1 — %P, Q) 7UQ, P)). ¢}?)

bei geeignetem c¢* > 0 eine Entfernung darstellt’ und dass (39) selbst keine
Entfernung sein kann, falls y > 0 geniigend klein gewihlt wird.

Es ist unentschieden, fiir welche 0 <y <1 (39) bei gegebenem 8 < a’
noch eine Entfernung bleibt. Fiir f = o’ ist diese Frage auch fiir (40) offen

(mit der Ausnahme von a = f wobei sich das Problem wegen .I}(P, Q)=

= 73(Q, P) auf dasjenige in § 3 reduziert und daher sich genau fiir y > &

positiv entscheiden lisst). Falls jedoch mit einem y > 0 eine dieser beiden
Fragen positiv zu beantworten ist, so gilt dies auch fiir jedes y’ > y, ebenso wie
es auch bei den analogischen Behauptungen beziiglich . 7,(P, ) der Fall war.

Es liegt die Vermutung nahe, dass (39) mit y = —;— noch selbst bei f = «,

eine Entfernung darstellen kann. Es scheint nimlich, dass dies ein in »Schérfe«
der Quasientfernung (1 — (P, Q))* entsprechender symmetrischer Ausdruck

ist (im Falle a = % sind diese beiden Grossen sogar identisch). Mit den in

der vorliegenden Arbeit beniitzten Methode kann diese Hypothese auf Grund
des Satzes 3 allerdings nicht verifiziert werden.

Die Verfasser haben die Absicht, auf die hier offen gebliebenen Fragen
noch zuriickzukehren. '

(Eingegangen: 5. Februar, 1962.)
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HWH®OPMALIMOHHBIE PACCTOSIHUSA B MPOCTPAHCTBE PACIPE-
AEJIEHUN BEPOATHOCTEN

I. CSISZAR — J. FISCHER
Pe3iome

B KauecTBe TeOpeTUKO-UHMOPMALMOHHON Mepbl OTJIMUMH  pacrpeje-
JIEHHsI BePOSITHOCTEH MBI MOYKEM paccMaTpuBaTb OTHOCHTEJIbHYI0 HH(OpMALUIO
(suTpomnuio) nopsiika a (o>0), cooTB. J-juBepreHunio. COOTBETCTBEHHO 3TOMY
MBI MO)KEM IOBOPUTL 00 MHPOPMALMOHHBIX UJIM JUBEPreHIIHOHHBIX OKPeCTHOCTSIX
HEKOTOPOT0 pacrpejesieHnus BepOATHOCTeH KOTOpble B ciyyae 0 <o < 1 (u
TOJILKO B 39TOM CJIyuae) OCYIeCTBJISIIOT TOMOJIOTHI0O B MPOCTPAHCTBE pacrpeje-
JIeHUH, a MMEHHO, Ty >Ke caMylo, KOTOPYIO OCYIIeCTBJISIeT BapHallMOHHOE pac-
crosiHue (§1).

Lleab cratbu 3aaaTh Takue GyHKUUAM OT OTHOCHUTEJbHOM MHMOpPMaLUM T110-
psinaKa o (0 <o <<1), COOTBETCTBEHHO [MBEPreHLUH, KOTOPble OCYILIeCTBISIOT
METPHUKY JUIsi BBILIENIPUBEJEHHON TOMOJIONMH, T/Je Uu3-3a HeCMMMeTPHUUHOCTH
MHpOpMaUuu Mbl He TpebyeM CHMMETPUM PACCTOSIHUIL, MHAauye TroBOpSi, IJie MbI
JIOTIyCKaeM TaryKe T. H. KBa3UPacCCTOSIHUS.

B § 2 aBTOpHI NPUBOAAT HECKOJIBKO OOIMIMX Pe3YyJIbTATOB OTHOCSIUXCSI K
COOTHOLUEHMAM MEYK/JY PacCTOSHUSIMM M KBadupaccTosiHusimu. Ilpu ux momomu
B § 3, cooTB. § 4 OHM pewaloT BONPOC SIBJISIOTCS JIM HEKOTOPbIe GYHKUUH Onpe-
JIeJIEHHOTO TUMa OT MHpoOpMauMu mnopsiaka o (0 << o < 1), cOOTB. JIMBepreHuHH
KBa3upacCTOSIHUAMHU COOTB. PaCCTOSTHUSIMHU.

OHU 10Ka3LIBAIOT, YTO ecJIM 0003HAUMTL OTHOCUTEebHYI0 HMH(OPMALHIO
nopsiika a vepes I (P [|Q), J-nuBepreduuo uepes J (P, @) n min (o, 1 — a)
yepe3 a’, Torga B ciyvyae 0 < f# < o’ MO)KHO 3ajaThb TaKoe 4ucjo € > 0 (3aBu-
csigee OT o 1 oT ), uto min (/5(P || @), ¢®) siBnsieTcsi KBasupaccTosinuem (Teo-
pema 4) a min (J4( P, @), c’) siBnsieTcs paccrosinvem (Teopema 6) B mpocTpaHcTBe
pacripejieJieHnii BepOSATHOCTeN; OJHAKO B cjydae 8 > @ Takoro ¢ > 0 yxKe He
CYLLECTBYeT. OTH pe3yJibTaTbl aBTOPBI BHIBOJSIT M3 TOro (aKTa, uTO BbIpaXKe-
Husg Buja [1 —exp {— (1 —a) I (P |/ Q)}])° (Teopema 3, no cyuecrTBy ot
J. CzIPSzER), cooTBeTCBeHHO [1 —exp (— (1 — a) J (P, @)]° (Teopema 5) y0B-
JIETBOPSIIOT HEPABEHCTBY TPeYroJIbHUKA TOYHO B ciydae 0 < 8 < a'.

OHu 3aHUMAIOTCSI ere HeKOTOPBIMU IPYTUMHU QYHKUUSAMU OT HHOpPMaLUH,
COOTB. JMBEPreHUMH M CTABAT TAK)Ke HeCKOJIbKO HepelleHHBIX INpoOJeM.
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