SUR LES SYSTEMES DES BARRES CONDUCTRICES
DE LA CHALEUR

par
T. FENYES et P. KOSIK

Introduction

Dans leurs travaux [1][2] et [3] MM. G. FREUD et G. ADLER s’occupent
des problemes de la propagation de la chaleur avec les conditions aux limites
composées. M. G. FREUD, dans son travail [1], traite le probléme d'une barre
infinie, en contact avec un réservoir de chaleur de capacité calorifique non
négligable, au cas ou les conditions initiales sont homogenes. Dans son ouvrage,
[2] M. G. ADLER a résolu le probleme de deux barres infinies mises en contact
avec un réservoir de chaleur, resp. le probléme d’une barre connectant deux
réservoirs de chaleur, au cas ou les conditions sont homogénes. M. G. FREUD
[3] a généralisé le probléeme de [1] au cas ou les conditions sont inhomogénes
avec la restriction que la dérivée de la température initiale est nulle au point
zéro. P. Kosik, M. SALLAY et M. ZIMANYT dans leur travail [4] ont résolu le
probleme sans la restriction ci-dessus. :

Dans notre travail, nous donnerons la solution du probléme du systéme
formé par les barres de longueurs finies ou infinies, dont le nombre doit étre
quelconque et qui sont en contact thermique avec le méme réservoir de
chaleur de capacité calorofique non négligable. Le systeme considéré peut
contenir en méme temps des barres finies et infinies. Les auteurs raménent le
probleme & la solution d’une équation intégrale de type convolutoire qu’on
peut discuter a l'aide du calcul opérationnel de MikusiNsky. En vertu d’un
théoréme bien connu du calcul opérationnel la série infinie qui établit la solution
est uniformément convergente, ainsi la vérification de la convergence n’est
pas nécessaire. Enfin les auteurs démontreront 1'unicité du systéme de la
solution.

1. §. Etablissement du probléeme

Considérons un systéme composé d’un réservoir de chaleur ponctuel et de
barres de longueurs 7;, l,, ..., [, appliquées au réservoir. Supposons la tempéra-
ture du réservoir ne dépende que du temps, de plus que dans les sections des
barres la température ne dépende que de la distance au réservoir, ¢’est-a-dire
qu’a un instant donné, dans une certaine section d'une barre quelconque, la
température soit constante. La qualité matérielle des barres et la section des
différentes barres peuvent étre différentes. Le systéme peut contenir aussi
des barres infiniment longues. Pour les barres finies, nous prescrirons & 1'ex-
trémité libre de la barre la valeur de la température ou la valeur du gradient
de la température. Nous supposons que dans le réservoir se produit Q(?)
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cal/sec. Notre probléme revient a déterminer les fonctions caloriques V (z, t),
7=1,2, ..., n des barres et la fonction calorique U ({) du réservoir. La fonction
calorique de chaque barres satisfait a I'équation différentielle

o2V . av .

1 = L f 1,8 .00
L2 ozt ' ot . ™
avec les conditions aux limites
(2) Vi(x,0) = fi(x). (i=1,2,.0.,m),

n
(3) AUHygBﬂwn—VwJﬂ:mm
(4) V' (0,1) = — C;[U(t) — V(0,1)], (=12, ...,m),
(A, B,, C, et =, sont des constantes positives)
(5) V;z(ll’t) :gl(t)7 (1:: 1727 "')7)’
(6) Vil,t) =h(t), (=j+1,7+2 ...541D.

Pour les barres infinies nous supposons que pour un certain y > 0 et pour
t = 0:;
(7) lim e~V (2,1) =0, t=j+1+1...,n),

de plus que la température initiale du réservoir U(0) = U, est donnée.

2. §. Solution du probléme

Cherchons le systéme des solutions V(z, t) sous la forme

(8) Viz, 1) = v, t) + v(x,1)
ou v; et v; satisfont a (1) et aux conditions
1) o, 0) = f(=), i=12...,n,
vulit) = gd1), t=12 w5ty
(9) vl t) = hy(t), i=j+1,j4+2 ...,i+1
v1,(0,1) =0,
0,(0,8) = — ¢, [u(t) — 5,0,8)], i=23,...,n,
ou
u(t) = ,(0,1) .
2) vil:t) =0, i=1,2...,%,
(10) v (l,t) =0, T BT 5 )
de plus
n
Auj+ 2 B, [u(t) — 00, )] =4(t),
(11)

(0, 1) = — C,[u(t) — v,(0,1)], i=1%...,n,
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ou
u(t) = U(t) — u(t),
(12) et
q(t) = Q(t) — Q(t),
ou
(13) Q(t) = Au; + iZlBi [u(t) —v,(0,1)] .

Par substitution, on peut facilement voir que la superposition des fonc-
tions v;(z, t) et v,(x,t) fournit la solution du probléeme. Ainsi nous avons
réduit notre probléme & deux problémes plus simples. Nous discuterons brieve-
ment la détermination des fonctions v,(z, t) & la fin de notre travail. Dans ce
qui suit nous occuperons de la détermination des fonctions vz, i) et w(t).

II.

Déterminons tout d’abord la solution de l'équation de la chaleur (1)
pour laquelle

wi(x,0) =0, V=12 o
(14) w 1,1)=0, i=12...,7,
wy(l,t) =0, i=7'+1,7'+2,...,7'+l’

de plus pour les w(x, t) la relation (7) est valable, si =7 + 1+ 1, ..., n, et
(15) w}(0,1) — C,w(0,1) =1, i=1,2,...,0.

Dans ce cas — bien connu de la littérature — partant du principe de
DuHAMEL [6] nous pouvons écrire la relation suivante

t
(16) vz, t) = — C; [ w'(t — 1) wx,7)dr, i=12,...,m.
0

Nous déterminerons tout d’abord les solutions w;(z, t). Nous distingue-
rons d’aprés le type des conditions aux limites valables a l'extrémité droite
des barres deux possibilités, ou bien nous examinerons une barre de longueur
infinie.

A) wi(l,t) =0, v =01,2, 055,

Alors nous opérons de la maniére suivante: Soit

1
(17) wi(z,t) = px 1) — i

i

! Manifestement, le systéme des fonctions v;(, t), u(¢) n’est résoluble qu’en con-
naissance des fonctions v;(, ¢) mais pour déterminer les fonctions v;(x, ), u(t) nous con-
sidérons données les fonctions v (z, ?).
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ou p;(x, t) est la solution de I’équation de la chaleur satisfaisant aux conditions

1
ix’O iy
pi(x, 0) C

p;z(li’ t) =0,
Pi(0,8) — C;pi(0,t) =0.

Nous pouvons obtenir plus simplement la solution relative aux fonctions
pi(z, t) a laide de la méthode de Fourier. La solution sera

2
exp(—— ‘u—'z"t],

i

oo

(19) pila, 1) = Dl ay,

k=1

G,
COS My, & + — SIn (;,
ik

ou y;, est la k-iéme racine de I'équation

G
20 tgul, = =%
) Bl

et
I

1 i
[ — [cos Ui T + Q sin x] dx
C HMik

(21) AN, TN .

C. 2
J [cos B 4 /—‘—’ sin g, x] dx

ik

0
(19) satisfait vraiment a ’équation différentielle de la chaleur: en effet (20) a

des racines infinies réelles et les fonctions propres cos u, @ + —Lsin iy, @
L;
ik
forment un systéme complet, (19) est dérivable par membre et satisfait aussi
aux conditions (18). Les idées analogues sont valables aussi dans le cas B).

B) wi(l,t) =0, t=71 -+ L7 k2 il

Dans ce cas, soit

x — I

(22) wi(z, t) = pix, 1) + —— |

' : b0, 41
o py(x, t) est la solution de 1'équation de la chaleur satisfaisant aux conditions .

l,—x
2, 0) = ————,

pi(x, 0) 1410

L+ plst) =0,

Pi(0,8) — C;p(0,t) = 0.

Nous déterminons la fonction p,(x, 1) & l'aide de la méthode de Fourier. Nous
obtenons

(24) P 1) = Dby i
k=1 Lo

Ci & 'V%k
cosv, v+ S SInv, x| exp | — l
ik
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ou v, est la k-iéme racine positive de 1’équation

' v
et
Iy C
J (ﬂ cos v, & + —Lsinv, x| dx
L0+ 1 Vik
by = 2 i
Y

ik

; Cp =
‘J [cosv,-kx - v—'smv,-kx] dx

On peut facilement voir que les fonctions w;(x, t) satisfont aux conditions
(14) et (15) dans les cas A) et B).

C) (Cas des barres infinies.) Soit /;, = co pour ¢=j 41+ 1, ..., n. En
déterminant les fonctions cherchées a l'aide du calcul opérationnel il vient

1
26 o ) s
(26) wyz,1) CBXP

i

C,-x+

erf[ V4+ th—~rf

i)
Les calculs faits, nous avons déterminé les fonctions w;(x, t) dans tous les trois
cas.

Remarquons toutefois que nous ne nous occupons pas de la discussion
détaillée de la détermination des fonctions w(x, t), car les problemes de la pro-
pagation de la chaleur de méme type figurent dans plusieurs manuels d’en-
seignement.

II1.

Nous déduirons et déterminerons par la suite une équation intégrale de
deuxiéme ordre de type convolutoire relative a la dérivée de la fonction u(t).
En remplacant (16) dans (11) nous obtenons

Auw'(t +23[u -1, gut—r)w (0,7)dr] =

=q(l) = +su dT\B—}—uO)ZB—}—ZBCSu ) w,(0, t—7)dr.

En appliquant une transformation trés simple nous obtiendrons 1’équation
intégrale suivante:

(28) Au(1+( r)23[1+0w(0t—r)]dr—q 2B

Nous résoudrons l'équation (28) a l'aide du calcul opérationnel de
MigusinNsky. D’apres la notations de MikusiNsky, soit {«'(f)} un élément du
corps des fractions MIKUSINSKY. Nous pouvons écrire

(29) A’} + ('} {g B;[1+ C;w(0, f)]} = {Q(f) — %(0) 21 .-}

i=
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d’ou
{q(t) —u(0) > B,} ; {q(t) —w(0) 3 B,-}
(30) {u}= - il e oy =Aw N [ = =
ik {i=l ([1+ Crof0, t)]} b l;j[l + C;w,(0, t)]}
ou

) l =
) = fat) —u0) 378

i=1

{12'1 % [1+ C;wy(o0, t)]}

1+ {2%[1+0iwi<0,m}

— Z{Q(t) —u(0) 2 Bi}

i=1

i=1

Les fonctions w;(0, t) sont continues dans l'intervalle 0 < t < oo (voir
(17), (19), (22), (24)). Par conséquent en vertu d'un théoréme bien connu du
calcul opérationnel [8] 'opérateur
n Bi

> 20+ o, v

i=1

n Bi
S %; 7[1 + C;w(0, t)]}
peut étre développé en la série

(31) HOy == 3 (1| S 20+ o
i=1

o=1

La série (31) est, dans l'intervalle 0 < ¢ < ¢;,, absolument et uniformément

convergente et établit sur cet intervalle une fonction continue (voir [7] et [8]).

Alors d’aprés (31), nous obtenons la solution de 1’équation (28) sous la forme?
t

(32) W)= |at) —uo > B+ [|a —wo > B| e,
0

=1 i=1
Ecrirons de nouveau 'intégrale de DuHAMEL
t
(33) vz, t)= —C, [ Wit —v)w(z,7)dr, i=12,...,n.
0

2 P. Kosik, M. SALLAY et M. ZiMANYI [4] ont démontré que la fonction g(t) est
continue pour ¢ > 0 et pour ¢ = 0 la fonction ne peut prendre qu’une singularité de la

forme -~ . D’ou et en vertu dela continuité de H (¢) il en résulte inmédiatement que %’(t) est
2

*
aussi continue pour ¢ > 0 et pour ¢ = 0 ne peut prendre qu’une singularité de la forme % &
t

Alors g(t) et %’(t) sont vraiment éléments du corps des fractions de MIKUSINSKY.



SUR LES SYSTEMES DES BARRES CONDUCTRICES DE LA CHALEUR 187

Nous remarquons que les fonctions v,(x,{) admettent une seconde dérivée
continue c’est-a-dire fournissent la solution effective du probléme de la pro-
pagation de la chaleur.

En effet les fonctions w,(z, ) admettent une seconde dérivée selon x,

alors
t

=—CiJu’(t~r)wfu(x,t)dT, =152 o5

0

9%v,(z, t)
ox2

De plus, d’aprés les propriétés de la convolution il s’ensuit que (33) est
dérivable selon ¢ et

t
avt(xr t) . CIJ ul(t > ‘U) M dtr — Oi wi(x’ 0) u’ .
ot ot
0
Vu que wy(x, 0) = 0, par conséquent
t
v (x,t) _ _Oifu,(,_f)wd,, Sl Bt i
at 4 ot
0

Les fonctions v,(x, ) sont donc déterminées.
Examinons trés briévement la question de la détermination des fonctions

vi(z, t).
Cherchons les fonctions v;(z, ) sous la forme3

(34) V; = ky(z,t) + kip(z, 1), 8=—=12,3 ... m
ou k;; et k;, sont des fonctions caloriques satisfaisant aux conditions

a)

kiy(z, 0) = fi(z), 1=12,3, s,
1:(0,8) =0, i=23,...,n,
kil t) = g,(t) , i=23,...,7,
ki(li, t) = hy(t), i=7+1,...,7+1,
b)
kip(x,0) =0, 1—12.8. ool
k5 (0,t) = — C;[u (t) — k;y(0,t) — ki(0,8)], 7=2,8,...,7n,
kio(lis1) =0, bt —=2,3 vy ]
kip(lit) =0, i=j+1,i+2 ...,5+1.

{Naturellement, au cas ou les barres sont de longueurs infinies, il n’existe que
les conditions aux limites pour x = 0.)

3 La détermination des fonctions ,(x, ¢) est un probléme élémentaire que nous ne
discutons pas.
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Il est facile de voir que la somme des fonctions k;; + k;, fournit vraiment
les fonctions cherchées v,(x,t).*

Nous pouvons obtenir les fonctions k,, d’aprés le relation (16) en sub-
stituant w(t) — k; (0, t) & u(?).

3. §. Le démonstration d’unicité des solutions

Enfin il nous reste a traiter la question de 1'unicité des solutions U(t) et
Vi(z. t). Il nous suffit évidemment de démontrer que le principe de monotonité
est applicable dans notre probléme plus général. (Pour le principe de mono-
tonité voir [1] et [3]).

I1 faut alors démontrer le théoréme suivant:

Soient U,(t), V(x,t) les solutions de notre probleme, continues
méme sur la frontiére concernant la fonction @) (n = 1, 2) pour lesquelles
les valeurs initiales et les conditions aux limites prescrites ‘sont équivalentes.

Soit: Qy(t) > @u(t) et U,(0) > U, (0) pour 0 = £ < 7. Alors Vi, (2, 1) >
= V,2 (x,t) pourt < T et 0 < @ < ;. Supposons en premier que j = 0,]=n
¢’est-a-dire que toutes les barres s sont finies et que les valeurs initiales sont
prescrites aux extrémités droites des barres,

Vilist) = V(1 1) .
Introduisons les notations suivantes:
Qu(t) — Qult) = Q(t), V(1) — Vin(a, 1) = V (1), U (1) — Uy(t) = U1) -
D'aprés le principe du maximum il nous suffit de démontrer que
V0,20, 05T,

Supposons qu’il existe un {;; pour lequel V,(0, ¢;;) < 0. Comme V (0, 0) = 0
¢t U(0) > 0, il en découle que pour un ¢ assez petit: V[ (0,t) < 0 pour
chaque 7. En tenant compte de la représentation intégrale de V(z, t) concer-
nant la fonction V[, (0, t) prescrite (voir [3]): V,(0,¢) > 0 pour un ¢ assez
petit. La fonction V,(0, t) change donc au moins une fois de signe dans l'inter-
valle (0,t,). Désignons par f, le plus petit nombre ou la fonction V (0, )
change de signe et soit

RNy
t* = mint,, .
1

(Sans restriction de la généralité nous pouvons supposer que ¢* correspond a la
solution ¥4(0,%) c. &. d. t* =&,.)

Ainsi pour chaque i: V,(0,1) =2 0si0< ¢ < t*. Vu que V, (0,t*) = 0 et
17,(0,t) = 0 dans l'intervalle 0 < ¢ < ¢*, en vertu du principe du maximum,
Vi(z,t) = 0, dans le domaine 0 < t < #*, 0 <2 <4, et F,(0,¢*) = 0. D’ap-
rés (4) il résulte que U(1*) < 0 et d’apres (3) il est évident que U’(1*) > 0.
Alors il existe un 1** < 1*, ou U(1**) = 0 et U’(t**) < 0. En tenant compte de
nouveau de (3) on aboutit & une contradiction.

4 Les fonctions k;, sont déterminables & I'aide de méthodes bien connues figurant
dans les manuels d’enseignement.
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Au cas ou notre systéme est également composé de barres de longueur
infinie resp. pour lesquelles les valeurs de la dérivée par x sont prescrites, la
démonstration est analogue a celle publiée dans [3].

Enfin nous exprimons nos remerciements & Mlle. SALrAY pour aide
apporté dans notre travail.

(Regu le 10 Janvier 1962.)
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0 CUCTEME TEIUJIONPOBO JAIUX CTEPKXHEN
T. FENYES — P. KOSIK

Pe3iome

ABTOpBI pelialoT 3ajiauy TemnJoNpoOBOJHOCTH CHUCTeMbl COCTOsLIeH M3 Mpo-
M3BOJILHOTO KOHEUYHOI0 UMCJIa KOHEYHBIX, COOTBETCTBEHHO 0ECKOHEUHBIX CTepIK-
Hel TPUMBIKAIOMUX K TENJOBOMY pe3epByapy, TeIIOBOH €MKOCTbI0 KOTOPOTO
Hesb3st npeHeOpeub. Mceneqyemasi cucteMa MOYKeT OJHOBPEMEHHO BKIOYATb B
celst CTeP)KHU KOHEYHOI M GeCKOHeYHOM JUIMHBL. ABTOPHI CBOJAT 3a/lauy K pelle-
HUIO MHTErPaJIbHOr0 ypaBHEHUsT BTOPOTO POJia TUIA CBEPTKM, KOTOPOe OHU HCCIle-
AYIOT NPH TOMOLUM ONepPalMOHHOI0 MCUMCIIeHUsT MHKYCHMHCKOT0. OTUM OHM JI0-
CTUTaloT TOro, YTO 0eCKOHeUHBIH psj, NPeACTaBISIOIMIA pelleHue, COTrJIacHO
OJIHOM M3BECTHOM TeopeMbl OTepaLIMOHHOTO MCUMCIIeHus, Oy1eT paBHOMEPHO CXO-
JTBCST M MO3TOMY HCCJefloBaHUE CXOAMMOCTHM CTaHeT M3JIMIIHMM. ABTOpBI, Ha-
KOHell, JOKa3bIBAlOT eJMHCTBEHHOCTb CHCTeMbl pelleHHi 3ajauu TenjaonpoBOI-
HOCTH.
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