SUR CERTAINES TRANSFORMEES DES SERIES DE PUISSANCE
ABSOLUMENT CONVERGENTES SUR LA FRONTIERE DE LEUR
CERCLE DE CONVERGENCE

par

LiszL6 ALPAR
§ 1. Introduction

Soit f,(2) une fonction réguliere dans le cercle |z | <1 et {,= ref
(0<r<1,0=< a< 27 un point fixe. La fonction f,(z) définie par la relation

2~
Il ——=| =15(2
(L1) h\y=gy) —he
est alors également réguliére pour |z | < 1. Désignons par
(1.2) he) = a2
et
(1.3) fi(2) = 2B,(60) 7

Y=

leurs séries de puissance respectives développées autour de I'origine.
M. P. TurAN a démontré [1] que la convergence de la série (1.2) pour
z =1 n’entraine pas toujours la convergence de la série (1.3) au point

1—1_50 0

correspondant z = -2 solution de I’'équation 12—_:—— = 1. En généralisant
0 — &2

le résultat de M. TURAN nous avons montré [2] que la transformation (1.1)

ne conserve pas non plus la sommabilité (C, k) (k> 0). Plus exactement la

sommabilité (C, k) de la série > a, assure la sommabilité (O, k-1/,) de la série

v

>b,() (i ::: g_"] , mais elle n’implique pas la sommabilité (C, k + 0) de cette

0
derniére si 6 <1/,.

Les théorémes cités portent sur certaines propriétés locales des fonctions
fi(z) et f,(z) et de leurs séries de Taylor respectives. Plus récemment nous
avons obtenu [3] un théoréme qui concerne le comportement des séries (1.2)
et (1.3) sur la circonférence |z | = 1 et qui s’énonce comme suit:

Théoréme 1. — Etant donné un point fixe &, (0 < |C,|<1), on peut
trouver des fonctions f,(z) réguliéres pour |z | <1 se développant en séries de

puissance 20 a,?” absolument convergentes pour |z | = 1, c’est-a-dire
oo
(1.4) 2la|=a<e,
e
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telles que les séries de puissance définies par la relation

z— &, =
h (m) =Lty = 2 b(5,)7

r=0
ne soient pas absolument convergente pour |z | = 1, donc telles que
2 [b(Zo)| =00 2
r=0

Nous nous proposons d’étudier dans cet ouvrage le probléme suivant
qui se rattache au théoréme 1: La relation (1.4) supposée vérifiée, entraine-t-
elle pour |z | = 1 la convergence ordinaire de la série (1.3) ? La réponse affir-
mative s’exprime par le théoréme ci-dessous:

Théoréme 2. — Soient f,(z) = > a, 2" une fonction réguliére pour |z| < 1,
=0 '

2a,|<oo, £y (0< |8 | < 1) un point fize, |2,| =1, |2, | = 1 deux points

liés par la relation
0
1 —

Alors la série de puissance obtenue par la transformation

— & g
f (;] = f,(2) = %bu(éo) Z

(1.5) e

11—,z o
est uniformément convergente sur la circonférence |z | =1 et
(1.6) = a5 =hn) = 2004

Si, considérant la relation (1.6), on compare les théorémes 1 et 2, on peut
constater 'existence des couples de fonctions, telles que f,(z) et f,(z), admettant
les mémes valeurs dans la méme succession lorsque z, et z,, liés par (1.5), par-
courent la circonférence | z| = 1, et malgré cela f,(z) est representée par une série
de puissance absolument convergente pour |z| = 1, tandis que la série entiere qui
représente f,(z) n’est pas absolutment, mais seulementumformementconvergente
pour |z | = 1. Des séries de puissance d’un tel genre, qui sont uniformément mais
non absolument convergente sur la frontiere de leur cercle de convergence,
ont été déja trouvées par G. H. Harpy ([4], pp. 157—160), et d’apres une
conjecture de L. Frjir par M. Riesz et par Frsgr lui-méme ([5], pp.
48—50). Néanmoins les séries faisant I'object de leurs recherches, ne sont
pas en relation avec une autre série de Taylor qui, sur la frontiére de son
cercle de convergence, est absolument convergente.

! La note [3] étant rédigée en hongrois, nous avons tenu opportun de reprendre,
dans le § 2, la. démonstration du théoréme 1.
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Ces réflexions nous ont amenés a chercher l'inverse du théoréme 2 et
a soulever la question suivante: A partir des séries de puissance convenables
absolument convergentes sur la frontiére de leurs cercles de convergence,
peut-on faire dériver au moyen d'une transformation du type (1.1) chaque
série de puissance uniformément mais non absolument convergente sur la
frontiére de son cercle de convergence, ou bien I’ensemble des séries de la
seconde espéce se subdivise en deux catégories: I'une contenant les séries
qui s’obtiennent par une telle transformation, 'autre les série qu'on ne peut

déduire de cette fagon? Comme —lz—% et sa fonction inverse ont la méme
structure, la question posée peut étre formulée d’une autre maniére encore:
Désignons par f,(z) une fonction réguliére pour | z | < 1 dont la série de Taylor
est uniformément mais non absolument convergente pour |z | = 1. Peut-on
donner pour chaque f,(z) un nombre complexe £, (0 < [, | < 1) tel que le
développement Taylorien de la fonction f,(2) obtenue par la transformatlon
(1.1) soit absolument convergent pour | z | = 1, ou bien existe-t-il des fonctions
f.(z) pour lesquelles on ne peut pas trouver de ‘tel £, ? La réponse est formulée
par le théoréeme suivant:

Théoréme 3. — Il existe des fonctions f,(z) régulieres pour |z | <1, se

’ o . = & » ¥
développant en une série de puissance 2 a, 2" uniformément mais non absolument

—Co)
1—& 2

en une fonction f,(z) dont la série de puissance Z b,(&,) 2’ n’est absolument conver-

convergente pour |z | =1 et qui se change par la transformation f,

gente sur la circonférence |z | = 1 pour aucune valeur de £, (0 < |, | <1).
Pour démontrer le théoréme 1, on établira

oo

(17) bn(go) = :S;an(co) av

ou les quantités y,,(,) sont indépendantes du choix spécial de f,(z). L'expres-
sion (1.7) représente un procédé de sommation linéaire et on démontrera
que la matrice [y,,(,)] ne remplit pas les conditions nécessaires et suffisantes
pour qu’elle transforme chaque série absolument convergente en une série
absolument convergente (§ 2).

La démonstration du théoréme 2 est plus compliquée: Selon (1.7)

(1.8) AV B goym,@o, 2) (a,2})

ol Y,,(Cos 2) = Yn(Co) 27" 28 L’expression (1.8) définit également un procédé
de sommation linéaire qui d01t transformer la série absolument convergente

w =
Y ) ’ .
_\_0 a,z; dans la série convergente 20 b,(Cy) 2% . 11 sera demontré que la matrice

v= n=

? J’avais communiqué ma conjecture concernant l’existence de deux sortes des
séries de puissance en question & M. P. ERDGS qui en a fait part dans une lettre & M. G.
PirANIAN. Dans sa réponse, M. PIRANTAN a déja exposé une démonstration intéressante
du théoréme 3 qu’on lira dans le § 8.
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M = [Vm(Cor )] jouit de cette propriété. A cet effet on donnera aux éle-
ments de 7 une forme plus adéquate au calcul (§ 3). On établira ensuite le
lemme 1 qui fournira les conditions nécessaires et suffisantes pour qu’une
matrice infinie transforme toute série absolument convergente en une série
convergente (§ 4). On vérifiera dans les §§ 5 et 6 que . 7 satisfait aux conditions
établies dans le § 4.

Le § 5 contient deux lemmes permettant de majorer |y,,( y %) |- On
montrera d’abord (lemme 2) que |y, 2)|= O(y"s) uniformément en
2, et m, et 'on prouvera ensuite (lemme 3) que Iym, Lary) | =0y "5

147 1—7r

uniformément en z, et n si e — — —— | = ¢, v"s12 olic,estune
v 1—7r||» 1-+7r

constante indépendante de n et », et & € [0, 1/;] désigne un parameétre. Le lemme

3 sera démontré a l'aide de la méthode du col en discutant les différentes

| JE— v
w r} -

formes et positions des courbes de niveau de la fonction

1 —rw
qui varient avec A= LR changement de variable permettra de ramener les
v

cas ou A <1 & ceux ou 4 > 1. Nous aurons a évaluer I'intégrale

1 w—r) dw
1.9 T = J ]
Wy s 271 1 —rw| w'tl

Ly

ou L, est une courbe fermée qui entoure l'origine et passe, suivant le cas,
par un ou deux cols, notés w, et w,. L’application de la méthode du col se
heurte a des obstacles lorsque w; = w, = loubiensiw;, — 1 —>0etw, —1—0

A__l—i—r

, l1—7r

avec v — oo. C’est ce qui arrive si s’anulle ou tend vers zéro

avec Y — oco.
Le § 5 prépare les calculs effectués dans le § 6. Le point essentiel de notre

démonstration est d’établir que les:sommes partielles o,,,(C,, 2 2 (G20

sont uniformément bornées en z;, m et ». Ce qui revient & prouver que les intég-
rales

(1.10) | . ”w_" j duw

271 1— rwl wntl(w — eff)
Ly

. . . \ m , e :
sont uniformément bornées en f, m et », o 1 =—, L, désigne le contour qui

figure dans (1.9) et 0 < f < 27 est un angle qui ne dépend que de z,. Les
difficultés proviennent maintenant de deux circonstances: la coincidence ou
le raprochement indéfini des deux cols cause des inconvénients déja mentionnés;
il arrive de plus, si f == 0, que pour certaines valeurs de 4 'un des cols, soit
p.e. wy, coincide avec le pole e ou bien que w, — e — 0 avec » — oo; si
p = 0 les mémes cas se produisent simultanément avec les deux cols, mais

| Sl
I—g|.
= O(»~"s),en appliquant le lemme 2, un calcul direct fournira la borne supé-

ce fait ne souleve pas des complications particuliéres. Lorsque |4 —
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T 14+7]
1—17 ‘
w, — € — 0 (» — o0), on proceédera d'une maniére analogue en s’appuyant sur
le lemme 3.

Nous avons déja étudié dans notre ouvrage [2] (IIL, p. 102) I'intégrale

rieure de o,,,(C,, 2,). Si, pour = c, v st on a w; — €¥=0 ou

m 4+ k
- - l k ) (L= Eo )k o™ (14 EOCU 1,dco
o= omi 1kt o Ju—www+m[w+%] ’
el
analogue a I,,,,, o k = 0, 0 < 6 < 1 sont des constantes, |c{*+? | une quantité
bornée et L,, un contour d’intégration contenant le péle @ = — &,. En outre

cette 1ntegrale ne devait étre considérée que pour les n et v satisfaisant a la
double inégalité
1—7r 1 v, +1 Py

_agltr 1 el

(L) g
147 logw v v 1—r logv v

(0=<9v,<1,0<w, <1). Au cours de I'évaluation de g,, nous avons rencontré
les mémes difficultés que nous venons de mentionner en esquissant le calcul
de 7, mais en comparant les expressions de I, et g,,, et vu l'inégalité
(1.11) on apergoit qu’il faut tenir compte encore des circonstances suivantes:

n 4 kJ [v +k+ 6]‘1 = O0(»); lexposant
k+0

qui figure dans (1.10) correspondant & 6 est égale & 1; dans le cas de g, on a

selon (1.11) e o A> tandis que dans le cas considéré |1 — LR
1—r7r log » 1—r7r

> ¢,»~"s+2  D’autre part, le fait que nous cherchons seulement une borne

supérieure de | I, | indépendante de 8, m et » et non sa valeur asymptotique,

comme dans le cas de g,,, nous offre certaines facilités.

(1.10) ne contient pas le facteur

o

o
La convergence de la série ‘Z;bn(é'o) 21 étant ainsi prouvée, la relation
oy

(1.6) est imédiate. On montrera encore (§ 7) que cette série est aussi uniformé-
ment convergente pour |z, |= 1.
Enfin le théoréme 3 sera établi en s’appuyant sur la théorie des repré-
sentations conformes (§ 8).
* %

Les symboles O et o seront employés dans le sens de » — oo. On désignera

de plus par ¢; (j = 1, 2, ...) ou bien des constantes numériques positives ou
bien des quantltes bornées de la forme
(1.12) ¢; = c;v, &) = cf + cf*(v,e) = cF +0(1) > 0,

ou ¢f est une constante numérique positive.

§ 2. Démonstration du théoréme 1

Les relations (1. 1) et (1.3) pormettent d’écrire

22—y ) dz
b Jﬁ(L_gszf
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ou ! est une courbe simple fermée entourant l'origine tracée dans le cercle
| z | < 1. Remplagons dans (2.1) f,(z) par sa série de Taylor donnée sous (1.2):

5o 1 - 2 Co i =
e bullo) = 271 {Z a”(l — &, z) ] n+1 =20
1

r=0

(2.3) Yrullo) = — ( Z“EO—J""—Z

2ni ) |1 —(yz) 2"+
1

L'expression (2.2) représente le procédé de sommation cherché déja signalé
sous (1.7). Il nous faut trouver un critére permettant de décider si ce procédé

transforme la série > a, absolument convergente en la série absolument con-

r=0
vergente > b,(C,). Ce critére est fournit par le théoréme suivant di & K. Kxopp
et G. G. LORENTZ ([6], p- 11, Satz 1):
Soit [y,,] une mairice infinie (n=0,1,2,...; v=0,1,2,...). Pour

P& N v
que [y,,] transforme toute série > x, absolument convergente en la série absolument
¥=0

convergente > v, ol
n=0
=;;ymxv =0T 1]
il faut et il suffit qu'il existe une constante K > 0 vérifiant I'inégalité

Yol = »=0,1,2,...).

i

n

On démontrera que, dans le cas considéré, il n’existe aucune constante
K > 0 qui satisfairait & I'inégalité

(2.4) §|ym,¢o =K = T O,

En effet, la relation (2.3) signifie que

= 20 771»(;0) zn

n=

z— 0,

- =

Des fonctions du type 12_—50 ont été étudiées par M. B. M. BAJSANSKI
— Gp z2
([7], pp- 142—144, Théoreme 3) lequel a obtenu le résultat suivant:

ne fonction holomorphe pour |z| <R, B> 1;
=1 pour |2 | =
0k, k= 0,1, 2

=
—§

v
P i)
3
+
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Alors, en posant

T = 3 6,7,

on aura
(2.6) lim 3 |a,|=e.
p—>o0o n=0
La fonction 12 _f % remplit les conditions 1), 2), 3) et il résulte ainsi
— QO 2

de (2.5) et (2.6) que
hm 2 lynv(c())l =12l

I

Par conséquent il n’existe pas de constante K vérifiant (2.4) pour chaque ».

Il y a donc des séries > a, absolument convergentes qui se transforment par
v=0

[7:(Co 2,)] en des séries non absolument convergentes > b (Z,). Le théoréme

. . n=0
1 est ainsi établi.

§ 3. Expression des éléments de .7/

Le procédé de sommation (1.8) s’écrit sans plus sous une forme plus
explicite a 'aide de (2.2) et (2.3):

Bl ’
sy wd= SEA [ e = St e
v=0 v

2 ] k.8 2% o
En prenant pour [ la circonférence |z | =1, on aura
2ot z— & ) dz
(3.2) Voullon2y) = 222 f L -
BRmE 271 1— 2] 2°H1

|2]=1

C'est I'expression (3.2) qui doit prendre une forme un peu différente plus
propice & nos calculs. Etant donné que {, = rei, posons z = ¢/* w dans (3.2):

ei(n—v)a 2N D Yy dw
3.3 gy ) = = 2
B Fando ) 2mi (l—rwJ ikl
lw|=1
On en tire
(34) [ym)(CO’ 2"l)l = '))nv(r’ 1)[ é I

§ 4. Transformation des séries absolument convergentes en séries
convergentes

La démonstration du théoréme 2 consiste & prouver que la matrice
A = [Vn(Cy 2)] transforme toute série absolument convergente en une
série convergente. C’est dans ce but que nous allons établir le lemme suivant:
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Lemme 1. — A. — Soit [y,,] une matrice infinie (n =0,1,2,...;
V=100 152 ) et

m
o= 2 Yy
n=0
Pour que [y,,] transforme toute série > x, absolument convergente en une
v=0

série convergente > y,, o
n=0

(4.1) yn==;§9%vx, n=0,1,2,...),
il faut et il suffit
1. que
(4.2) lim 6, =a, (=105 1;2; ...)
m—»co
existe;
II. que Uon ait une constante K > 0 vérifiant I'inégalité
(4.3) [l S - (=01, ..j0=0, 1.8 ...]

B. — En supposant de plus
II1. que Uon ait
(4.4) 0, =1 RN R

alors
(4.5) .Zyn 2%,

donc le procédé de sommation (4.1) est aussi permanent.

Démonstration. — On se servira du fait que I'ensemble des suites
x = {x,} dont chacune est formée a partir des termes d'une série absolument
convergente constitue un espace de Banach B avec la norme x| = 2 [ 1.
1° Les conditions sont suffisantes. — Supposons d’abord que les condl-

tions I et II et ensuite III sont realisées. Leur suffisance résulte directement
du théoréme suivant de S. Baxacu et H. STEINHAUS ([8], p. 79, Théoréme 3) :3

St une suite de fonctionelles linéaires {U,(x)} définie dans Uespace E est
convergente dans un ensemble G qui est dense dans une sphere S et st la suite
des normes {|| U, ||} est bornée, la suite des fonctionnelles {U,(x)} est convergente
dans Uespace B lout entier.

I/

Les sommes partielles de la série y, définissent une suite de fonc-

Il
o

n

3 Dans ce qui suit on désigne par K un espace de Banach.
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tionnelles linéaires {U,,(z)} dans I'espace B, soit

(4.6) = e =T

n=0 v=0

En effet, | U, || = sup | o, | (cf. [8], p. 67), d’otr, d’aprés (4.3), || U, || < K.

D’autre part les suites 2’ = {x]} qui ne contiennent qu'un nombre fini
de termes différentes de zéro forment un ensemble partout dense dans B et
en vertu de (4.2) la suite des fonctionelles linéaires {U,, (2')} est convergente
dans G. La suite de fonctionnelles { U, ()} est donc convergente dans I'espace
B tout entier, et 'on a pour tout x € B

(4.7) lim U,(x) = > 0,2, = 50 Yn-

m— e v=0 n=

Les conditions I et II sont donc suffisantes.

Si en outre (4.4) subsiste aussi, la relation (4.5) est une conséquence
immédiate de (4.7).

2° Les conduions sont nécessaires. — Supposons maintenant que [y,,]
transforme chaque série absolument convergente en une série convergente.

Envisageons en premier lieu la suite particuliere x = {x,} ou 2, = 0
m

siv= petx, =1 0On a alors y,=y,,, Sy = Oy €t il s’ensuit, par hypo-

these, que

lim Zyn = 1 g =,

Mm-—>o n= m— oo
existe. En posant © = 0,1, 2, ..., on constate que la condition I se trouve
vérifiée.

La nécessité de la condition IT découle d'un autre théoréme de S. BAxacH
et H. STeEiNHAUS ([8], p. 80, Théoréme 5):

Etant donnée dans E une suite {U,(x)} de fonctionnelles linéaires
telles que lim | U,(x) | < oo pour tout x € E, la suite des normes {|| Up ||} est
bornée, -n+=

Montrons d’abord que U, (x) définie par (4.6) est une fonctionnelle
linéaire dans B. La condition I étant remplie, on a | o, | < o pour chaque
» < oo. On en déduit, en posant

7
Ump.(x) — -\-0 Oy Ly s H Ul?‘lp.“ = Sip ‘Umvl ®=0,1,2,...),
y= =pu

que {U,,,(x)} est une suite de fonctionnelles linéaires dans B. Selon I’hypothése,
on a Iim | U, (2) | = | Unl [< oo pour tout xz € B. Il résulte ainsi du

theore;;ew cité que la suite des normes {|| U, ||} est bornée pour chaque
m < oo et || UmH_suplom,,|<oo
Appliquons ensulte le théoréme invoqué alasuite de fonctionnelles linéaires
{Upn(x)}. On a, par hypothese, lim | U,,(x) | = | U(x) | < o pour tout z € B.
m-—> oo
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Par conséquent la suite des normes {|| U,, ||} est bornée, done sup | o, | =

= || U, || est uniformément bornée en m et ». La condition II est aussi néces-
saire.

On en conclut enfin que si le procédé (4.1) est permanent, ¢, = 1 pour
v =0,1,2,.... La condition III doit donc étre remplie.

Remarquons encore que par la suite nous n’utiliseront que la suffisance
des conditions du lemme 1.

§ 5. Majoration des éléments de .7

Larelation (3.4) montre déja que les quantités |y,,(C,, %) | sont unifor-
mément bornées, mais ce résultat est insuffisant pour ce qui suit. Dans le
but d’en donner une meilleure estimation nous établirons deux lemmes.

Lemme 2. — On a
(5.1) | ¥n(Lo» 21) I = 0(”—1 3)
uniformément en z, et n.

Démonstration. — Il résulte de (3.4) qu’il suffit d’évaluer |y, (r, 1) |.
Posons dans la formule (3.3)

w = ei?, o = ei9(<P);
1 —rw
nous obtenons:
27 a+y='ls 27 —v=I3 27

T Py S A I S A
(5.2)
11 est évident que
(5.3) T, 20w

Pour majorer I, nous appliquons le lemme suivant de Vax Der CorpuT
([9]1, pp- 116—117): 8i la fonction u(p), a < ¢ < b, a une dérivée croissante,
et si u"(p) = » > 0, ou » est une constante, alors

(5.4) er@ddé%( v)H.

Dans notre cas u(p) = 0(¢) — ﬁ(p et
v
27r(1 —r?)sing

e b (1—2rcosg 4 r2)2

Par conséquent u”(p) = ¢, v=—'/s = x pour ¢ € [w + v—3, 27 — »~"3]. On tire
ainsi de (5.2) et (5.4)

(5.5) 1, = O(y—")
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uniformément en 2z, et ». La proposition du lemme 2 se trouve ainsi vérifiée
par (5.3), (5.5) et (5.2).

Nous aurons besoin encore d’une meilleure estimation de |y,,(¢,, %) |
que celle donnée sous (5.1). A cet effet nous démontrons un autre lemme.

Lemme 3. — Soit > =1 et 0 < ¢ <1/,. Alors, si Uinégalité

v
(5.6) R g, bl > ¢, v2lat2e
1—7 1+7r

est vérifiée, il existe un contour d’intégration particulier L, tel que

' ; 2 w—r " |dw|
5.7 den )| & L= — = Oy
1) rmnm) S Tu=g- [ |50 s = 0
La.
uniformément en z, et mn.
Démonstration. — TLa relation (5.7) s’établit facilement si 1 est suffi-

samment grand ou suffisamment petit. En effet, désignons par o et o, deux
constantes: 1 <p <771, r <p, <1; dans la formule (3.3) on peut remplacer
le contour d’intégration | w | = 1 par la circonférence | w | = g resp. |w | = o,.
Les relations

w—r |V
| 1) s rmlCo2) | = (ef‘ max

[wl=e,

w—1r |7
1 —rw|

‘ynv(CO) zl) ] _S-_ [9_1 max
l—rw

[w|=e

sont alors immédiates. Il existe donc trois nombres positifs 6 = d(o, 0;) <1,
Mo) > 1 et A(p,) <1 tels que pour 2 = A(g) ou 1 < A(p,)

(58) |'ynv(CO’ zl) | é an = 6’"

L’inégalité (5.8) entraine (5.7). La circonférence |w |=p resp. |w|= g,
représente maintenant la courbe L,.

Il reste & examiner les cas ou A(g;) < A < A(0). Fixons, une fois pour
toute, A(g) et A(g,). A est ainsi compris entre deux constantes positives indé-
pendantes de n et ». Ce fait permettra une réduction de plus. Nous allons
voir que les cas ot 2 << 1 se raménent & ceux out 4 > 1. Pour cette fin, posons
dans (3.3) (w —r) (1 — rw) ! = w1, nous obtenons

w47
l4+rw

o dw

(1 4+ rw)?

- pilv—nja ~n
(5.9)  Ymlloz)=(1—1) 2 f

2mizy

lo|=1

Cette intégrale s’anullant pour » = 0 se calcule facilement pour » < 1. Lorsque

. , (o7
n > 1 nous allons majorer |y,( ,, 2,) | en évaluant ‘ T (12
+rw

en intégrant le long d’un contour d’intégration convenablement choisi sur
lequel | 1 4 7 » [72 est une quantité bornée. Abstraction faite donc du facteur
(1 + 7 w)~2 les intégrales intervenant dans les formules (3.3) et (5.9) sont
de la méme structure, toutefois avec la différence que les roles des parametres

et
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n et » sont interchangés. En conséquence, si (5.7) est déja démontrée pour
1 < 1<), on a |y,(le2) | =0m""%2) pour Ap) <21<1, et cette
derniére relation est équivalente & (5.7), puisque n = Av. En tenant compte
de plus de I'inégalité (5.8), seuls les cas ot 1 < 4 < A(g) sont & étudier.

Cela étamt, 4 — —— r = i , et la condition (5.6) se réduit a
147 1—r
(5.10) ’,1_ %L_" N
—r

L’intégrale qui figure dans 'expression (3.3) est du type
(5.11) J,= { h(w) [F(w)]"dw = | h(w) e!® dw.
L L

Lorsque »— oo, la valeur asymptotique de J, peut étre déterminée par la
méthode du col ([10], pp. 77—101) si certaines conditions sont remplies.
L’élément essentiel de cette méthode consiste & choisir convenablement le
contour d’intégration dans le domaine de régularité D de la fonction & intégrer.
La méthode du col peut étre briévement décrite de la maniére suivante:
1) Les cols en question se trouvent parmi les racines de I'équation f'(w) = 0
qui appartiennent & D. 2) Soit w, € D une de ces racines. La courbe de niveau
G(w,), donnée par l'équation

(5.12) | F(w)| = | F(w,)| = ¢; resp. Ref(w) = Re f(w,) =logc,,
divise D en deux domaines partiels D, et D, tels que

F(w)| <c, resp. Ref(w) < logec,, si wéD,,
(5.13) | F(w)| 3 P flw) gCs €D,

| F(w)| > ¢y Tesp. Ref(w) > logc,, si weD,.

3) G(w,) a un point double en w, ou elle se coupe sous un angle droit. 4) L
passant par w, est tracée en D;; | F(w) | atteint donc sur L son maximum
absolu en w,. 5) Il est avantageux que L soit tangente en w; a la droite ¢, (I'axe
du col w,), bissectrice de I'angle formé par les deux tangentes tracées en w,
a G(w,) et dont un segment appartient a D, au voisinage de w;.

Si un tel choix de L est possible, de plus si F(w) resp. f(w) ainsi que i(w)
sont indépendantes de », si enfin f”(w,) == 0, alors en désignant par 7, 'angle
compris entre £, et 1'axe réel, on a

27m
”[f”(w1)l

Si pour une raison quelconque L doit passer par plusieurs cols, la valeur asymp-
totique de J, s’obtient comme la somme d’expressions analogues a (5.14).

Dans notre probléme 'intégrale contenue par la formule (3.3) concré-
tise 'expression générale (5.11). D’aprés (3.4) il suffit de nous occuper de
I'intégrale

(5.15) o f( il J Lo

271 1—rw wntl
I

Y
(5.14) J, = h(w,) efw)+in {1+ 0@ 1)}.
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La courbe fermée L entoure le pole w = 0, mais elle ne renferme pas le point
w = r~1. L’application de la formule (5.14) & l'intégrale (5.15) exige le choix
préalable des fonctions F(w) resp. f(w) et h(w), la détermination du col (ou
des cols), le calcul des quantités h(w,), f(w,), | f"(w,) |, 7, et la construction
de la courbe L. Soient

Fw)=w*—, f(w) =log|lw* ———

w—r ( w—r
1 —rw

1 —rw
(5.16)
h(u)) =,

ot w™* est compté avec sa détermination principale. On a ainsi
; A 1 r
f)=— =+ ——+ =

w o w

—7r 1 —rw

(5.17)
riw? —[(1+r)A—(1—r)]w+7ri

ww —r) (1 —rw)

d’otr les racines de I'équation f'(w) = 0:

1 1+r%. ]_—7'V2
% _— 2) A — —7? == A=
(5.18) w, , 27%{(1—}—7‘) 1—r3) (1 T){ 1—7‘) ( l—i—r] }

On voit que les cols ne dépendent pas directement de » ou de » mais seulement
de 2 et 'on peut écrire w, , = w, ,(1). La courbe L, qui doit passer (au moins)
par un de ces cols, varie donc avec 4 et pour cette raison on la désignera par L,.

On voit de (5.18) que pour A> i_{— ” les cols sont réels, et comme

—r
wywy, = 1 (cf. (5.17)), w, est le conjugé de w, par rapport & la circonférence
|w|=1. On vérifie de méme que lim w,(1) = r~! et lim w,(4) =r. Il en

A—>oco A—+oo

r

7 1
résulte que pour :
—7

valle réel (r,r1).

< A < Ao) les cols sont des points intérieurs de I'inter-

Pour 15 A< e ,on a |w |=|w,|=1 et w, =w, donc
(5.19) W0y = et = e 12 (¥ =9(4) > 0)
avec
cosﬁ:l—f—r“— 1—r~,
27 274
(5.20)

’

— 2 Y o Y
sinz?:l T (l—l—r —‘}‘J (1__ 1 r'
274 \1—r 147
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Par conséquent la condition (5.10) et celle que 42 > 1 se traduit par le fait
que cos ¥(1) = r et

(5.21) cgv~ e < dA) < ¥(1) < %

Lorsque (5.10) n’est pas réalisée, on a 9(A) = O(y~"s*¢).
147
L—nr
par la condition (5.10), mais il sera examiné dans le § 6 & I'aide de la relation
(5.1) du lemme 2.

On tire ensuite de (5.17) et (5.18)

f"(wl):iz[l— IH)%[l— 1"7)%,

Sienfin 4 =

, on obtient w;, = w, = 1. Ce cas est d’ailleurs écarté

1— 1
(5.22) lzl ry +r‘/
f”(wz):——z(l— 1—{—7‘)2[1_ 1~TJ2.
w3 1—7r 1+7

Les expressions (5.22) font ressortir le sens de la condition (5.6) resp. (5.10)
dans l'application de la formule (5.14). En ce qui concerne 4, w; et w,, nous
venons de constaterque 2 > 1,r < |w, [[1 < 1,1 < |w, |71 < r 1 Il découle
ainsi de (5.22), au cas ou (5.10) est reahsee gque | f"w,) | = O(V”S“),
| /"(wy) |71 = O(»"»¢); pour ¢ = 1/; ces quantités ont donc une borne supé-
rieure indépendante de ». En outre on tire de (5.16)

(5.23) h(w,) = 0(1), h(w,) = O(1)

pour tous les 4 en question.
Ceci posé, nous alons distinguer les cas suivants:

1 1 r
1 £=—, 4 +e <1< Ap).
3 1—r7r
92 O§s<l, Z:l_l_r—l—czv_g’ff“e.
3 1—7r
B
32 e=0, l+r~—czv‘2’3§l§1'r—i—czv‘%.
l1—7r 1—r
4° 0<8<i, 1=1+r—02v—2/3+25.
3 1—7r
5° Bt R
3 1—7r

¢, est une constante arbitraire, fixée une fois pour toutes, suffisamment petite
pour que nos raisonnements aient toujours le sens désiré; on pourra prendre

A “'ka

S SR R
AU i ADLN
v\%\'ﬂi‘“

Juus
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e e LNl —n®
L 2 14172
est choisi de telle facon que A soit un nombre rationnel. Dans le cas 3° les
| n(Cos 2,) | seront évalues & 1'aide du lemme 2. Les cas 1° et 2° sont carac-

i+r<l,lesca54°et5°parceluiquelél<i_’_r,
—7 =T

r}(1 — r)%. Le parametre & parcourant l'intervalle [0, 1/,]

térisés par le fait que

Figure 1.

Ces distinctions sont utilés & la construction de L,. Pour la discussion qui suit
posons | F(w) | = g,(w) pour les valeurs réelles de w.

1+7

1—7r

A) < A< Ao) .

Les racines de 1'équation g;(w) = 0 sont w, et w,, r <w, <1 <w, <
< r~1. g,(w) est continue pour r < w<rletg,(r) =0,9,(1) = 1,9,(r" 1) = oo.
g,(w) atteint done son minimum local en w; son maximum local en w, et, par
suite, g,(w;) <1, g,(w,) > 1. Il en résulte, F(w,) étant maintenant réelle,
que (cf.(5.13)):

(5.24) 0 < F(w,) =ef® = c5 < 1 resp. f(w;) =loge; = —cg <0.

Selon (5.16) on a |F(w)| =1 powr |w|=1 et Flr 1) = oo, F(cc) = 0.
On en conclut d’une part que la courbe de niveau G(w,) définie par (5.12)
est a distance finie, d’autre part que la circonférence |w | =1 et le point
w = r~! appartiennent & D,. En conséquence, G(w,) est une courbe fermée
qui entoure d’un c6té le cercle |w | < 1, de l'autre c6té le point w = r—1,
en se coupent sous un angle droit en w, (fig. 1; nos figures ne sont pas des
dessins précis, elles représentent seulement la configuration des courbes en
question d'une maniére qualitative). G(w;) est manifestement symétrique

5 A Matematikai Kutat6 Intézet Kozleményei VII. A[8.

e
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par rapport a I'axe réel, lequel est I'une des bissectrices des angles formés
par les deux tangentes & G/(w,) tracées en w,. Pourtant I’axe réel ne peut pas
étre 'axe du col t,, car | F(w) | prend son minimum local en w, quandw € (r, 1),
quoique | F'(w) | doit atteindre son maximum local en w, lorsque w € ¢,. L’axe

t, est donc la perpendiculaire & I’axe réel passant par w,, et 7, = —;E

Apres ces considérations L, peut étre construite comme suit: elle est
tangente & ¢, en w, et entoure la partie de G(w,) qui contient le cercle |w | < 1.
(Sur la figure 1 un segment de ¢, fait partie de L,, circonstance qui s’expliquera
d’ici peu.) L, se trouve entiérement dans D, excepté son point w,, et ainsi
(cf. (5.24)) Re f(w) £ — ¢y <0 si w€ L,. (La courbe de niveau déterminée
par (5.12) posséde outre G/(w,) une seconde branche, une courbe fermée con-
tenant le point w = r et se placant dans le cercle | w | < 1. Cette branche
de la courbe de niveau ne nous intéresse pas.)

L, étant déterminée examinons les cas 1° et 2°.

1 S 1+7+61§/1</1(9)-
3 1—7r

Les relations (5.22), (5.23) et (5.24) montrent que la formule (5.14)
s’applique sans difficulté et I'on a:

(5.25) | ¥nulCo )|~ Ty = w270 f" ()% = v=% {1 + O~} .

(5.7) est donc vérifiée dans le cas 1°.

2° g etll e PO

ey y it
. 3 1 —r

On obtient de (5.16), (5.18) et (5.22)

w; = wy(A) = 1 -} cv—tete,
(5.26) i el p
flwy) = — v 113, f(wy) = 2cqvate,

wy, h(w,), flw,), f"(w;) dépendent maintenant de », 'application immédiate
de la formule (5.14) n’est donc pas permise, mais une discussion analogue
a celle qui conduit a la relation (5.14) fournit, comme on verra, la proposition
(5.7). :

t, est déterminé par l'équation w = w, + iy (— oo < y < o).

Admettons que L, soit composée d'un segment rectiligne s C t; d’extré-
mités w, = w; + v~ "5 et w, = w, — tv~"15 et de 'arc 4 de la courbe de
niveau G'(w,) définie par 1'équation

(5.27) | ) | = | efw0) | = | ef )|

qui constitue avec s la courbe fermée L, contenant le point w = 0.
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Pour majorer l'intégrale en question prise le long de s, développons
f(w) en série de Taylor autour de w, lorsque w € ¢:

]‘(w) = — CgV 1+3e __ Go v—1/3+€y + 2 f(2s) ) 0s+
(5.28)

. e (_ 1y 25+1
+Z§ EYETY LA

ici nous avons pris en considération les expressions (5.26). Or, quel que soit
w; on peut déduire de (5.17) que

(529) /(S)(Q'UI) = 1 {(__ I)S}. (w] '—s 7.)5 o ( ) + rs( r)s} .

s! s(w; — )¢ w3 1 —rw

Si en particulier w; est donné par (5.26), on a 0 <w; — r <1 et on obtient
de (5.29)
—1/s

=w, —7T.

i | 1003

(5.30)
s!

S oo

La série (5.28) est done convergente pour |y | <w, — r. Il en résulte que
(5.31) vRef(w) = — cgv® —cg v st y2 + vyt O(1) (ly| <w, —7).

Pour |y | < v=*15, on a vyt = O(»~"5) et on conclut de (5.31)

‘S‘ |w-—l e’fw) I dy - O(e—c.v“) j‘m e—CI*Tey? dy o
S —

(5.32)
. O(e—cgv” v—‘/,—e/Z) ]

On obtient également de (5.31)

(5.33) v Re f(wy) = — cg 13 — ¢y ¥'lute 4 O(1)= v Re f(W,) ,
et il découle de (5.27) et (5.33) que
(5.34) f |w—1 e | ]dw] = Q(e—c"-e**e) |

A

Les relations (5.32) et (5.34) prouvent que (5.7) est vérifiée dans le cas 2°.
147

B) I A
1—7r

1Py equatlon gi:(w) = 0 n’a pas maintenant de racines réelles, mais d’apres
(5.19) w, = €®, w, = e ® et, par suite,

(5.35) | F(wy)| = |ef™)| =1, |F(w,)] =] =1.

5*
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La courbe de niveau en question passe donc par w, et w,; on la désignera par
G(wy, wy). En vertu de (5.12) et (5.35) I'équation de G(w,, w,) s’écrit sous
la forme particuliére | F(w) | = |/ | = 1. Or, cette équation est vérifiée
par tous les points de la circonférence | w | = 1 qui forme en conséquence une
branche distincte de G(w,, w,) et que 'on note par ;. Cependant G(w,, w,)
doit encore posséder une autre branche orthogonale & (; en w, et w,. Désignons
cette branche par G,(w,, w,). Il est aisé de voir que G,(w,, w,) est une courbe
a distance finie admettant ’axe réel comme axe de symétrie (fig. 2).

Figure 2.

Quant & la distribution des valeurs de g,(w), on a
(5.36) ga(0) =0, gp(r) =0, go(r7) = oo, gy(e0) =0.
Il en résulte que
(5.37) 0¢D,, reD;, r-1¢D,, oo € Dy.
En désignant par 4, resp. 4, le domaine limité par @, resp. G,(w;, w,), on
déduit de (5.35) et (5.37)
(5.38) D,=(4N4)U 4, N4A), Dy=4,Ud,—A4,N4,

(4, resp. A, est le domaine complémentaire de A, resp. /1, par rapport au plan
w). t, resp. &, (I’axe du col w,) pénétre donc aussi bien dans 4, N 4, que dans

A, N/, et, étant bissectrice de l'un des angles compris entre le rayon
et la tangente de @, passant par w, resp. w, forme avec l'axe réel

Tangle 7, =9 +§ resp. T, = — 7.



SUR LES SERIES DE PUISSANCE ABSOLUMENT CONVERGENTES 305

Par conséquent L, est tangente a ¢, en w, et a ¢, en Wy; ell(i se compose
de deux arcs dont I'un se trouve dans 4, N 4, et 'autre dans 4, N 4, et contient
le point w = 0. (Sur la figure 2 un segment de #, resp. ¢, fait partie de L,.)
Selon (5.38) L, D, sauf les cols w,, w,, donc Re f(w) < 0si w € L, (cf. (5.35)).

L, étant construite, passons a I’étude des cas 4° et 5°.

147
1—7r

40 0<8<%, Z: —021)_2l3+2e.

On obtient de (5.18)—(5.22)
el = w, = wy(A) = 1 — ;0 ¥="5+2 4 o, v—ste = ig,(A) = 755, ,
B =cgv=lste, |f'(wy)| = [ [ (wp) | = 205 v a7,

L’application directe de la formule (5.14) n'est donc pas légitime, mais un
procédé analogue a celui que nous avons appliqué dans le cas 2° permet
d’établir la proposition énoncée.

L’axe t, est déterminé par I'expression w = w, + ey (— oo < u < o)
et ¢, est symétrique a ¢, par rapport a l'axe réel.

Cette fois-ci nous devons considérer deux cas: 1/3 > & > 1/6, 1/6 > & > 0.

Pour ¢ = 1/6 supposons que L, se compose de deux segments de droite
et de deux arcs (fig. 2), chacun appartenant & une courbe de niveau parti-
culiére, déterminés comme suit: Soit s, C f, le premier segment d’extrémités
wy = w, + eMy~Ys et wy=w, — e"v~"s. Soit s, ¢, le second segment
avec les extrémités w, et wy. L’arc A resp. A’ joint les points w, et w, resp.
wy et wy, Ils forment avec s, et s, la courbe fermée L, contenant le point w = 0.
L’arc A4 resp. A’ appartient a la courbe de niveau G(w,) resp. G(w;) donnée
par I'équation
(5.40) ]gf(W)l = [ ef(Wo)I — ]ef(wn)J resp. ‘ef(W)l = Ief(W6)| = ]gf@('r)‘ 3

(5.39)

Considérons ensuite la série de Taylor de f(w) développée autour de
w, lorsque w €t,, en tenant compte de la relation (5.39),

fl) =) + ST @nayp = o) — egr—orew + 3o, + g o,
(5.41)

ou p, et ¢, sont des nombres réels. Comme 0 < | w; — r | < 1, on peut conclure
de (5.29) et (5.30) que la série (5.41) converge pour | % | < |w, — r |, condition
qu'on suppose étre realisée dans les raisonnements qui suivent. Etant donné
que Re f(w,) = 0, on tire de (5.41) pour |u | < v—'s:

(5.42) vRe f(w) = — ¢y, v+ u2 4 O(1).

Il s’ensuit, & cause de la symmétrie de L, et de f(w), que

(5.43) [Jw1ef | du = | |w=t ™| du = O(v="1s—212),
8 8

Il résulte de plus de (5.42) que
v Re f(w,) = — ¢1,7* + O(1) = v Re f(wy) ,

(5.44) : o
v Re f(1g) = — ¢339 + O(1) = » Re f(@;) -
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On obtient ainsi par (5.40) et (5.44)

[ w7 |dw| = Ofe=a), :
(5.45) 4 (e = 1/6).
{ [t et | |dw| = O(e=e),
v

(5.43) et (5.45) fournissent la relation (5.7) si ¢ > 1/6.

Lorsque 0 < & < 1/6, les expressions (5.45) ne peuvent pas étre majorées
par O(v="57%2) si & est trop petit. On peut tourner cette difficulté par une
modification de L, et un calcul plus détaillé. L, soit composée de deux segments
de droite s, et s, et de l'arc A (fig. 2)*. s;C ¢, a maintenant pour extrémités
x = wy + ey et wy= w, + ™y~ *15, en désignant par z 'intersection de ¢, ¢,
et de l’axe réel. # étant donné par (5.39), on aura u, = —c, v~ 3% 5, C
a pour extrémités x et w,. 4 est 'arc de la courbe de niveau G(w,), determlnee
par I’'équation

(5.46) Ief(W)| - [ef(WoH Ief(w°)|
qui forme avec s, et s, la courbe fermée L, entourant le point w = 0.
Pour pouvoir tirer des conclusions appropriées de la formule (5.41),
il faut évaluer les quantités p,, ¢,, et ¢, Elles s’obtiennent de (5.20), (5.22)
et (5.29):
1 r(l +7)

s O(r—"s+) < 0,
p3 3V> 1—7‘ + ( )

(5.47)

Ve = o
G19= = ( - ] + O0(r="11+e), 1y = V§(1 r 7)2[ < Jy + O(v—ste) .,

1_‘7.1_7'2 1 — 72

Il en résulte pour w € s, et 0 <u < v~ = u, que
(5.48) vRef(w) = — cpp¥steu? 4 pyvud +vut O(1) < — cppv*steu 4 0(1),

et de la, en vertu de la symétrie de L, et de f(w),

(5.49) OJ du =Oj

D’autre part on obtient de (5.47) et (5.48) pour %, = —c; v~ st < u < 0:

e f Wi+ ef™iu) ef(WeteiTu)

du = ) a2}

w, + emu w, + ey

vRe f(w) = — ¢y, v*s3Teu? {1 P ey, - O(v“’a“)} < — Cpa Vst 2

‘12

avec

2
C14 = C1g {g + 0(7’_1/3+€)} .

4 Nous avons gardé les notations précédentes pour se servir encore de la figure 2,
mais nous donnons de définitions nouvelles & s, 5,, 4 et w,.
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Par conséquant

0
(5.50) J

Uy

evf (W +e71u) evf(wn + i)

du = O(y——2),

- flamse

Il reste & examiner I'intégrale etendue sur 4. Il vient de (5.48):

vRef(wy) = — ¢15¥"57* + pyv''s + O(v~") = » Re f(w,) ,

w, + et w, + e u

d’ott, vu la relation (5.46),

(5.51) w1 ef™| |dw| = O(e=cw=**+p),
A
=
(5.49) — (5.51) constituent la démonstration de la relation (5.7) lorsque & << /.
5° a:l, 1_S—_A§l+r—'02.
3 1—r

Cette fois-ci Re f(w;) = Ref(w,) = 0, et d’aprés (5.22) et (5.19)
|77y 72 = | /() [F2 = O(1), |huw,) | = |B(wy) | = 1. La formule (5.14)
peut donc étre appliquée et I'on a:

2 %
(5.52) [Pl ) |~ T = ——} v {1+ 0(1)).
\n|f (wl)]
Ce qui vérifie (5.7).
Le lemme 3 est ainsi entiérement établi.

§ 6. La matrice ./ remplit les conditions du lemme 1

Aprés ces préparatifs reprenons I’étude de I'expression (3.1).
o désigne la constante définie dans le § 5 (1 <p < r—1). La formule (3.3)
peut ainsi prendre la forme:

eiva WD — )\ e«ina zn
(6.1) I = J ] 2w,
Vrloo 2 2 iz} 1 —rw) w't?

[wi=e

d’ou, en tenant compte de (1.5),

(6.2) B T J (w'—r]y =t
n=0
w|=e

2 miz) 1 —rw) w—e iz,

Les conditions I et III du lemme 1 sont done réalisées.
Posons ensuite ez, = e et

(6.3) ’% Yoo 21) = Omy(Cos 21) -

Il reste & montrer I'existence d'une constante K > 0 vérifiant I'inégalité

(6.4) leallnd)| = K el =1im=012..5v=012 0.0
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Il découle de (6.1) — (6.3) que

eiva w—r7r\ wm+l o ei(m+1)ﬂ def
Omu(Cos 21) = 3 J ( —dw =
3mizy 1 —rw/ wmnt!(w— etf)
[w]=e
— r def
(6.5) :1——0’”"_ J g - 4 -
274 1 —rw) wntl(w — ef)
[w|=e

def 0 def
=1—--"" J Hw)dw =1 —C,J ,,-
27
[w|=e

Pour vérifier (6.4) il suffit d’établir que | .J,,, | est uniformément bornée en
z;, m et ». Si 'on remplace m par n la fonction H(w) ne difféere de [ F(w)]"
(cf. (5.15), (5.16)) que par le facteur (w — €?)~1; il est donc tout indiqué d’éva-

luer | J,, | par la méthode du col, en posant 2 = ﬁ: et

(6.6) h(w) = wHw — elf)—1,

En effet, on verra que tout le calcul se raméne a I'étude de I'intégrale

(6.7) F AL I -
2y 27
I

J h(w) 7™ dw ,
L

ou f(w) est définie par (5.16) et L, est la courbe déterminée dans le § 5. H(w)
a deux poles dans le cercle | w | < o, notamment w = 0 et w = ¢#. L, entoure
certainement le pdle w = 0, mais elle ne contient pas toujours . Le résidu
de H(w) étant égal & 1 en valeur absolue au point ¢#, on a |J,, — 1, |=1
si L, ne renferme pas ¢ et J,,, = I, dans le cas contraire.

Pour 2 = A(p) on obtient (6.4) directement de (5.8) et (6.5), car | A(w) | <
<o Yo— 1)1 pour |w|=p et, par suite, |J,, | < o710 —1)"1¢". En
général, I'évaluation de | [, | dérive sans plus des résultats obtenus dans le
§ 5 si |h(w) | = O(1) resp. | h(w,) | = O(1). Les difficultés surgissent 1la ou
| A(w,) |71 resp. | h(w,) |7t est nulle ou tend vers zéro lorsque » — oo.

Ces remarques faites, discutons les cas énumérés dans le § 5.

SR S N T

3. d—7

L, passe maintenant par le seul col w;, entoure aussi le pole e? et |h(w,) | < c,;

quel que soit A. La formule (5.14) est donc applicable et selon (5.25),

(6.5) et (6.7) on a |0,,(Ly %) | =1 — O(e ¢*v~%). L'inégalité (6.4) est ainsi
vérifiée.

2° 0§e<l,l=1+r

3 I —»

o
+ ¢,y t2e

L, passe encore par le seul col w, et contient ¢??. On tire de (5.26) et (6.6)"
| A(wy) | = O(»'/+—¢). 1l en résulte, en vertu de (5.32), (5.34) et (6.5), que
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3e

| omu(Co,2) | =1 — O(e~%**» 2). La relation (6.4) est encore prouvée.

(
1—{—7’_621}_,‘,8§1§1+r
1—r7r l1—r

3° e=0, + cpvs,

Désignons par 1’ le plus grand et par 2” le plus petit des A satisfaisant & la
condition 3° et posons

1+7 147
kX y—CVBZ v =m"Em=m' =A< i

v+ cyv's,
1—7r 1—7r

(6.8)

d’ou m' — m” = ¢;gv'h. D’autre part il résulte du cas 2° que
] Gm’v(cl)’ 2) ] = 0(1).

Ces faits et le lemme 2 prouvent que

[ OmulCor 21) | = | Ors(Cos 21) — ) 2 Vil Co» 21) i =
(6.9) F=ar
= [Omllo 21) | + O(1) = 0(1) (m"<m<m').

La relation (6.4) se trouve donc démontré dans le cas 3°.

4° O<a<§, A=l+r

— Cy p—st2¢
1—7r

En raison de la symétrie nous admettons pour ce qui suit que 0 < g < 7.
I1 en découle que | h(w,) | = | e® — € |71 = | h(w,) ! =(ﬂ e~ — ¢ |71, On peut
donc affirmer, en vertu du lemme 3, que la relation (6.4) est établie toutes
les fois que | A(w,) | = O(»'s+¢2). Or, il est siir que cette derniére condition
n’est pas remplie pour toute valeur de ¢ lorsque e” se trouve sur un certain arc
B c @, contenant I’arc ou w; se déplace quand ¢ varie de 0 & /.

Partons donc de I'hypothése que e” € B et posons (cf. (6.8))

147

my

(6.10) A" —(k+Drl=2=-—TTl _crmm_Tk 8 _9a0,,
l1—7r v

ou k£ = 0 est un entier et
(6.11) v2en = 32 (1 + ﬁv—‘/n—z% resp. k = c,v'h(v2er — p28)

Cs ;

m o 147 ; N
Selon la condition 4° 1, > : — ¢y; on obtient ainsi de (6.10)
—r

(6.12) 0 < k < cyfy — vih+2e) — k.

(6.10) montre également que {4,} et {m,} sont des suites décroissantes et,
9(2) étant une fonction décroissante de A (cf. (5.20)), il s’ensuit que ¥, croit
avec k.
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Cela étant, supposons d’abord que p = ¢, Il existe alors un indice
ko = ky(v) tel que
(613) 0/(0-—1 é ﬂ é ﬂko ®

. 1 . ; ' :
Nous pouvons admettre aussi que &k, < = k*, car le méme raisonnement s’appli-
que dans le cas contraire. Désignons par k, 'entier défini par I’égalité
(6.14) B = kb a9,
On a donc, grace a (6.11),
(615) Vzekl — ’Vzekn (1 + —61—7 1)-3':7%/2] — (‘18 vzsko .

A CZ

Il résulte ensuite de (6.13)

|t — eifk|—1 = (2 sin

79k1 S 19/(.,J o
2
(6.16) _ .
> | eftm — ¢if|~1 = ‘h(wl(zkl))l I
Or, on obtient de la premiére formule (5.20):

. 0 S 1y R B
cos By, — cos, = 2 sin T Vi sin s o T Sy ky
2

2r Ay My
d’ou
ol =
(6.17) Pm% ol P S B
Lol kl s ko 2

La seconde formule (5.20) fournit la relation

’ : . B 9 B, — O
sin &, 4 sin ¥, = 2sin "1_;_ % gog 1 B ko —

(6.18)
= [C19(r, &) + C19(7; Ex,) VR R vt
ici nous avons fait usage de la notation (1.12); ¢,o(», €) est une quantité bornée
1 .
pour 0<e <1 et cosg (P, — Dx,) > cos 9(1) =r. Il découle donc de

(6.15) et (6.18) que

(6.19) sin @’%% — O(w—"hten).
On aura enfin, d’apres (6.14), (6.16), (6.17), (6.19) et (5.7):
(6.20) | B(wy(A,)) | = O@stenl?), | Oy u(Cor2y)| = O(1).

Pour k>k on a évidemment |h(w(A)) | <|Mwy(A)) |, L =
= O(I'm,,) et, par suite,

(6.21) | Ome(Lor 22)| = O(1) (ky < & < &%)
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Pour ky < k < k, on déduit du lemme 3 de (6.14) et (6.15) que

k,

== k;; lymk” (CO’ zl)[ == 0(1) >
d’ou, en vertu de (6.20),
(6.22) | Omin(Co, 21) | = | Omp(o, 1) | + 81 = O(1) (ko= k= k).

Lorsque k < k, il y a deux cas & envisager: a) k, = O(v':); b) v'h =
= o(k,). a) Si k, = O(v'h), il résulte du lemme 2 que
Ko—1

= 2 [Ymellnz)| = 0()
On a done, vu (6.9),
(6.23) | Omes(Cos 21) | £ | Ol Cos 21) | + S5 = O(1) 0=Fk<k).
b) Si ' = o(k,), on peut trouver un entier k, tel que I'on ait
(6.24) ko — 1 = ko + cyppI3+emal2,

Cette équation n’a qu'une seule solution réelle inférieure & &, — 1. Il découle
alors du lemme 3 que
Ke—1

8, —kZ | Ym0, 21) | = O
et de la, en tenant compte de (6.22),

(6.25) | Gans(Eor 21)| = | FmaelCor )] + 85 = O(1) = b= k),

Il reste & étudier les cas ol k < k,. Il est évident qu’on a aussi v/ = o(k,).
D’aprés a) on peut supposer que k = ¢,»'s; il s’ensuit, grace a (6.11), que

(6.26) ky —k < ¢y v'h 2 {1 — (120 + 1) =20} = k',

Un raisonnement analogue a celui que nous venons de faire pour k = k,
(cf. (6.10), (6.16), (6.17), (6.19)) fournira la relation

PHater—er/2
(6.27) | O Con 21) | = O (w4 (4))| T} = o(w_ ,
ko —1—k
et I'on peut déduire de (6.10) que
(6.28) 'V_Eklz — v_5k=/2 (]_ — —kz B k 'p—llg—zek‘]—ll‘.
l Cy

Ainsi, en vertu de (6.24) et (6.28), (6.27) s’écrira sous la forme

= —1 . —1/4
(6.29) |omullng)|=10 {(@ I kZ__LC ,,_x/a—sh/Z] [1 - u p—[s—2¢x, J } )
Gy

Cy Co
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I1 est simple de voir que pour 1 < k, — k < k' (cf. (6.26)) le produit qui figure
dans (6.29) atteint son maximum pour k, — k = 1. Par conséquent

(6.30) | Ol 21) | = O(1) 0O=k<k).

Les expressions (6.20)—(6.23), (6.25), (6.30) établissent enfin 1'inégalité
6.4).
e Soit en second lieu g <&, (cf. (6.10)). On peut poser alors 9, = 9,
et reprendre, avec certaines simplifications, la démonstration qui vient d’étre
faite pour g > 4,.

Le cas ot =04« (cf. (6.12)) ne présente aucune nouvelle difficulté.

La relation (6.4) est donc entiérement prouvée dans le cas 4°.

1+7r

1—7r

B e=%, L=< —Cy.

La démonstration s’effectue de la méme maniére que dans le cas 4°.
L’inégalité | h(w,) [ < | k(w,) | est encore valable et, selon la valeur de B,
on a ou bien | h(w,) | = O(»%), ou bien v% | h( w1 |71 = o(1). Dans le premier
cas il découle du lemme 3 que | 0,,,(,, 2,) | = O(1). Le second cas se présente
lorsque €/# se trouve sur un certain arc B’ C ;. Supposons que l'indice k,
ait le méme sens que dans la formule (6.13), sans admettre maintenant que
ko <k*. Posons Fk;, =ky+ cyv2, k,=ky,— cyv:. Il vient de (6.17):
| h(wy(A,)) | = O(v*%) et, par suite, | o, .(Co, 2,) | = O(1). On a ensuite, d’aprés
le lemme 3,

kn
8= kg; | il ) | == O(1Y 5

il en résulte que
| Omw(Cos 21) | = O(1) ey =k = k)

Il est clair de plus que |A(wy(4)) | = O(»%) done | o, (Lo, 2,) | = O(1) pour
E<k,et b>k.

(6.4) est ainsi établie dans le cas 5°.

Les conditions du lemme 1 sont done remplies.

§ 7. Uniformité de la convergence

oo

Il faut prouver l'uniformité de la convergence de la série Zb (Co) 22
-
pour | z, | = 1. Posons, en tenant compte de (3.1) et (6.3),

2 (Co) 25 = ng» Cos21) @, 27 .

Nous allons montrer qu’en désignant par # > 0 un nombre aussi petit que
I'on veut, il existe un entier m, = my(n) tel que

(7-1) |Bm+p et Bm | = lzo [Um+p,v(50’ 21) il va(CO’ 21)] a, 2” é 7,
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pour tous les entiers p > 0, m > m,. En effet, on obtient de (7.1)
vo—1

le+p — Bl = _20' lom+p,u(cﬂ’ 21) — Omy(Co 21) | |a@,| +
(7.2) %

T 2 ]6m+p,v(é-0’ 2) — OmlC0r21)| @, | = 21 4 Z,.

V=9,

On a, par hypothése, 2“; |a,| =a(cf. (1.4)), », peut donc étre choisi tel qu’il
vérifie I'inégalité

(7.3) =l éi%'

D’autre part, d’aprés (6.4),

(7.4) ]Um+p,v(50’21) Sl 21) = 2K.

I1 découle de (7.3) et (7.4) que

(7.5) B

I

o
2

Nous avons vu (cf. (6.2)) que lim o,,,(,, 2,) = 1 pour chaque ». Comme

v, est fixé par (7.3), il existe un entier m, = m(n) tel que 'inégalité

n
(7‘6) ;Gm+p,u(CO’ 21) iGi O-mu(CO’ zl) l =Sl

2a
soit vérifiée lorsque m > m, et » < »,. Il suit ainsi de (1.4) et (7.6) que
(1.7) el
2
(7.1) est donc la conséquence de (7.5), (7.7) et (7.2).

§ 8. Démonstration du théoréme 3
On établira 'existence d'une fonction f,(z) réguliére pour |z | <1 se
développant en une série de Taylor j a, 2’ uniformément mais non absolument
convergente pour |z | = 1, ayant 1;’.121(()3 fonction transformée f,(z) dont la série
de Taylor 2 b,(,) 2 est de méme uniformément mais non absolument conver-
gente pour ] z | = 1 quelle que soit la valeur de {,. Le raisonnement qul suit
est fondé sur le théoréme suivant de L. Friir [11]: Soit &(2) = 2 A,z

une fonction réguliére et wunivalente pour |z| <1, continue pour ]z | =1

oo

Alors la série > A, 2" est uniformément convergente sur la circonférence j&|=1.
n=0
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Désignons par 4 un domaine limité par une courbe de Jordan J ayant
au moins un point, soit 2, non accessible par une courbe de longueur finie de
Pintérieur de 4. L’exemple d'une telle courbe est représenté sur la figure 3.
J y est composée des cotés d'un triangle dont P est un sommet et d'une suite
infinie de couples de coupures rectilignes s’accumulant en P. Chaque coupure
parcourue dans les deux sens représente une ligne double. Chaque couple de
coupures est formé de deux segments de droite paralléles a une direction fixe
et limite une bande; la longueur totale de toutes ces bandes est supposée infinie.

J
A P
Figure 3.

Cela étant, soit f,(2) 2 a,z" la fonction réguliere et univalente pour
|z | <1, continue pour |z | s i qui applique le cercle |z | <1 sur 4 et la
circonférence |z | = 1 sur J tel que P soit le point homologue & z = 1. Selon
le théoreme cité de FEJiR 2 a,z" est uniformément convergente pour |z|= 1.

v=0
Le rayon (0, 1) du cercle |z | < 1 se transforme par f,(z) en une courbe I
allant d'un point de 4 au point P. Soit 0 << & < 1, alors f,(z) change I'intervalle
(0, &) de I'axe réel en un arc de I, de longueur

é S o
(8.1) A8 = [| @) do = [ (Sv]a, o) de = = la,| &
0 0, 7 i

La longueurde I, étant infinie, A, (&) —>co lorsque £€— 1, ¢’est-a-dire > la,| =o0.
=0

La série 2 a,z’ est donc uniformément mais non absolument convergente
pour |z | —1;

= applique le cercle |z |< 1 sur

0%
1+¢,

0

D’autre part la fonction Z = :

lui-méme en faisant correspondre au point z = =e¢v le point Z = 1.

Par conséquant f,(z) = Zb

(Co) 2¥ est également réguliere et univalente pour
| z | <1, continue pour |z | < 1, applique le cercle |z | < 1 sur 4 et la circon-

férence | z | = 1 sur J, P étant le point homologue & z = ¢*’. La serleZ b,(Co) 2
r=0
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est uniformément convergente pour |z | =1 selon le théoréme de FrJfr.
Le rayon (0, %) du cercle |z | < 1 se transforme par f,(z) en une courbe I,
issue d’un point de 4 et aboutissant en P. En posant z = pe”, on peut écrire
sans plus la relation analogue & (8.1):

3 & e o
A, = [|fieem |de< [ (v [b,Co|e~)de= Z|b&)|&
0 or = =

oo

et A,(€) — oo pour £ — 1, donc > |b,(C,) | = oo. La série > b,({,) 2" est aussi
=0 v=0

uniformément mais non absolument convergente pour |z | = 1 quelle que soit
la valeur de ¢,

On retrouve la méme idée dans la note [12] de J. E. LirTLEWOOD qui
emploie aussi le domaine du type 4 (dit «domaine crocodiley) pour démontrer
que certaines séries ne sont pas absolument convergentes.

(Recu le 9 Aot 1961, revisé le 25 Avril 1962.)
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O HEKOTOPBIX INTPEOBPA30BAHHbIX BUJIAX CTENNEHHBIX PSI10B,
ABCOJIOTHO CXOOSMXCSI HA TPAHULIAX CBOMX KPYI0B
CXO0IMMOCTH

L. ALPAR
Pe3some

Mycts  f,(2) = 2 a,2” peryisipuass B Kpyre |z|<1 ¢yHxkuusi, u
=0

Cal0 2 s =1} 3a¢MKEMpOBaHH0e ucno. PyHKUMS fy(2), ompejeneHHass CO-
OTHOLIEHHEM

g—%b
(L1) Al =t

sIBJISieTCSl TOrlAa TO)Ke peryisipHoit ¢yukumeidt mns |z| <1. Ecim npeanoso-

oo

= f(2) = 2 b,(Co) 2"

»=0

JKUTD elule, 4YTo 2]&,,! < oo, TOrga CﬂpalﬂMBaeTCﬂ, YTO MOXHO BBHICKA3aTb O
v=0

TIOBeJIeHNH CTENEeHHOr0 psifia QYHKUMH f,(2) HA TpaHuLe ee Kpyra cxommocTu. Ha
TOT BONPOC IAIOT OTBET /iBe TepBble TeOPeMbl, 0Ka3aHHble B 3TOi cTaThe. TpeTbsi
Teopema fBJIsieTcsl 00paTHOM Teopemoil BTOPOIA.

[lepBasi TeopeMa yTBePI)K[AET, UTO CYLIeCTBYeT Takasi GpyHKuMA f,(2), 4To
cTelneHHblit psii npeoGpazoBaHHOil no (1.1) ¢pyHKuMU fy(z) He abCOMOTHO CXO-

IUTCS Ha OKPY>KHOCTH |z | = 1, To ecTb > |b,({o)| = oo.
r=0
HanpoTus, BTOpasi TeopemMa BbICKasbIBAEeT, UTo sl 11000i GyHKumu f,(2) u3

BBIITOJIHEHU 51 yc.HOBI/IH2|a,,I < oo BCerja CﬂenyeT paBHOMQpHaﬂ CXOIUMOCTL CTEIIeH=
»=0

HOro psaga > b,(Co) 2 115 Beex |z| =11 nanee, eci |2, | =|2,| = 1uz,= 2—"% :
TOrja =0 1—C02,

] 8

f(z)) = %av 21 =[4(2;) = 2 b,(Co) 25 -

y=

(=]

CpaBHUBasi 3TH JiBe TeOPeMbl Mbl BM/IUM, UTO CYLIECTBYIOT TaKue QYHKUMH fy(2) 1
f2(2), KOTOpble B COOTBETCTBYIOLMX TOYKAX eAMHMYHOrO Kpyra |z| = 1 nmmeioT
Te )Ke caMble 3HAUYEHHsl, KOIJ@ 2, U 2, NIPO0EraT OKPY)KHOCTb |z| = 1 u, BCE
TaKW, 3HAUeHUsT TepBOH (QYHKLMHU TpejcTaBiIeHbl a0COJIIOTHO CXOJSLIMMCS CTe-
TIEHHBIM PSIIOM, a 3HaueHMe BTOPOM paBHOMEPHO, HO He abCOJIIOTHO CXOJSILIMMCS
CTeleHHBIM PSAIOM.

TpeTbst Teopema YTBePIK/IAeT, UTO CYIUecTBYeT Takasi GyHkuma f,(z), cre-
TEeHHBIH PSJLT KOTOPOH paBHOMEPHO, HO He a0COJIIOTHO CXOMUTCST Ha OKPYYKHOCTH
|z| = 11 npeo6GpasoBannast pyHKUKS f,(2), KOTOPOit MpeicTaBIeHa TaKKe TOJIbKO
PaBHOMEPHO, HO He a0COMIOTHO CXO/SIIMMCST HA OKPY)KHOCTH |z| = 1 cTereHHBIM

PSIIOM, TO €CTh JUIsl KOTOPOi ‘Elb,(io)l:w, KaKuM 0bl HM ObIJI0 3HaUeHKe uMcia
v=0

o, eca TONIBKO 0 <[, << 1. DTO 0O3HAYaeT, YTO CTeleHHbIe PSIAbl PaBHOMEPHO,

HO He a0COJIIOTHO CXOJSAIIMECST Ha OKPY)XHOCTH |z| = 1, He Bce MOTYT ObITh 1O~

JIyueHbl yTeM Kakoro Gbl To HU ObUI10 NpeoGpasoBanust Tuna (1.1) creneHHOro

psifia, abCONIIOTHO CXOASUIMMCST Ha OKPY)XKHOCTH |z| = 1.
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