
SUR UN PRORLÈME DE SURSTITUTION DE P. VERMES 

par 

J . D É N E S —C. PÁSZTOR 

Nous connaissons ce problème de P. V E R M E S d'après la communication 
de G . G R Ä T Z E R . P . V E R M E S nous a fait savoir par lettre que ce problème a été 
publié dans [3] et résolu dans [4]. Son résultat est identique au nôtre. 

Problème. Est-ce que toutes les substitutions a sur les éléments de 
Vensemble E = (1 ,2 , . . . } peuvent être le produit des chapelets1 de nombre fini ? 

Désignons par SE l'ensemble de toutes les substitutions a sur les éléments 
de E. 

Dans cet article nous examinons la structure de cycle des substitutions 
infinies et sa relation avec la structure du chapelet. L'un de notre résultat est 
que toutes les substitutions a £ SE peuvent être le produit de deux chapelets 
au plus. (Theorème 3.) 

Lemme 1. Une substitution a f SE est un chapelet ой le produit a — orf1, 
où r / - 1 est un chapelet et a une substitution qui n'a que des cycles de longueur 
infinie. 

Démonstration. On sait (voir S E R R E T [ 2 ] ) qu'en multipliant une sub-
stitution я composée de Z cycles par une transposition r, la substitution лт 
se compose de Z + 1 ou Z — 1 cycles selon que les deux éléments de x sont 
dans le même cycle de la substitution л ou non. 

Soit л — 2 où £x est un cycle de longueur finie et | 2 est un cycle de 
longueur infinie, x — (ab) où a Ç J , b Ç | 2 , a.b f E donc лх est une substitu-
tion composée d 'un seul cycle de longueur infinie. 

Soit a £ SE, si a n'est pas un chapelet, rangeons ses cycles conformément 
à la grandeur de leurs plus petits éléments. Désignons par a n x le plus petit 
élément du cycle £„, alors an l< an+l v 

Le lemme est vrai, si tous les cycles I,- de o. sont de longueur infinie. 
Supposons que a a aussi des cycles de longueur finie. 

1 Une substi tut ion a = / / a(- sur les éléments de l'ensemble E est un chapelet, 
( = 1 

si l 'on peut décomposer la droite de nombre E en des sections de longueur finie (ce 
sont des grains du chapelet) de sorte que a t ne pe rmute que les éléments qui sont 
dans l'i-ième section. 

Les chapelets sont appelées pa r P . VERMES „s t r ing" dont les éléments sont les 
„beads" . Là, les élément non nulle d ' un matrix de substi tution de chapelet se figurent 
dans les „grains" (carré fini) se s i tuant le long de la diagonale du ma t r ix . 
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Désignons par N ( f ) l'ensemble des nombres d 'ordre des cycles de longueur 
finie et du premier cycle de longueur infinie (s'il existe) de a, et par an v 

le plus peti t élément d u cycle £n, alors 

« = « . / / ( o „ , i , a i - 1 ) = arj 
ruNU) 

n'a que des cycles infinie et par conséquence 

a = ог]—1 

où cr n ' a que des cycles de longueur infinie, rj et r / - 1 sont des chapelets. 
Remarque I. Dans la décomposition en cycle de p il n'y a que des cycles 

de longueur finie car dans le cas contraire dans la substitution a les plus petits 
éléments des cycles consécutifs seraient к, к -f- 1, к -f- 2, . . . C'est à dire que 
a serait déjà un chapelet. 

Remarque 2. Si a n 'a que des cycles de longueur finie, о n 'a qu'un seul 
cycle de longueur infinie. 

Théorème 1. Une substitution ax n'ayant qu'un seul cycle de longuer infinie 
peut être le produit de deux chapelets2. 

Démonstration. Nous montrerons tout d'abord quelques décompositions 
de ax en produit de deux substitutions d'ordre fini dont nous aurons besoin 
plus ta rd . 

a) Soit 
«q = (. . . a _ x a 0 a x . . . ) . 

Plaçons d'une manière quelconque des lignes séparatives de nombre infini 
entre les éléments de ox, mais de façon qu'il y ait au moins un élémept de a, 
entre deux lignes consécutives. Donnons comme nombre d'ordre le chiffre 1 
à une partie finie située entre deux lignes consécutives quelconques. Soient 
les nombres impairs (les nombres pairs) dans l 'ordre de succession à droite 
(à gauche) du point initial, chaques chiffres constituant le numéro d'ordre 
de chaque partie. Désignons les éléments de Гг-ième partie par ai k : 

+ =(•••! a2n, 1 • • • a7.n,n(ïri) I • • • I
 a2,1 • • • й 2 , л ( 2 ) I X  

. . . 2 т г . . . . . . 2 . . . 

(1) X ax x . . . %,„(!) [ a3 i l • • • йз,л(з)1 • • • I • • •) 

. . . 1 3 . . . 

Soit Гг-ième cycle (г = 1 , 2 , . . . ) de la substitution n la réunion des 2(г — 1)-
ième et 2(г — 1) + 1-ième parties de ax où l'ordre des éléments est le même 
que dans ax. Cherchons les substitutions r et r ' qui sont les résolutions des 
équations 

(2) ax = r л e t ax = nx' 
2 ax est decomposable en produit de d e u x substi tutions d 'ordre 2. (Voir [5] page 8). 

Décomposition : 

( . . . ôa çq ax o2.. . ) = П (at âf Ц (ai+1 a,) . 
/=l i=1 

Cela est aussi vrai d a n s le cas d ' u n e substituion a sur les éléments d ' u n ensem-
ble fini. (Voir [1] page 15, [5] page 8.) 
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où л contient les cycles de longueur finie de forme suivant 
7 1 = («1 ,1 • • • «1,л(1)) («2 ,1 • • • «2,n(2) ®3.1 • • • «3,n(3)) • • • 

Nous recevons facilement que 

T = _// («2i,n(2i) «2i-l,n(2l—1)) 1=1 
et que 

r' = (а1Дазд) f f (a2íla2l+31) 
i=i 

où ak x est le premier élément (pas le plus petit) et a k n ^ le dernier élément 
de la À-ième partie de oq. 

b) Obtenons ti(i) de я en éliminant quelques de ses éléments a i J ( i ) 

où 1 <j(i) <n(i) et cherchons une telle substitution r(1) que 

(3) a x = t ( i)+I) 

Soit par exemple 

J l b ) = (а1хах 2
al,i «1 ,6 • • • « l , n ( l ) ) («2,1 «2,4 • • • «2,n(2) «3 ,1 «3,2 «3,5 • • • «3,n(3)) • • • 

où les éléments a1>3, a15, a22, a23, a3 3, œ3 4 . . . de ax ne figurent pas dans 
ji(1). Désignons ces éléments ne f igurant pas avec aik. 

t ( 1 ) = («1,2 «1,3) («1,4 «1,5) K , n ( l ) «2,n(2)) («2,1 «2,2 «2,з) («3,2 «3,3 «3,4) («3,n(3) «4,n(4)) • • • 

(4) rb) tO) 
C'est à dire 

Tb) = r(a1>2 â l i3) (o M â1>5) (a2д â.2 2 a2 3) . . . . 

On voit que r(l> permute encore les éléments û, ; de sorte que des cycles de т(1> 
se composent des éléments âij+k (k = 1, 2, . . . I) et de l'élément atj. 

Après tout cela il est facile de démontrer une décomposition de oq que 
ox = т(1)я(1) où t(i> et л(1) sont aussi des chapelets. Construction de л(1): 

Considérons le plus grand élément г0 d'une partie finie de oq. Faisons 
une marque à a,- £ oq si a, 7g г0. Désignons par а1Д le premier (dernier) 
élément marqué. La partie d'ordre 1 de oq se compose des éléments ax i qui 
se situent entre а1Д e t ax n ^ (désigné par {а1Д с+лц)})- Le premier cycle de 

se compose des élément marqués de oq où i0 axi ^ 1 en conservant leur 
ordre de oq. 

Vu (1) l'élément qui est le voisin de gauche (de droite) de а1Д (а1П(1)) 
est u2.o(2) («3,1)- Considérons le plus grand élément ix de {a2i„(2), а з д } Il est 
clair que гг > г0. Désignons par a\ les a, (g oq si i0 < at < ix. Soit a2j [a3 s) le 
premier (dernier) élément ainsi marqué. (Il est possible que a2j = o2,n(2) 
ou = a\ ß Vu (1) l'élément qui est le voisin de gauche (de droite) de a\j 
(a\s) est «2,7-1 («3,s+i)- Considérons le plus grand élément i2 de {a2,;-i> «3,s+i}-
Désignons par a) les a, (g ax si ix < a,- 7g г2. Soit а | д (а|д1(3)) le premier (dernier) 
élément marqué. (Il est possible que а2д = «2,7-1 o u «з,п(з) = «l,s+i) 

Les parties d'ordre 2 et 3 de oq seront {«2Д, «2in(2)} et {азд « | „(3)}. 
Le deuxième cycle de я(1) se compose des éléments marqués de {«|д, «2,n(2)} 
et de {азд, «3,л(з>} < «<£/, a™к < i2 (m — 1, 2) en conservant l'ordre des 

6 * 
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éléments de er,. E n continuant cette procédure les cycles suivants de « ( 1 

permutent des éléments i2 < aitj,aSik ML г4 . . . donc л(1) est un chapelet. 
Puisque la structure de т(1> est comme (4), nous pouvons voir que r]1-

ne permute que les éléments г, < a, M г3 entre eux, r / ) les éléments г3 < at AL i5 
donc T(i) est aussi un chapelet. 

Théorème 2. La substitution a = ахг] (y est un chapelet) peut être le produit 
de deux chapelets. 

Démonstration. Nous avons montré que oq = T(1b~r(1). Ici nous expri-
merons я, en un autre forme rx, = r(2)«(2) où т(г) et seront des chapelets. 
Le plus grand élément du premier cycle de «(1> e sf Examinons quel est 
l'ensemble dont les éléments sont permutés seulement entre eux par y et dont 
le plus grand élément i'0 i0. Naturellement le premier cycle de «(2) se compose 
des éléments i0 + ar La construction ultérieure de « (2) reste la même 
que celle de « (1) mais nous choisissons comme ci-dessus l'élément i2 au lieu 
de i2. Ainsi ré2h? = «(3) sera un chapelet. Car la construction de т(2) n 'a pas 
changé donc r(2l est aussi un chapelet. Et ainsi apj = т(2)я(3). 

Théorème 3. Une substitution quelconque o.n= any peut être le produit 
de deux chapelets. Ici rj est un chapelet, an est une substitution constituée de n 
cycles de longueur infinie (1 AL n AL oo) (vue lemme 1). 

Démonstration, a) Tout d 'abord nous montrerons que la décomposition 
an = gr d'une substitution an (1 ML n M. oo) est toujours possible, où r est 
u n chapelet et Q est une substitution de cycle de longueur finie. 

Nous exprimerons ax comme dans (2) en forme ox — лх' où x' est une 
substitution d 'ordre 2. Pour que x' soit un chapelet au cours de la construction 
on doit simplement obtenir l'inégalité toujours réalisable 

(5) max (а2/д, а 2 ,+ з д ) < min (а2 ( / + 1 ) д , а 2 ( ,+ 1 ) + з д) 

car en cas г > / er et <ту n'ont pas l'élément commun, le produit x\Uj est commu-
table et ainsi 

n n n 
an = 11 Щ r'j = f j Я, / / x\ = л(п) T(n) . 

i= I i=l i=l 

r (n) est un chapelet si tous les éléments d'une transposition quelconque 
d e T(n) sont plus petits ou plus grands que les deux éléments d 'une autre trans-
position quelconque de хХп). 

Pour l 'obtenir il suffit que (5) soit vrai pour tous les x\ et qu'après le 
rangement dans l'ordre de grandeur des transpositions de x(n) l'ordre des trans-
positions soit le suivant: 

L'ordre des 
transpositions 

l'ordre des cycles de 
longueur infinie L'ordre des 

transpositions 

1 2 3 n 

i 1 2 5 9 

2 3 4 8 

3 6 7 

4 10 • 

1 
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Si le j-ième élément de Гг-ième ligne est k, alors la Z-ième transposition de 
r ( n ) est Гг-ième transposition du j-ième cycle. Cela est toujours réalisable. 
Ainsi т(л) est un chapelet et тг(п) est une substitution de longueur finie dans 

b) Nous montrerons maintenant que dans la décomposition a = o n i j = 
= Л(л)т(п)Ь le produit r ( n ) p peut être un chapelet, parce qu'on peut toujours 
obtenir que les éléments d 'une transposition soient plus grands que le plus 
grand élément de l'ensemble — contenant les éléments de la transposition 
précédente — dont les éléments sont permutés entre eux par r\. Ainsi 
a = jr(n)T($. 

c) En appliquant le résultat du lemme 1 nous pouvons construire le cycle 
ax de longueur infinie et le chapelet rj que = oxr) et r / r j ' j soit un chapelet. 
En désignant par (ax a'ß), (a2 aj) . . . les transpositions consécutives de т ^ 
et en considérant que 

= (ax ...) (a2 .. .)(a3 . . . a'x .. .)(ax . . . a'2 .. .)(аъ ...) (a6 ... a'3 . . . ) . . . 

on obtiens que: 
rj = (axa'xa2) (а3а'3ахаъ) .. . 

est un tel chapelet. Car = r/(1) est u n chapelet et ainsi a = oxrfA. Selon 
le théorème 2 a = axrfA peut être le produit de deux chapelets. 

Théorème 4. Tous les chapelets peuvent être le produit de deux chapelets 
spéciaux3 au plus. 

Démonstration. Car tous les chapelets r] sont le produit des substitu-
tions íj,- sur les éléments des ensembles M( = [ati .. . ain} où Mt f) Mj = 0 
si i ф j il est suffisant de montrer qu'une substitution ß sur les éléments de 
l'ensemble f ini M peut être le produit de deux chapelets spéciaux au plus. 

Considérons les cycles de ß écrits dans l'ordre comme dans la démons-
tration du lemme 1. Le premier élément d ' u n cycle soit son plus petit élément. 
Tout comme dans le lemme 1 

ß(b2, A i - 1) (h,г b3д - 1) . . . (bnд Ъпд - 1) = ßtj = y 

y et rj sont des chapelets spéciaux et 

ß = YV1 

Théorème 5. Une substitution a £ SE est le produit de quatre chapelets 
spéciaux au plus. 

Démonstration. Ce théorème découle des théorèmes 3 et 4. 

(Reçu le 12 Avril 1962.) 

3 U n chapelet a = / / a(- est un chapelet spécial si chacun des grains a,- consti-
<=1 

tue d'un seul cycle, (y compris les cycles de longueur un aussi.) Pa r ex : jj = (1,2) (4,5) 
est un chapelet spécial dont les grains sont (1,2), (3), (4,5), (6), ( 7 ) , . . . JJ = (1,3) (5,7) 
(9,11) , . . . es t u n chapelet don t les grains son t [(1,3) (2)], [(4)], [(5,7) (6)], [(8)] 
ainsi JJ n 'es t pas un chapelet special. 
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ОБ ОДНОЙ ПОДСТАНОВОЧНОЙ ПРОБЛЕМЕ VERMES-A 

J . D É N E S и G. PÁSZTOR 

Резюме 

Мы исследуем разложение на множители произвольных подстановок 
а определенные на множество Е={ 1 ,2, . . . }, где множители умножения 

являются цепи, (подстановка а = / / с,- определенная на множествоЕ назы-
i=i 

вается цепи — st ing, chapelet — если числовая прямая разложена на ко-
нечные дизъюнктные части таким образом, что с,- пермутирует только эле-
менты, входящие в г_ой части) или специальные цепи. (Цепь о.= / / а ( тогда 
называется специальной, если каждый о, является подстановкой из одного 
цикла). 

Полученные результаты: 
1) Произвольную подстановку с, определенную на множестве Е (и не. 

является цепью), можно написать как произведение двух цепей. 
2) Произвольную подстановку а, определенную на множестве F ( не 

является специальной цепью), можно написать как произведение четырех 
специальных цепей. 
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