SUR UN PROBLEME DE SUBSTITUTION DE P. VERMES

par

J. DENES— C. PASZTOR

Nous connaissons ce probléeme de P. VERMES d’aprés la communication
de G. GrATzER. P. VERMES nous a fait savoir par lettre que ce probléeme a été
publié dans [3] et résolu dans [4]. Son résultat est identique au nétre.

Probléeme. ZFHst-ce que tloutes les substitutions o sur les éléments de
Uensemble B = {1, 2, ...} peuvent étrele produit des chapelets! de nombre fini?

Désignons par S I'ensemble de toutes les substitutions o sur les éléments
de E.

Dans cet article nous examinons la structure de cycle des substitutions
infinies et sa relation avec la structure du chapelet. L’un de notre résultat est
que toutes les substitutions « € Sg peuvent étre le produit de deux chapelets
au plus. (Theoréme 3.)

Lemme 1. Une substitution o. € Sy est un chapelet ol le produit o = an~1,
ou 11 est un chapelet et o une substitution qui n’a que des cycles de longueur
infinie.

Démonstration. On sait (voir SERRET [2]) qu’en multipliant une sub-
stitution 7w composée de k cycles par une transposition 7, la substitution nz
se compose de k + 1 ou k — 1 cycles selon que les deux éléments de 7 sont
dans le méme cycle de la substitution # ou non.

Soit @ = & &, ou & est un cycle de longueur finie et &, est un cycle de
longueur infinie, 7 = (ab) ou a € &, b€E&,, a,b€ E donc nr est une substitu-
tion composée d’un seul cycle de longueur infinie.

Soit « € Sg, si a n’est pas un chapelet, rangeons ses cycles conformément
a la grandeur de leurs plus petits éléments. Désignons par a, , le plus petit
élément du cycle &,, alors a,,<a,,,.

Le lemme est vrai, si tous les cycles & de o sont de longueur infinie.

Supposons que o a aussi des cycles de longueur finie.

1 Une substitution a = ]I1 a; sur les éléments de I’ensemble F est un chapelet,
1=

si ’on peut décomposer la droite de nombre E en des sections de longueur finie (ce
sont des grains du chapelet) de sorte que @; ne permute que les éléments qui sont
dans ’i-iéme section. X

Les chapelets sont appelées par P. VERMES ,,string’ dont les éléments sont les
,,beads”. La, les élément non nulle d’un matrix de substitution de chapelet se figurent
dans les ,,grains” (carré fini) se situant le long de la diagonale du matrix.
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Désignons par N(f) I'ensemble des nombres d’ordre des cycles de longueur
finie et du premier cycle de longueur infinie (s’il existe) de o, et par a,,,
le plus petit élément du cycle &, alors

Ot I[ (a’n,l y Qg — 1) = an
neN(S)

n’a que des cycles infinie et par conséquence
a —ont

oll ¢ n’a que des cycles de longueur infinie, 7 et 1 sont des chapelets.

Remarque 1. Dans la décomposition en cycle de % il n’y a que des cycles
de longueur finie car dans le cas contraire dans la substitution o les plus petits
éléments des cycles consécutifs seraient k, k + 1,k 4 2, ... Cest a dire que
a serait déja un chapelet.

Remarque 2. Si « n’a que des cycles de longueur finie, ¢ n’a qu’un seul
cycle de longueur infinie.

Théoreme 1. Une substitution o, n’ayant qu'un seul cycle de longuer infinie
peut étre le produit de deux chapelets®.

Démonstration. Nous montrerons tout d’abord quelques décompositions
de o, en produit de deux substitutions d’ordre fini dont nous aurons besoin
plus tard.

a) Soit

01 = Oy )

Placons d’une maniére quelconque des lignes séparatives de nombre infini
entre les éléments de oy, mais de fagon qu’il y ait au moins un élément de o,
entre deux lignes consécutives. Donnons comme nombre d’ordre le chiffre 1
4 une partie finie située entre deux lignes consécutives quelconques. Soient
les nombres impairs (les nombres pairs) dans I'ordre de succession & droite
(& gauche) du point initial, chaques chiffres constituant le numéro d’ordre
de chaque partie. Désignons les éléments de I'i-ieme partie par a, ;:

Gl = ( e iauz”’l .o .am’n@n)l ol .Ia/l’l sl .azln(2)| X
e Tl SR
(1) Wy 4 o Bty [ B - By gy e« | <o)
sl s Sl
Soit I’4-iéme cycle (i = 1, 2, ...) de la substitution z la réunion des 2(z — 1)-

ieme et 2(i — 1) + 1-iéme parties de o; ou l'ordre des éléments est le méme
que dans o;. Cherchons les substitutions 7 et 7" qui sont les résolutions des
équations

(2) 0, =1tw et o =ar

2 g, est décomposable en produit de deux substitutions d’ordre 2. (Voir [5] page 8).
Décomposition :

oo

(. o .Ezalalaz...)='é(ai6i).{11(ai+16,).

Cela est aussi vrai dans le cas d’une substituion a sur les éléments d’un ensem-
ble fini. (Voir [1] page 15, [5] page 8.)
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ou 7 contient les cycles de longueur finie de forme suivant

T = (al’l 5 (el e al,n(l)) (az’l ST a/2,n(2) as_l . e as,n(3)) @i

Nous recevons facilement que

T 1{ (@2i,n2iy B2i—1,n2i—1))
i=

et que

oo

T = (ay,, a3,) 1[1 (@2i1 @ait3,1)
i=

ol a,, est le premier élément (pas le plus petit) et a; nyy le dernier élément
de la k-iéme partie de o.

b) Obtenons 7V de z en eliminant quelques de ses éléments a,
ot 1 < j(i) < n(i) et cherchons une telle substitution 7@ que

(3) 0, = 77D
Soit par exemple

7D — (@1,1815814816- - -0y nqy) (Ao Bog . - - By ey @y 1 B3 2835« - - Ba,nsy) - - -
ou les éléments a, 4, @5, Gyy, Ay 3, A33, 34 ... de o, ne figurent pas dans
7M. Désignons ces éléments ne figurant pas avec @, ;.
T = (@, 5 @y ) (1,4 ,5) (@1,n01) Tane)) (@21 B2 T y) (@32 B 3 A ) (@ ) Tanay) - - -
(4) Tgl) : 1(21)

C’est a dire

e — (@0 Qy3) (A1,4 Ty 5) (A1 Ay Tpg) - - - -

On voit que 7 permute encore les éléments g, ; de sorte que des cycles de 7V
se composent des éléments a; ;1. (k =1, 2, ... I) et de I'élément a, ;.

Apres tout cela il est facile de démontrer une décomposition de ¢, que
o, = T™Wa® ot 7@ et aD sont aussi des chapelets. Construction de z®@:

Considérons le plus grand élément ¢, d’une partie finie de ¢,. Faisons
une marque a @, € o, si a; < i,. Désignons par a,, a,(n¢y) le premier (dernier)
élément marqué. La partie d’ordre 1 de o, se compose des éléments @, ; qui
se situent entre a,, et a; ny (désigné par {a,; @, ny}). Le premier cycle de
a0 se compose des élément marqués de o, olt 1, = a;; = 1 en conservant leur
ordre de o,.

Vu (1) I'élément qui est le voisin de gauche (de droite) de a,; (a; nq))
est @, ny (a3,). Considérons le plus grand élément i, de {ayne) @3,} 11 est
clair que ¢; > i,. Désignons par a} les a; € 0, si 1, < a; < 4,. Soit aj ; (a3 ,) le
premier (dernier) élément ainsi marqué. (Il est possible que aj; = aj ne
ou aj; = ag ) Vu (1) I'élément qui est le voisin de gauche (de droite) de a3 ;
(a3) est a,;—; (ag.1,). Considérons le plus grand élément i, de {a,; i, @34 }-
Désignons par af les a; € o, si i, < a; < 1i,. Soit a3, (a3 n(3) le premier (dernier)
élément marqué. (Il est possible que aj, = a3 ;_; ou a3, = a3,4)

Les parties d’'ordre 2 et 3 de o, seront {a3;, ajnp} et {ag; a3 nes)}-
Le deuxiéme cycle de 7V se compose des éléments marqués de {a3,, ai e
et de {a3;, ains} io<ai,afy <14, (m=1,2) en conservant l'ordre des
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éléments de ¢,. En continuant cette procédure les cycles suivants de n(l)
permutent des éléments i, < a, ;a5 < i, ... donc 7 est un chapelet.

Puisque la structure de 7(1) est comme (4), nous pouvons voir que 7"
ne permute que les éléments ¢, < a; < i, entre eux, 7{) les éléments i, < a, < i,
donc 7 est aussi un chapelet.

Théoréme 2. La substitution o. = o1 (1 est un chapelet) peut étre le produit
de deux chapelets.

Démonstration. Nous avons montré que o, = t™Wa™. Ici nous expri-
merons ¢, en un autre forme o, = 7@a® ot ¥ et 7Dy seront des chapelets.
Le plus grand élément du premier cycle de 7V est ¢,. Examinons quel est
I’'ensemble dont les éléments sont permutés seulement entre eux par 7 et dont
le plus grand élément i, > 7,. Naturellement le premier cycle de #(?) se compose
des éléments iy > ¢, > a,. La construction ultérieure de a(? reste la méme
que celle de 7 mais nous choisissons comme ci-dessus ’élément ) au lieu
de 7,. Ainsi 7y = 2® sera un chapelet. Car la construction de 7® n’a pas
changé donc 72 est aussi un chapelet. Et ainsi 0,9 = 7®7®.

Théoréme 3. Une substitution quelconque o, = o,n peut étre le produit
de deux chapelets. Ici n est un chapelet, o, est une substitution constituée de n
cycles de longueur infinie (1 < n < oo) (vue lemme 1).

Démonstration. a) Tout d’abord nous montrerons que la décomposition
0n, = o7 d'une substitution o, (1 < n < oo) est toujours possible, ou 7 est
un chapelet et ¢ est une substitution de cycle de longueur finie.

Nous exprimerons ¢; comme dans (2) en forme o; = w7’ ol 7’ est une
substitution d’ordre 2. Pour que 7’ soit un chapelet au cours de la construction
on doit simplement obtenir I'inégalité toujours réalisable

(5) MAaX (Ay;1, Aaitg,1) < MIN (Ag(i41),10 Ao(it1)+3,1)

carencasi>j o:et o, n’ont pasl'élément commun, le produit 7iz; est commu-
table et ainsi

=
B

n
= ][1 T = 1 7; j[1 r}:n(n)r(n).
i= i=

—

Tny est un chapelet si tous les éléments d'une transposition quelconque
de 7, sont plus petits ou plus grands que les deux éléments d’une autre trans-
position quelconque de 7. .

Pour I'obtenir il suffit que (5) soit vrai pour tous les 7; et quapres le
rangement dans 1’ordre de grandeur des transpositions de 7, I'ordre des trans-
positions soit le suivant:

Pcrdre des cycles de

L’ordre des longueur infinie
transpositions
1 2 3 | n
1 1 2 s
2 3 4 8
3 6 7
+ 10
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Si le j-ieme élément de I'i-iéme ligne est k, alors la k-iéme transposition de
T(y est li-iéme transposition du j-ieme cycle. Cela est toujours réalisable.
Ainsi 7,y est un chapelet et 7ny st une substitution de longueur finie dans
On = Tm¥n)-

b) Nous montrerons maintenant que dans la décomposition o = ¢,n =
= TnyT(nyn le produit 7(,yn peut étre un chapelet, parce qu’on peut toujours
obtenir que les éléments d’une transposition soient plus grands que le plus
grand élément de I'ensemble — contenant les éléments de la transposition
précédent?g — dont les éléments sont permutés entre eux par 7. Ainsi
a = TN

é)) I(*]n appliquant le résultat dulemme 1 nous pouvons construire le cycle
o, de longueur infinie et le chapelet 1 que 7,y = 0,7 et 77{}) soit un chapelet.
En désignant par (a,a;), (a,a;) ... les transpositions consécutives de 18,))
et en considérant que

By =@y ---) (@2 ..} (@3 .. 01...)(@g: . .@3...)(a5...)(@g...05...) ...
on obtiens que:
=, 0:0) (@ g Ty 0g) = :
est un tel chapelet. Car 7z{l} = 7@ est un chapelet et ainsi a = o,5. Selon
le théoréme 2 o = o,V peut étre le produit de deux chapelets.

Théoréme 4. Tous les chapelets peuvent étre le produit de deux chapelets
speciaux® aw plus.

Démonstration. Car tous les chapelets 7 sont le produit des substitu-
tions 7; sur les éléments des ensembles M; = {a; ... a;,} ou M, N M; = 0
si ¢ # j il est suffisant de montrer qu'une substitution f sur les éléments de
I'ensemble fini M peut étre le produit de deux chapelets spéciaux au plus.

Considérons les cycles de f écrits dans I'ordre comme dans la démons-
tration du lemme 1. Le premier élément d’un cycle soit son plus petit élément.
Tout comme dans le lemme 1

ﬂ(bz,l b2,1 =<1} (b3,1 b3,1 —1)... (bn,l bn,l —1)=pfn=y
y et n sont des chapelets spéciaux et
=

Théoréme 5. Une substitution o € Sg est le prodwit de quatre chapelets
spéciaux aw plus.

Démonstration. Ce théoréme découle des théorémes 3 et 4.

(Recu le 12 Avril 1962.)

#Un chapelet a = J] a; est un chapelet spécial si chacun des grains ¢; consti-

tue d’un seul cycle, (y compris les cycles de longueur un aussi.) Par ex: n = (1,2) (4,5)
est un chapelet spécial dont les grains sont (1,2), (3), (4,5), (6), (7),... n=(1,3) (5,7)
(9,11), ... est un chapelet dont les grains sont [(1,3) (2)], [(4)], [(5,7) (6)], [(8)],---,
ainsi 7 n’est pas un chapelet special.
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06 OHOM MOJCTAHOBOUHOI ITPOBJIEME VERMES-A
J. DENES u C. PASZTOR

Pe3tome

Mbl KcctelyeM pasjioy<eHue Ha MHOMKUTeJIM IPOK3BOJILHBIX MOJICTaHOBOK
o OmpejiesieHHble HAa MHO)KeCTBO K = {1, 2, ...}, I/le MHO)KHTEIM YMHOYKEHUSI

sinstioTest tenu, (moxcranoska o = ff ¢, onpeenennast Ha MHOYKecTBO B Hagbl-
=1

Baercsl Llenu — st ing, chapelet — ecnu 4mcsoBasi npsimast pasiioykeHa Ha Ko-
HeUHble IMSBIOHKTHBIE YaCTH TaKUMM 00pasom, UTO ¢; IepMyTHPYeT TOJbKO 3Jie-

MEHTBI, BXOJIs111Ike B [~ OH qacTu) uim cnetuanbuble tenu. (Lenb o= [f ¢; TOrja
i=1

HA3bIBAETCS CIIeLMAJIbHOM, eClIM KaXblii <, SIBJISIeTCsl MOACTAHOBKON I3 OHOI0
LUKJIA).

[onyuennsle pe3ysbmannol:

1) ITporsBoJILHYIO OACTAHOBKY <, ONpe/iesIeHHYI0 Ha MHOKecTBe B (7~ He
SIBJISIETCS LIeNbI0), MOYKHO HamucaTb KaK NpOK3Be/leHKe JBYX Liereil.

2) TIpou3BOIBHYI0 IOJCTAHOBKY «, OIpe/lelieHHy0 Ha MHO)KecTBe B ( He
SIBJISIETCST CIIELMaIbHON LeNbI0), MOYKHO HaIKCaTh KaK NPOK3BeJleHNe YeThIpex
CrieLabHBIX LieTeil.
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