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In dieser Arbeit verfolgen wir ein zweifaches Ziel. Einerseits wird
durch eine mengentheoretische Verallgemeinerung des Begriffes des eukli-
dischen bzw. des Hauptidealringes die Aufmerksamkeit des Lesers auf
einige — mit den erwihnten verwandte — Begriffe hingelenkt, andererseits
wird sich dabei geklirt, welche KEigenschaften der genannten Ringe von
mengentheoretischer Herkunft sind, und welche im wesentlichen auf den in
den Ringen definierten Operationen beruhen.

Beziiglich des ersten bemerken wir folgendes. Das gruppentheoretische
Analogon des Hauptidealringes (bzw. euklidischen Ringes), das durch das
ithliche Ersetzen des Begriffes des Ideals durch den Begriff des Normalteilers
entsteht, scheint vielzu gekiinstelt und kompliziert zu sein. Beschréinken wir
uns dagegen auf abelsche Gruppen, so gelangen wir zu der wohlbekannten
Tatsache, dass die Untergruppen einer zyklischen Gruppe selbst zyklisch sind,
und zu der nicht weniger trivialen Erginzung, dass die zyklischen Gruppen
(die also in diesem Fall die Rolle der Hauptidealringe spielen) auch schon
reuklidisch« im geeigneten Sinne sind. Die kommutativen Hauptidealringe
(im weitesten Sinne) werden in [4] untersucht, die kommutativen Halb-
gruppen, deren samtliche Ideale Hauptideale sind, werden vom Herrn .
L. MEaYESL untersucht. Aus den unendlich vielen bisher nicht beschriebenen
Spezialfillen der im folgenden eingefithrten euklidischen und Hauptideal-
mengen mochten wir als die interessantesten die nichtkommutativen eukli-
dischen (siche [6]) und Hauptidealringe und ihre halbgruppentheoretischen
Analoga erwdhnen. Es wire auch nicht ohne Interesse die Ringe, deren simt-
liche Unterringe durch je ein Element erzeugt werden, zu beschreiben.

In Hinsicht des zweiten Ziels wird sich u.a. ergeben, dass der Satz, laut
dessen alle euklidischen Ringe Hauptidealringe sind, ein Spezialfall eines men-
gentheoretischen Satzes, also unabhéingig von den algebraischen Operationen
ist. Die Eigenschaften des Idealverbands eines euklidischen Ringes sind dagegen
durchaus den algebraischen Eigenschaften des Ringes zu verdanken, wie es
aus Satz 4 klar wird.

§ 1. Euklidische Mengen
Die Menge H soll eine Klassenmenge heissen, wenn zu jedem Element

a aus H gewisse Teilmengen Hj von H zugeordnet sind, wobei « eine von a
abhéngige Indexmenge I', durchlduft.
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Die Teilmengen HE werden wir Restklassen nach a nennen. Sie werden
die Rolle der Restklassen mod (@) in einem Ringe iibernehmen. Bequemlich-
keitshalber wollen wir noch die (in Ringen etwas ungewohnliche, aber natiir-
lich ganz unwesentliche) Voraussetzung machen, dass unter den Restklassen
nach @ immer auch die lehre Menge vorkommt.

Ein solches Element, welchem nur die leere Restklasse zugeordnet ist,
nennen wir ein Zerol). Im allgemeinen ist es natiirlich nich ausgeschlossen, dass
in H mehrere Zeros existieren. Die Menge sdmtlicher Zeros wird durch Z
bezeichnet.

Endlich soll eine Menge M (S H) ein vollstdndiges Restsystem nach
a genannt werden, falls M N Hj fiir jedes nichtleeres H genau ein Element
hat und ausserdem M < U H¢ besteht.

Es gilt nun

Satz 1. Die folgenden dret Aussagen sind aquwalent

A) es gzbt eine Abbildung ¢ der Klassenmenge H in eine wohlgeordnete
Menge, wobei in jeder nichtleeren Restklasse Hg ein Element b mit ¢(b) < ¢(a)
enthalten st ;

B) f’ilr jede Abbildung ¢ von H in eine wohlgeordnete Menge und jedes
Element c aus H gibt es ein a € H mit ¢(c) < @(a), wofiir in jeder michtleeren
Restklasse HE ein Element b mit @(b) < ¢(c) enthalten ust;

C) in jeder nichtleeren Teilmenge H’ von H gibt es ein Element a derart,
dass die Komplementdrmenge H — H’ mit jeder nichtleeren Restklasse H einen
nichtleeren Durchschnitt hat.

Die Klassenmenge H werden wir euklidisch nennen, wenn fiir sie eine
der Bedingungen A, B, C erfiillt ist. Eine Abbildung die die Bedingung A
erfiillt, wird eine ewklidische Norm genannt.

Beweis. Aus C folgt B. Besteht ndmlich C und ist ¢ eine beliebige Abbil-
dung von H in eine wohlgeordnete Menge, so bezeichne H, (¢ € H) die Menge
derjenigen a, fiir welche ¢(c) < @(a) gilt. Wegen der Bedingung C gibt es in
H, ein Element a so, dass (H — H,) N Hj fiir jedes nichtleeres H§ nicht leer
ist, also jedes solches Hg ein Element b mit ¢(b) << ¢(c) enthilt. Somit ist auch
B erfiillt.

Aus B folgt A. Um dies zu zeigen nehmen wir an, dass A nicht besteht
und fiihren die folgende Konstruktion durch. Alle Zeros von H bilden wir auf
die Ordnungszahl 0 ab. Wenn schon auf jede Ordnungszahl 8, die kleiner als
die Ordnungszahl « ist, ein b € H abgebildet ist, so bezeichnen wir die Menge
aller dieser b durch H, und auf o bilden wir alle diejenigen a aus H — H,
ab, fiir welche H, ein volles Restsystem nach @ enthélt. Die Menge dieser Ele-
mente bezeichnen wir durch M. Es sei y die kleinste Ordnungszahl, fiir welche
M., leer ist. Es kann nicht # = H, (= U M) gelten, da dann die erhaltene

8<

Abbildung eine euklidische Norm wire. Bilden wir nun simtliche Elemente

von H — H, auf y ab, und bezeichnen wir die gewonnene Abbildung durch ¢, -
d.h. es sei

il = B, falls aeﬂfp,
v, falls aEH — M.

; 1 Die Ubliche Definition des Ausdrucks ,,Restklasse nach Zero” (in einem Ring)
ist von der hier angegebenen verschieden, fiir unsere Zwecke ist aber diese bequemer.
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Ist nun ¢ € H — H so wird die Ungleichung ¢(c) < ¢(x) genau durch samt-
lichex ¢ H — H, erfullt aber unter diesen x gibt es kelnes wofiir H,, ein voll-
sténdiges Restsystem enthlelte die Abbildung geniigt also nicht der Bedin-
gung B. Hiermit ist unsere Behauptung bewiesen.

Aus A folgt C. In der Tat, ¢ sei eine euklidische Norm in H, H” eine nicht
leere Untermenge von H und a ein Element von H’ mit minimalem ¢(a).
Wegen der Definition der euklidischen Norm gibt es ein vollstindiges Rest-
system R, nach a, dessen simtliche Elemente eine kleinere Norm als @ haben.
Wegen der Wahl von @ gilt dann aber R, & H — H’, also auch C. Somit ist
Satz 1 bewiesen.

Ist H ein Ring, und haben die am Anfang des Paragraphs eingefiithrten
Begriffe den iiblichen ringtheoretischen Sinn, so ergibt die Behauptung
unseren Satzes: »A ist dquivalent mit B« eine Verscharfung des Satzes von
Ch. LEmmLEIN [3], die von A. Lascu [2] stammt (der aber seinen Satz in einer
irrtitmlichen Allgemeinheit formuliert).

Sind @,, a, Elemente einer euklidischen Menge H und ¢ eine euklidische
Norm in H, so kénnen wir an den Elementen a,, a, einen euklidischen Algo-
rithmus folgendermassen durchfiihren. Gibt es eine Restklasse Hg:, die a,
enthilt, so wihlen wir ein a, € Hg' mit p(a,) < ¢(a,). Sind schon a, al, ST
definiert und gibt es eine Restklasse Hy, die a,_, enthilt, so definieren wir a, .,
als ein Element von Hg, wofiir ¢(a) < @(a,) gilt. Gibt es keine solche Rest-
klasse, so sagen wir, dass "der Algorithmus nach » — 1 Schritten endet, und nen-
nen a,_, das Resultat, a, das Ende des Algorithmus. Ein euklidischer Algorith-
mus endet trivialerweise immer nach endlich vielen Schritten. Eine Bedeutung
kann ein solcher Algorithmus natiirlich nur dann erhalten, wenn er mit einer
Verallgemeinerung des Idealbegriffes in Beziehung kommt. Deshalb wollen
wir jetzt eine solche Verallgemeinerung vollziehen.

§ 2. Ideale

Eine nichtleere Untermenge ¢ der Klassenmenge H wird ein Ideal
von H genannt, wenn aus a, b € G, a ¢ Z folgt, dass eine solche b enthaltende
Restklasse H? existiert, die eine Teilmenge von @ ist.

Im al]gemelnsten Fall gilt der folgende Satz, der als eine Verallgemeine-
rung der Tatsache, dass jeder euklidische Ring ein Hauptidealring ist, ange-
sehen werden darf.

Satz 2. Es sei H eine euklidische Menge, ¢ eine euklidische Norm in H,
G ein Ideal von H wnd

(1) a€ G — Z mit minimaler Norm ¢(a) .

Dann ist G die Vereinigungsmenge solcher Restklassen HE, deren jede
wenigstens ein Zero enthiilt.

Beweis. In der Tat, ist b € @, so gibt es ein Hi & G, wofiir b € HZ ist,
und hiermit ein ¢ € H2 (also auch ¢ € @) mit ¢(c) < p(a). Wegen (1) muss dann
aber ¢ € Z sein. Wir haben also erhalten, dass ein beliebiges b € ¢ in einer
solchen Restklasse Hg enthalten ist, die auch ein Zero enthélt, was zu bewei-
sen war.

Bei einer weiteren Voraussetzung, die noch immer eine grosse Allgemein-
heit zuldsst, konnen wir diesen Satz dem entsprechenden ringtheoretischen
Satz noch etwas néherbringen. Zu diesem Zweck werden wir sagen, dass die
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Elemente einer Teilmenge M der Klassenmenge H das Ideal @ erzeugen, falls
M C G und fiir jedes Ideal G aus M S G auch ¢ & G’ folgt.

Im allgemeinen kann es natiirlich vorkommen, dass die Elemente einer
vorgegebenen Teilmenge M kein Ideal erzeugen, entweder weil es iiberhaupt
kein M enthaltendes Ideal gibt, oder weil der Durchschnitt der M enthalten-
den Ideale kein Ideal ist. Damit es zu beliebigen zwei Elementen einer Klassen-
menge H ein solches Ideal G gibt, welches beide Elemente enthilt, ist es not-
wendig und hinreichend, dass

(2) Ui =0T (@ H —Z)

besteht.

Das Hinreichen folgt einfach daraus, dass in diesem Falle H selbst ein
Ideal ist. Gibt es ferner zu jedem Elementenpaar a,b ein Ideal G,,, das
a und b enthilt, so gibt es bei einem festgewdhlten a(€ H—Z) zu jedem

b(€ H) eine Restklasse Hg(< G, ,), die b enthdlt, d.h. (..) ist auch notwendig.

Damit die Menge der Ideale der Klassenmenge H einen Halbverband
nach der Operation N bildet, ist es hinreichend, dass die Restklassen /¢
bei einem festen a einen Halbverband nach derselben Operation bilden, d.h.

(3) HiN H; = H; (dely)

fir jedes Paar o, f besteht. Damit der Halbverband der Ideale vollstédndig
ist, ist es hinreichend, dass der Halbverband der Restklassen H fiir alle a
vollstindig sei, d. h.

(4) n Ha= H (€I, fir 4 S T,)

aed ;

bestehe?). Ist namlich {,} eine Menge von Idealen (y durchliuft eine Index-
menge /") und ist a € G —Z PEW, fiur alle y, so gibt es fiir jedes y ein
H¥y S G das b enthalt Besteht nun (4), oder, falls /" endlich ist, sogar
nur (3), %o ist U Hgy einer Restklasse HY gleich, also gilt

vel' (]
be nHZVZH;;g e,
vE ver

womit sich N (Y als Ideal erwiesen Hat.
eI’
Es ist /nun merkwiirdig, dass die Annahme von (4) (sogar samt (2)) keine

Moglichkeit liefert, iiber die Ideale mehr als in Satz 2 zu sagen. Dagegen gilt_

Satz 3. H sei eine ewklidische Menge. Gibt es fur jedes a € H hichstens eine
Restklasse Hf, fir welche HS N Z wnicht leer ist, so ist in H jedes Ideal (= Z)
durch ewn einziges Element erzeugt. Ferner ist dann in H jedes aufsteigende
Idealkette endlich.

Beweis. Es sei ¢ eine euklidische Norm in H, ¢ ein Idealund a € ¢ — Z
mit minimaler Norm ¢(a). Dann ist ¢/ zufolge Satzes 2 die Vereinigungsmenge
solcher Restklassen HE, fiir welche H$ N Z nicht leer ist. Da aber jetzt die

2 Es wiare keine grosse Einschrinkung, statt (4)
@) HiNH] = o (@, BEA, a+p)

zu erfordern, denn im Falle H§ C H} hat die letztere Restklasse in den hier betrachteten
Fragen keine selbstindige Bedeutung.
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einzige solche Restklasse Hj ist, so gilt
G=H.

Es sei jetzt G ein beliebiges Ideal, das a enthélt. G N Z kann (wieder nach
Satz 2) nicht leer sein, also muss es ein Hg & G geben, das ein Zero enthiilt.
Somit gilt @ = H; S G”. Die erste Halfte des Satzes ist also bewiesen.

Um die zweite Aussage zu beweisen, geniigt es zu zeigen, dass es im Falle
G c @’ ein Element ¢ in ¢ — Z gibt, wofiir ¢(c) < ¢(a) gilt. Wire aber dies
nicht der Fall, so hitte a auch in G — Z minimale Norm, und, wie im ersten
Teil des Beweises, liesse sich G = H} = @ zeigen. Dieser Widerspruch vollen-
det den Beweis.

Wir sehen, dass einige wolhbekannten Eigenschaften der euklidishen
Ringe sich bei sehr allgemeinen Voraussetzungen auf euklidische Mengen iiber-
tragen lassen. Beziiglich des Fundamentalsatzes der Zahlentheorie ist aber
dies nicht der Fall; im Gegensatz, es gilt

Satz 4. Es sei ein Verband V mit einem maximalen und mit einem mini-
malen HElement gegeben, der die Maximalbedingung erfiillt. Dann gibt es eine
euklidische Menge H fiir welche (2) und die folgenden Bedingungen erfallt sind.

I. H3 N Hb ist leer (a € H, a 5 p);
ILI. in H gibt es ein einziges Zero z und ein einziges Element ¢ mit HS = H
(I, = {e));
II1. jedes Hj mit z € HG st ein Ideal;
IV. der Idealverband von H ist isomorph zu V.

Beweis. Wir setzen gleich H = V. Die Verbandsoperationen in ¥ bezeich-
nen wir durch ~ und u, die zugehorige Ordnungsrelation durch <, das maxi-
male Element von V durch e, das minimale durch z. Wir konstruieren die nicht-
leeren Restklassen folgendermassen. Das einzige Zero von H wird z. Ist a
ein von z verschiedenes Element, so ordnen wir jedem Element b des durch
a erzeugten dualen Verbandsideals (d.h. zu den Elementen b > a) eine Rest-
klasse H? zu, die durch

(5) B = {ef <8 =0}

definiert wird. Da @ v a = a fiir alle Elementenpaare x, @ aus V gilt, bestekt
(2) bei dieser Definition der Restklassen. Wegen der Eindeutigkeit dieser
Operation ist auch I erfillt. Die erste Hélfte von II ist trivial, die andere
Halfte folgt aus

T wie—e (xeV).

Wegen z v a = a ist z € H? fiir jedes a 5= z. Es ist aber klar, dass H2 das
durch a erzeugte Verbandsideal ist, weshalb aus @, y € H% auch z v y € HY,
also auch w € HY fir simtliche v < 2 o y folgt. Aus (5) ergibt sich dann aber

HZ'Y ¢ Hg,
d. h. IIL.

Die Klassenmenge H erfiillt die Bedingung C aus Satz.1 und ist somit
euklidisch. Es sei ndmlich H” S H. Ist z € H’, so ist C trivialerweise erfiillt
fiir z statt a; ist dagegen z € H — H’, so nehmen wir das maximale (im Sinne
der Ordnungsrelation) Element a in /’; ein solches muss wegen der Maximal-
bedingung existieren. Fiir H¢ gilt
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fur H) (b a) wegen b > a
bGHgQ(H—H'),

womit das Bestehen von C bewiesen ist.

Aus dem bisher gezeigten folgt, dass fiir H die Voraussetzungen des
Satzes 3 erfiillt sind, und somit ist in H jedes Ideal durch ein einziges Element
erzeugt. Dies und 111 ergeben, dass in H die simtlichen verschiedenen Ideale
die H“ und die Menge {z} sind. Wegen der Regel

Ha N Hb Hanb

anb»

die leicht einzusehen ist, besteht auch IV. Dies vollendet den Beweis.

Uber den euklidischen Algorithmus kénnen wir im allgemeinsten Falle
nur folgendes sagen: ist H eine euklidische Menge, G ein Ideal in H und
o, a4y €@, 50 gibt es einen euklidischen Algorithmus fir diese Hlemente so, dass

(6) a#EG (e=0,1,..,%)

und a, ein Zero ist. In der Tat, (6) besteht fiir p=0,1, und wenn sie fiir u =
= A — 1, A besteht, so kénnen wir fiir Hg} eine in ¢ hef*ende Restklasse wihlen,
also wird auch a,., € @. Wire ferner a, kein Zero, so miisste ein Hg =1
existieren, das a,_, enthélt, und a, kénnte nicht das Ende des A.lgomthmus sein.

Nehmen wir jetzt fiir # auch (4') an. Wir bezeichnen durch H} diejenige
Hg, die b enthalt. Es ist klar, dass H) und HS entweder gleich, oder
fremd sind. Gibt es nun in einem Algorithmus ein Paar a,_,, a, (A=
— ,v), das in einem Ideal G enthalten ist, so erzeugt jedes Paar
a#_l, (m demselben  Algorithmus) ein und dasselbe Ideal. In der Tat,
= und a, erzeugen ein Ideal ¢,. Dieses Ideal enthillt die beiden Rest-
klassen Hgi = Hgi* (falls A > 2 ist) und Hg}™ = Hgi* (falls A<v — 1ist).
Hiernach gelten a,_, € G,, a, ; € G,. Hieraus folgt die Behauptung durch
Induktion.

Endlich sei auch die Voraussetzung von Satz 3 erfiillt. Fiir einen Belie-
bigen engen Algorithmus gilt dann

(7) GG e =G —Glar ),

wo ((z) das durch « erzeugte Ideal ist und (7) in dem Sinne zu verstehen ist,
dass alle dort gebildeten Ideale existieren und gleich sind, wenn nur eins von
ihnen existiert. Dies brauchen wir nur noch beziiglich der letzten Gleichung
zu beweisen. Existiert ¢, so gilt a,_, € ¢, und dann existiert wegen (4') auch
G(a,-,). Einerseits ist offenbar G(a,_,) S G,. Andererseits muss a, € G(a,—,)
sein. In der Tat, a, ist ein Zero, wie es wir schon gesehen haben. Wegen a, € G,
existiert Hy’ (< G,) und sie ist dann die einzige Restklasse nach a,_;, die
ein Zero enthalt also muss auch Hy' < G(a,—,) gelten. Dann ist aber
a,, a,€G (a,_;), also auch G, € G (a, )

Umgekehrt nehmen wir Jetzt an, dass G(a,_,) existiert. Es enthilt dann
ein Zero und somit auch Hg’ , als die einzige Zero enthaltende Restklasse
nach a,_,. Somit gibt es ein Tdeal (némlich G(a,,)), das @, und a, enthalt.
Dann existiert aber G,, und nach den vorigen gllt (7).
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§ 3. Normenverband

In [5]wardie Frage iiber sémtliche euklidischen Normen eines euklidischen
Ringes gestellt. In diesem § wollen wir einige elementare Tatsachen iiber diese
Frage in unserem allgemeineren Falle feststellen. Deshalb werden wir in diesem
§ unter einer euklidischen Norm immer eine Abbildung auf eine Ordnungs-
zahlenmenge verstehen.

Es seien ¢ und v zwei verschiedene euklldlsche Normen einer euklidischen
Menge H (im eben erwihnten Sinne). Wir sagen, dass ¢ kleiner als y ist (p < y),
falls p(a) < y(a) fiir jedes @ € H gilt. Damit ist eine teilweise Ordnungsrelation
in der Klasse simtlicher euklidischen Normen von H angegeben.

Nach dieser Relation bildet die genannte Klasse einen vollstindigen Verband
in dem Sinne, dass jede Menge von Normen ein Infimum und ein Supremum
hat?. Es geniigt zu zeigen, dass jede Menge von Normen ein Infimum hat;
die Existenz des Supremum wird hieraus schon folgen, denn jede Menge von
Normen hat offenbar eine obere Schranke. Es sei also {p,} eine Menge eukli-
discher Normen der euklidischen Menge H. Fiir jedes @ € H hat die Ordnungs-
zahlenmenge {g,(2)} ein minimales Element ¢,(a). Die Abbildung

p(a) = gq(a) (acH)

ist eine euklidische Norm. In der Tat, da ¢, eine euklidische Norm ist, gibt
es in jeder Restklasse nach a ein Element b mit ¢,(b) < ¢,(a), also

P(b) = @4(b) < pola) = g(a).

Offenbar ist ¢ < ¢, fiir jedes ¢. Gilt dies auch fiir die Norm v, so gilt y(a) <
< @,(a) fur jedes @ € H und jedes o, also u.a.

y(a) = @,(a) = ¢(a) .
Somit haben wir in der Tat
¢ =infg,,

also auch die behauptete Existenz des von hieran Normenverband zu nennen
den Verbandes gezeigt.

Aus dem gezeigten folgt:

Satz 5. Der Normenverband einer beliebigen euklidischen Menge H hat
wmmer ein ewnziges minimales Element.

Beweis. Bezeichne f die Michtigkeit der Menge H und sei m eine grissere
Miéchtigkeit, w,, die zu m gehorende Anfangszahl. s ist klar, dass die Gesamt-
heit derjenigen euklidischen Normen von H, deren sidmtliche Werte kleiner
als oy, sind, eine Menge M bilden, folglich existiert ihr Infimum ¢,. Um zu
zeigen, dass ¢, die minimale Norm von H (d.h. das einzige minimale Element
des Normenverbandes von H) ist, geniigt es einzusehen, dass es zu jeder eukli-
dischen Norm ¢ ein Element ¢’ von I mit ¢” < ¢ gibt. Fiir ¢* konnen wir
aber z.B. die mit ¢ dquivalente liickenlose Norm (siehe [5]) wéhlen, die we-
gen | < M wirklich ein Element von I ist. Damit ist unser Satz bewiesen.

Satz 5 lasst sich auch unmittelbar — analog zur Existenz des Normen-
verbandes — beweisen.

3 Die Normen bilden keinen Verband im iiblichen Sinne; da ihre Gesamtheit keine
Menge bildet.
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Die minimale Norm ¢, kann folgendermassen konstruiert werden.
Fiir jedes Zero z setzen wir

(8) @o(2) =0.

Ist schon fiir jede Ordnungszahl-f < « die Menge derjenigen b € H, fiir welche
®o(b) = p gesetzt wird, angegeben, so bezeichne man die Menge aller solchen
Elemente durch H, und setze

@o(a) = a

fiir genau diejenigen Elemente @ von H — H, fiir welche H, ein volles Rest-
system nach a enthélt. Ist H — H , nicht leer, so gibt es wegen der Bedingung
C aus Satz 1 immer solche Elemente @ und deshalb kénnen wir dieses Verfahren
immer solange fortsetzen, bis die Menge H erschopft wird. Die so erhaltene
Abbildung ist eine euklidische Norm, da sie die Eigenschaft 4 aus Satz 1 besitzt,
wie es aus der Konstruktion leicht zu ersehen ist. Ferner ist ¢, minimal. In der
Tat, @ sei eine beliebige euklidische Norm in H. Wir haben zu zeigen, dass

(9) ‘ Po(@) = ¢(a) (acH).

Wire (9) falsch, so soll @, unter denjenigen Elementen fiir welche (9) falsch
ist den minimalen Wert ¢(a,) haben; also gélte

(10) (@) < @u(@y) -

Aus ¢(b) < @(a,) folgt ¢y(b) < @(b). a, kann wegen (9) kein Zero sein.
Deshalb muss es ein volles Restsystem {a,} nach a, geben, fiir welches

p(a,) < @(ay)
und somit auch

®ol(a,) < p(ay) -

Dies bedeutet aber, dass bei der Konstruktion von ¢, die Menge Hy,, ein voll-
standiges Restsystem nach a enthilt, also muss

Po(@s) = P(ay)

gesetzt werden, im Gegensatz zu (10). Die Abbildung ist also in der Tat die
minimale Norm.

Fiihren wir diese Konstruktion in den Fillen durch, wo H dem Ring
der ganzen rationalen Zahlen bzw. einem Polynomring iiber einem Korper
gleich ist, so erhalten wir im ersten Falle

go(n) = [I(’g ”] - (n % 0)

log 2

und im zweiten 3
@o(f) = Grad f + 1 (f#0),

nebst der allgemeingiiltigen Gleichung ¢,(0) = 0. Endlich, es gilt

Satz 6. Sind die vollstindigen Restsysteme nach a fir jedes Element a der
euklidischen Menge H endlich, so bildet die minimale Norm ¢, die Menge H auf
ein Segment der Menge der natirlichen Zahlen ab.
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Beweis. Es ist klar, dass ¢, die Menge / auf eine liickenlose Ordnungs-
zahlenmenge abbildet, folglich geniigt es zu zeigen, dass unter den ¢(a) (a € H)
die Ordnungszahl e nicht vorkommt. Wire aber ¢ (a) = o, so miisste ein voll-
standiges Restsystem {b,} nach a existieren, dessen Elemente die Bedingung

Po(ba) < pola) = @
erfiillten. Nach der Annahme ist {b,} endlich, also gibt es unter den ¢(b,)
eine maximale. Es sei

max @(b,) = m .
Dann ist die Abbildung

il {(po(x), falls"a =L a, xIEH

m-+1,falls x=a

trivialerweise eine euklidische Norm, ferner gilt ¢; < ¢,, im Widerspruch mit
der Minimalitdt von ¢, Somit ist Satz 6 bewiesen.

§ 4. Hauptidealmenge

Es gibt verschiedene Moglichkeiten, das Kriterium von H. Hasse fiir
Hauptidealringe (siehe [1]) dhnlicherweise wie die Definition der euklidischen
Ringe in § 1 zu verallgemeinern. Bei diesen Verallgemeinerungen kann aber
vorkommen, dass die Hasse’sche Bedingung den Kriteriumscharakter verliert
und in eine hinreichende Bedingung iibergeht. Hier wollen wir eine Verall-
gemeinerung angeben, die den Kriteriumscharakter bewart, und zwar in einem
noch allgemeineren Falle als in den bisherigen Paragraphen.

H sei eine beliebige Menge und /" eine Menge nichtleerer Untermengen
-von H. Die Menge G € I'werden wir auch in diesem allgemeinsten Falle Ideale
von H nennen. H wird eine Hauptidealmenge genannt, wenn fiir jede nichtleere
Untermenge 4 von I’

(11) U #cu@
GCGed Ged
gilt.
Aus (11) folgt die Maximalbedingung fiir Ideale. Wére namlich
GchZC"‘ (Glép)’
SO wire G G — G U G, in Widerspruch mit (11).

i=1 i—1 GCG
Ist der Durchschnitt einer endlichen Menge von Idealen wieder ein Ideal,

so bedeutet der Spezialfall von (11)
(117) U Gca@
éce
einfach, dass ¢ durch ein einziges Element @ erzeugt ist (im iiblichen Sinne,
dass ndmlich ¢ € ¢ und ¢ = N @ ist. Fiir ¢ darf man ein beliebiges Element

aeG’
aus @ — U G wihlen). Ein Ideal ¢ mit der Eigenschaft (11”) nennen wir
Gea
ein Hauptideal; die Hauptideale kénnen natiirlich auch in allen Spezialfillen

durch (11’) definiert werden. Die euklidische Mengen im allgemeinsten Falle
werden keine Hauptidealmengen; wird aber fiir eine euklidische Menge die
Voraussetzung von Satz 3 erfiillt, so gilt fiir diese natiirlich auch (11).
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Aus Satz 1 folgt, dass die folgenden drei Bedingungen miteinander
dquivalent sind:

A*) es gibt eine Abbildung ¢ von H in eine wohlgeordnete Menge so,
dass fiir beliebige zwei Ideale ¢, G’ von H mit ¢ € G und fiir jedes a € ¢
ein b € @’ mit ¢(b) < p(a) existiert;

B*) fiir jede Abbildung ¢ von H in eine wohlgeordnete Menge und jedes
Element ¢ aus H gibt es ein a € H mit ¢(c) < ¢(a), wofir aus a € G C G’
(G, G” Ideale) die Existenz eines b € G mit ¢(b) < ¢(c) folgt;

C*) in jeder nichtleeren Untermenge H’ von H gibt es ein Element a,
fiir welches aus a € GC Q7 (G, G Ideale) folgt, dass G’ N (H—H’) nicht leer ist.

Um dies einzusehen, geniigt es, jedem a € H diejenige G € I" als Rest-
klassen zuzuordnen, fiir welche es ein G € I' mit a € G C G’ gibtt. Es gilt
ferner

Satz 7. Eine jede der Bedingungen A*, B* C* ist mit (11) dquivalent.

Beweis. Es geniigt A* <= (11) zu zeigen.

Nehmen wir A* an und A sei eine beliebige nichtleere Teilmenge von I

Betrachten wir ein Element a aus U G mit minimalem ¢(a). Wiarea € U @,
GC GeA

dh. ac€ G' c G,e A fir ein geelgnetes G ,, so miisste ein b € G, also auch
b€ U G’ mit (p(b) @(a) geben, in Widerspruch zur Minimaleigenschaft

von a Somlt gilt (11).
Umgekehrt, sei (11) erfiillt. Definieren wir die Mengen H (¢ =0, 1,...,0,...)
folgenderweise:

(121) Ho — U G N
Ger
(12,) Hou.,= U G.
GCG’CHg
(12,) Hp: U @G fiir Limeszahlen f.
“pse
Aus dieser Definition ist klar, dass
(13) o= 16
G’'CSHqg

fiir jedes o ist. Hieraus und aus (12,) folgt wegen (11)
(14) H ek

wenn es nur iiberhaupt ein G € H_ gibt, d. h. wegen (13), wenn H, nicht leer
ist. Hiermit muss es ein 7 geben, wofiir H_ schon leer ist; 7 sei die kleinste
Ordnungszahl mit dieser Eigenschaft. Im folgenden werden wir nur die H,
mit o < 7 in Betracht nehmen; fiir diese gilt (14) unbedingt.

Setzen wir

(15) p(a) =a (@€H, — Hyyy) -

Fiir die iibrigen a sei g(a) = 7. Wir behaupten, dass die Abbildung ¢ die in A*
erforderte Eigenschaft besitzt. Es sei ndmlich ¢, ein beliebiges Ideal. Es gibt
eine grosste Ordnungszahl y, fiir welche noch ¢y & H, gilt, denn wegen (12,)
ist G, & H, und fiir eine Limeszahl f aus G, = H,; bei simtlichen & <f

4 Die Ideale der so entstehenden Klassenmenge werden natiirlich im allgemeinen
mit den Idealen aus I'" nicht {ibereinstimmen.



EUKLIDISCHE UND HAUPTIDEALRINGE 333

folgt Gy S N Hg, also wegen (12;) auch G, S Hy Wegen der Definition
von @ bedeut<et dies einerseits, dass
(16) @(a) =y fir alle a €@,

gilt. Andererseits sei ¢, C G, und y’ die grosste Ordnungszahl mit Gy S H.,.
Offenbar gilt y” <y, da sonst G & H, und

GO g U G= H'y+1
GCG'CHy
in Widerspruch mit der Definition von y wiire. Ferner ist wegen Gg C= H,» 44
der Durchschnitt G§ N (H,, — H, ;) nicht leer, es gibt also nach (15) ein
Element a, in G, wofiir ¢(a,) = y’, folglich wegen (16) ¢(a,) < ¢(a) fiir alle
a € G, gilt. Dies vollendet den Beweis.

Die Bedeutung des Satzes 7 besteht darin, dass A* eine Verallgemeine-
rung des erwahnten Hasse’schen Kriteriums, und B* eine Verallgemeinerung
einer von Lascu [2] bemerkten ringtheoretischen Tatsache ist, somit weist
dieser Satz auf die mengentheoretische Deutung ringtheoretischer Sitze hin.

Den Herren E. Friep, L. Fucas und A. KErTESz bin ich fiir ihre wert-
vollen Bemerkungen und Ratschlige zu grossem Dank verpflichtet.

(Eingegangen: 9. April, 1962.)
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TEOPETUKO-MHO)XECTBEHHASI TPAKTOBKA EBKJIMJI0BbBIX
KOJIELl U KOJIELl I'"TABHBIX UJIEAJIOB|

G. POLLAK
Pe3iome

B nacrosimeif paGore jaercsi TeOpPeTHMKO-MHO)KeCTBeHHOe 00001ieHne I10-
HATUI eBKJIMJ0BA KOJbLla M KOJIbLIA IJIABHBIX MjealioB. IIpu 3TOM BbIACHsIETCS,
YTO LeJIblid psIJ| TeOpeM KacaloLXcsl TaKUMX KOJell MepeHOCUTCs] Ha COOTBeT-
CTBYIOIIME TeOPeTHMKO-MHOYKECTBEHHbIe NOHATHSI. JTO MMeeT MeCTO HalpuMep
JUISL TeOpeMbl O TOM, UTO €BKJIM/IOBO KOJIBLIO €CTb KOJbLIO IJIaBHBIX M/eajioB
(Teopemsl 2 1 3), IS TeOpeMbl O CYLIeCTBOBAHMM airoputma EBkimfa, uan s
KpuTepusi XACCE JyIs KoJlell TJIaBHBIX ujieasioB (Teopema 7). C apyroii cTopoHBl,
JMCTPUOYTUBHOCTb CTPYKTYPBI MJlealloB eBKJIM/0BA KOJblia He 0000mmaercs naxe
IpY OYeHb CHJIbHBIX IPeJIOJI0YKeHUSIX OTHOCUTEJIbHO paccMaTpUBaeMOr0 MHO-
YKeCTBa; ee BBIOJIHeHHe B €BKJIMIOBBIX KOJIbLIAX IOBUJAMMOMY SIBJISIETCSI CJIe/l-
CTBMEM Hanuuusi anrebpauyecKoii omepauuu (Teopema 4).

7 A Matematikai Kutaté Intézet Kozleményei VII, A/3.
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