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A dolgozat eljárást ismertet a c ímben említett héjak erőjátékának meghatáro-
zására a membránelmélet szokásos feltevéseinek keretében. Felteszi, hogy a héj felül-
vi lágító nyílását olyan peremgyűrű szegélyezi , amely vízszintes síkú hajl í tónyomaté-
kokkal szemben semmi ellenállást sem fe j t ki, a héj külső szélét alátámasztó perem-
ívek pedig oldalirányú erőkkel szemben n e m ellenállók. A közölt megoldás közelítő 
jellegű: a felülvilágító nyílást szegélyező gyűrűre vonatkozó peremfeltételnek pontosan, 
a peremívekre vonatkozó peremfeltételnek azonban csak közelítőleg tesz eleget. Az eljá-
rás alkalmazását számpélda világítja meg, és ez egyúttal az eljárás célszerű vo l tá t is 
igazolja. 

1. Bevezetés 

A je len t a n u l m á n y fc-oldalú szabá lyos sokszögalapra jz fölé s ze rkesz t e t t 
függőleges t enge lyű o lyan fo rgásparabo lo idhé jak számí tásáva l fogla lkozik , 
amelyeken központos elrendezésű k ö r a l a k ú felülvilágító nyílás van (1. ábra) , 
A szóban forgó hé jak kü l ső szélét függőleges síkú p e r e m t a r t ó k (pe remívek) 

1. ábra. Szabályos sokszögalaprajz fölé szerkesztett forgásparaboloidhéj központos elrendezésű 
köralakú felülvi lágító nyílással 

g y á m o l í t j á k , a felülvi lágí tó nyílás szélét pedig körbe f u t ó pe remta r tó (perem-
gyűrű) szegélyezi. A f igye lembe ve t t t e h e r kör sz immet r ikus megoszlású függő-
leges erőrendszer . 

A t á r g y a l a n d ó v a l rokon f e l ada t t a l , egy kö ra l akú felülvilágító nyílás-
sal bíró egyenlőoldalú háromszög a l a p r a j z ú függőleges tengelyű forgás-

* Prof. Dr. Csonka Pál , 1114 Budapest, Bartók Béla u. 31. 
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paraboloidhéj számításával a szerző egyik előző dolgozata foglalkozott [1]. Az 
ot t közölt megoldás olyan héjakra vonatkozott , amelyek felülvilágító nyílásá-
nak peremtartója mindennemű erőhatással szemben kellőképpen ellenálló 
volt . A jelen dolgozat ettől eltérően olyan héjakkal foglalkozik, amelyek felül-
világító nyílásának peremtartója vízszintes s íkú hajlító erőpárokkal szemben 
semmi ellenállást sem fejt ki. A héj külső peremét gyámolító peremtartókról 
az [1] dolgozathoz hasonlóan ez a dolgozat is feltételezi, hogy oldalirányú 
erőkkel szemben nem ellenállók, de ez utóbbi feltételt az [1] dolgozathoz hason-
lóan ez a dolgozat is csak közelítőleg teljesíti. 

2. Alapösszefüggések 

Tárgyalásainkat a 2. ábrán feltüntetett О (x, y , z) derékszögű, i l letve 
0(r,f,z) hengeres koordináta-rendszerre vonatkoztatjuk. Ezek 0 kezdőpontja 
a forgásparaboloid tengelypontjával, z tengelye e paraboloid tengelyével esik 
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2. ábra. Szabályos sokszögalaprajz fö lé szerkesztett forgásparaboloidhéj központos elrendezésű 
köralakú felülvilágító nyílással 
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egybe; a -j-z tengelyág lefelé i rányul . A pozi t ív y = 0 félsík illetve a <p = 0 sík 
a hé j a l ap ra j z i sokszögének egyik o lda lá t felezi. Az a l ap ra j z i sokszög köré 
ír t kör s u g a r á t R, az a l ap ra jz i sokszögbe í r t kör suga rá t a, a kö ra l akú felül-
vi lágí tó nyí lás sugará t pedig r0 b e tű jelöli . 

Az О (x, y, z) t enge ly rendszerben a h é j középfelüle tének a l a k j á t a 

egyenle t te l , az 0 (r, <p, z) t enge lyrendszerben pedig a 

h г h ° 2 2 / o \ z — r1 = pi (2) 
R 2 R 2 

egyenle t te l jel lemezzük, ahol 

t x У r 

a a a 

A h é j r a ha tó t e h e r n e k az a lapra jz terüle tegységére j u t ó fa j lagos é r t éké t a 

p= 2 Píq' (3) 
i — 0 

t ehe r függvénnye l fe jezzük ki. I t t a p , e g y ü t t h a t ó k d imenzió ja егб/hosszúság2 . A 
héj p e r e m g y ű r ű j é r e h a t ó külső erők (önsúly -(- terhek) f a j l agos é r téké t á l landó-
nak t e k i n t j ü k és G0 b e t ű v e l je löl jük. E n n e k dimenziója : erő/hosszúság. 

A h é j feszül t ségál lapotának le í rására a vizsgálandó h é j sz immetr iaviszo-
nya iva l megegyező sz immet r i a tu l a jdonságokka l bíró f eszü l t ségfüggvény t veze-
t ü n k be [2,3]. Az x, у i r á n y ú redukál t feszí tőerők e feszü l t ségfüggvény másod ik 
de r ivá l t j ai : 

TV _ J _ 9 2 J f 
X n „ " Î 

9 y 2 a2 Qif 

й Q2F 1 8 2F . . , . Nxy — = » (4a, b , c) 
8 « • 8 у a1 8 ? • 8r j 

N = d*F = 1 Q2F 

У дх2 a2 8 l 2 ' 
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A sugár és í v i r á n y ú feszítő e r ő k a feszül tségfüggvénnyel a köve tkező kapcso-
l a t b a n á l l anak : 

1_ QF_ Q2F 

Qq>2 

Nr = —— í— • —— 
a2 Qcp (g a<p 

(5a, b , c ) 

v a2 9 Q2 

Az F f e szü l t ség függvény a Pucher-féle d i f ferenciá legyenle tnek t a r toz ik 
megfelelni [2,3]. Ez a d i f ferenciá legyenle t fo rgáspa rabo lo idhé j ak esetében a 
következő egyszerű kép le t t e l fe jezhető k i : 

— AF + p = 0. 
R-

I t t 

d x 2 9 y * 

d2F J_ aF J_ 92F 

Э{?2 q a Q Qcp2 

(6) 

( 7 ) 

3. A peremfeltételek 

Az F f ü g g v é n y a f e l a d a t differenciálegyenletén felül megfelelni t a r t oz ik 
a hé jpe remek t á m a s z t á s m ó d j á t , illetve a p e r e m t a r t ó k merevségi viszonyai t 
kifejező pe remfe l t é te leknek is . 

3.1. Az első peremfeltétel 

A héj be lső peremét szegélyező pe remgyűrű re h a t ó e rőknek (a pe rem-
g y ű r ű s a j á t s ú l y á n a k , a reá h a t ó te rheknek és a hé j á l ta l a pe remgyűrűre gya-
korol t e rőknek) egyensú lyban levő rendszer t kell a lko tn iok . Minthogy ezek 
az erők a h é j a l a p r a j z s z immet r i aado t t s ága iva l azonos sz immet r i a t u l a jdonsá -
gokkal rendelkeznek , az egyensú ly nyomaték i fel tételei , v a l a m i n t a vízszintes 
erőalkotókra vona tkozó v e t ü l e t i feltételek eleve te l jesü lnek . í g y az egyensúly 
előfel té te leként mindössze a függőleges e rőa lko tókra v o n a t k o z ó vetület i t é t e l 
te l jesí tését , vagy i s csupán a 

ZZ = 0 (8) 

fel tétel kielégí tését kell e lő í rnunk . 
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3.2. A második peremfeltétel 

Kikö té sünk szerint a h é j belső peremét szegélyező p e r e m g y ű r ű vízszintes 
s íkú ha j l í tó e rőpárokkal s z e m b e n semmi el lenál lást sem t u d kifej teni . E z é r t 
a pe remgyűrű ke resz tmetsze te in semmiféle vízszintes síkú k a j l í t ó n y o m a t é k s em 
jöhe t létre. E z t a pe remfe l té te l t az 

Mz = 0 (9) 
képlet te l f e j e z h e t j ü k ki. 

3.3. A harmadik peremfeltétel 

A hé j külső peremét a l á t ámasz tó peremívekről , m i n t függőleges s íkú 
síkbeli t a r t ók ró l f e l t e t tük , h o g y oldal irányú erőkkel szemben nem ellenállók. 
A szóbanforgó feltételt közel í tőleg t e l j e s í t e t t nek t e k i n t j ü k , h a a héj á l t a l a 
peremívekre gyakorol t o lda l i r ányú erők je len ték te lenek .* E z t a k ö r ü l m é n y t 
a I = 1 pe remív esetében az 

[ J v x ] £ = 1 ^ 0 (10) 

egyenlet te l f e j e zhe t j ük ki. H a ez a feltétel te l jes í tve van , a k k o r a fennforgó 

sokszögszimmetr iára való t e k i n t e t t e l a t ö b b i peremívre vona tkozó hasonló 

fel té te l is te l jesül . 

4 . A feladat megoldása 

A megoldandó fe lada t F feszül t ségfüggvényét h á r o m részből t e s szük 
össze: 

F = F1 + F11 + FIU, (11) 

és megá l l apodunk abban , h o g y az E 1 , Fn, Fm f üggvényeknek megfelelő 
feszítőerők be tű j e l é t az F f ü g g v é n y n e k megfele lő feszí tőerők betűje lé től va ló 
megkülönböz te tésü l , I, I I , I I I felső indexszel l á t j u k el. E z e k szerint pl . az 
F1, Fn, FUI f üggvényeknek megfelelő sugá r i r ányú fesz í tőerők b e t ű j e l e : 
JVÍ, N Î \ JVr

In. 
Természetesen 

Nr = Nl + NV + NV\ 

és hasonló kép le tek í rha tók fel a többi feszí tőerőre is. 

* А к = 4 eset különleges tárgyalást igényel. Ebben az esetben a (10) követelmény a 
sarokpontok közvetlen környezetében az itt ismertetendő módon nem teljesíthető. 
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4.1. Az F1 függvény 

F1 f ü g g v é n y g y a n á n t az inhomogén differenciálegyenleteket kielégí tő 

= p f J p t ( g 2 2 ) i ± l ( 1 2 ) 

2h fT0 {i + 2)2 2h Й (i + 2)2 

függvény t vá l a sz t juk . 
A f e n t i Fl függvénynek megfelelő sugár - és í v i r ányú redukál t fesz í tőerők 

az (5) k é p l e t e k szerint s z á m í t h a t ó k : 

a 2 p Q q 2h î f o i + 2 

Ï V ' „ = 0 , (13a , b , c ) 

* а 2 Эр2 2 л Д » + 2 Л < ? ' 

az д;, y i r á n y ú redukál t feszí tőerők ped ig a (4) képle tek szerint h a t á r o z h a t ó k 
meg: 

— 1 a2ÍTi R 2 1 n ' -2 
= = ^ r V + ^ ^ + * + • 

а 2 Э»Г 2 f t J ï o I + 2 
1 я2 IT1 R2 У fi» ' - 2 

" • " Г '• ^ т - = + ^ г f ^ ^ 2 + ч " ) ~ г ' ( 1 4 а ' ь ' с ) 

a 2 d i - d f j 2h Jto I + 2 
1 Я2 ЕЧ »2 J n /-2 

4.2. Az F11 függvény 

Fu függvényü l а h o m o g é n di f ferenciá legyenle te t kielégítő 

F11 = C0In p2 = C0 In (!2 + r f ) (15) 

po tenc iá l függvény t v e z e t j ü k be. Az e b b e n szereplő C0 mennyiséget egyelőre 
h a t á r o z a t l a n á l landóként kezel jük; d imenz ió ja : erő • hosszúság. 

Az F11 függvénynek megfelelő sugá r - és ív i rányú redukál t fesz í tőerők 
az (5) û é p l e t e k szerint s z á m í t h a t ó k : 

j y n = 1 9 F " __ 2C0 

a2Q Эр a2p2 

N ? v = 0 , (16a , b ,c ) 

j y n = 1 2C0 

" а 2 Эр2 a 2 p 2 ' 
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az X, y i r ányú r eduká l t feszí tőerők pedig a (4) képletek szer in t h a t á r o z h a t ó k 
meg: 

j V t t = + _ L . + 2C0 p - r , 2 

à 2 9 г]2 а 2 (£2 + rj2)2  

£г] 
• ху-

а2 9|.Э г) 

1 9 2 F« 

а 2 9 | 2 

а 2 ( í 2 + »У2)2 

2С„ I 2 - Т  

à 2 (I2 + íy2)2 

(17a, Ь, с) 

Az első peremfeltétel. A fen t i kép l e t ekben szereplő, eddig h a t á r o z a t l a n 
C0 e g y ü t t h a t ó t a lka lmasan véve fel, e l é rhe t j ük , hogy az Fl -f- Fn f ü g g v é n y -
együt tes felel jen meg az első (8) jelű peremfe l té te lnek . E z a köve te lmény az 
ado t t ese tben az 

dr 

képle t te l f e jezhe tő ki. Min thogy a (13a), (16a) a la t t i ak szer int a g = g0 h e l y e n 

m h - » * 
' OL 2h i=о i ~b 2 

IV« = 2C0 

a2Q2o 

dz 2 hag0 

Tr ~ R2 

a szóban forgó fel té te l akkor tel jesül , ha 

2 C 0 R2 4 piú ) 2haQo 

u2q2 2h j55 i + 2 j R2 

Innen az eddig ha t á roza t l an C0 e g y ü t t h a t ó r a a 

+ G0 = 0 . 

R2a2 

ér ték adódik . í g y 
4 h 

GoQO J M + 2 

о » + 2 + 2Í 

F " = 
R2a2 

4 h 
GoQO j ы + г 

a + 2* M Í + 2 
In q2 = 

R2a2 

4 h 
— G 2 + + J 1 Z f ( | 2 + ??2) ' In (I2 + ty2) 
а í—о i + 2 

(18) 

(19) 
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A második peremfeltétel. Az F1 és F11 függvényeknek megfelelő feszí tő-
erők körszimmetr ikus megoszlásúak. Ezé r t a felülvilágító nyílást szegélyező 
peremgyűrűre m i n t síkbeli t a r t ó r a ható Nf és Nj1 feszítőerők a pe remgyűrű 
mentén egyenletesen oszlanak meg és a pe remgyűrű keresztmetszetein ívi-

rányú erőket (gyűrűerőket) ébresztenek (3. ábra) . A gyűrűerő értéke egyen-
súlyi okokból: 

P1 + Pn=(NI
r + NV)aeo. 

Minthogy a g y ű r ű t a r t ó n m i n t vízszintes s íkú t a r t ó n a külső és belső erők egyen-
súlya a t a r t ó keresz tmetszete i re működ te t endő vízszintes síkú hajl í tó n y o m a t é -
kok nélkül is b iz tos í tható , az Fl -)- Fu függvényegyü t t e s eleget tesz a másod ik 
(9) jelű peremfel té te lnek. 

4.3. Az FUI függvény 

FIU f üggvénykén t a homogén differenciálegyenletnek megfelelő 

F» 1 = J? Cmk{Qmk - elmkQ~mk) cos mk <p = 
m=1 

^wk 
771 = 1 

gmk_ 

1 -
rflmk 
Но 

mk\ 

2 ] 

(i2 + r f ) m k 

gmk-2 mk 

4 
gmk-4^4 (20) 

potenciá l függvényt vá lasz t juk . Az ebben szereplő Cmk mennyiségek egyelőre 
határozat lan ál landók; d imenziójuk: erő • hosszúság. 
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Az F n I f üggvénynek megfele lő sugár- és ív i rányú r e d u k á l t feszí tőerők 
az (5) képlet szer int s zámí tha tók : 

j V [ " = - — y Cmk [(m2fc2 - mk) qmk~2 - ( m 2 f c 2 + mk) Q2mkQ-mk~2] c o s mk cp , 
a2 m=1 

N™= + — У Cmk [(m2k2 - mk) Qmk~2 + (m2k2 + mk) Q^kQ-mk~2] s i n mk cp, 
a2 nt*i 

1 " 
J V ® = + -L- £ Cmk [ (m 2 f c 2 - mk) Qmk~2 - (m2k2 + mk) e

2mkQ-mk~2] c o s mk cp . 

(21a, b , c ) 
a 2 

Egysze rű kép le tekke l fe jezhetők ki az x, у i r á n y ú redukált fesz í tőerők is. Az 
IV™ reduká l t feszí tőerő értéke a (4a) képlet s ze r in t : 

m= - Л J c m f c í ( m 2 k 2 - mk)-
«2 ú ^ i 

jzmk-l mk - 2 

4 
£m«-6 ^4 _j_ 

- (m2k2 + mk) 

|тЛ+2 

л2 mk 
Po 

mk + 2 
2 

(I2 + rj2)m k 

mk + 2 

4 - s -
|m*-2 4 - + . . . . (22a) 

Az IV"1 r eduká l t feszítőerő a (4b) képle t szer in t : 

a 2 m=l 
(m2k2 — m k ) 

mk — 2 п » * - 2 | | m * - 2 | | т Л _ в ) ? 2 + tmfc - 8 »,4 t?4 - + . • + 

+ (m2k2 + mk) 
„2mA: ÜO 

(I2 -F í?2)mft 
(22 b ) 

mk + 2 ] ç m k _ ( mk + 2 Çmk- 2^2 mfc + 2 tmk - 4 „ 4 t?4 - + - - • 

12* Műszaki Tudomány 48, 1974 



1 7 6 CSONKA P Á L 

Az IV™ reduká l t feszí tőerő értéke az ÍV*11 e l lentet t je : 

1 
= 2 1 C m f c ( m 2 k 2 - m f c ) 

a 2 m 

tmk — 2 ' mk — 2 
2 

gmk +:z mk + 2 
2 

- 4 

— (m2k2 + mk) 

gmkyjb 

mk — 2 
4 

QTk 

( I 2 + t?2)mfc 

m/e + 2 
4 

g m k - e v 4 + . 

gmk-2rji_ + t> . (22 c) 

Az e/ső peremfeltétel. Az F l n f ü g g v é n y t r igonometr ikus felépítése fo ly tán 
eleve megfelel az első — (8) jelű — peremfel té te lnek. Minthogy a 4.2 p o n t b a n 
ugyanezt á l lapí to t tuk m e g az F 1 -+- F 1 1 függvényegyüt tes rő l is, nyi lvánvaló , 
hogy az F = F1 + F11 -j- F 1 1 1 függvény is teljesíti az első peremfel tétel t . 

A második peremfeltétel. A 4.2 p o n t b a n beigazol tuk, hogy az F 1 -f- F n 

függvény együt tes megfelel a második, — (9) jelű — peremfel té te lnek. Most 
ugyanezt b e fogjuk igazolni az F l n függvényről is. 

E v é g e t t vegyük szemügyre a felülvilágító nyílást szegélyező peremgyűrű-
nek mint síkbeli t a r t ó n a k a cp és cp -f- dp síkok által h a t á r o l t elemi szakaszá t . 
E ta r tóe lemre a 4. á b r á n fe l tünte te t t k ü l s ő és belső e rők hatnak. Közü lük az 
Nr és Nrv feszítőerők a q = q0 helyettesítéssel a (21) képle tek szerint számít-
hatók, 

— 2 " 

Nr — — У Cmk mk Q™k~2cos mkcp , (23) 
о2 m=1 
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N«p = 4 È m2fe2 8 in mkV ' (24) 
w Й . ; 

és m i n t ilyenek i smer t eknek t e k i n t h e t ő k . 
Végezzünk a k i je lö l t t a r tóe l emen egyensúlyi vizsgálatot a n n a k megálla-

p í t á s á r a , hogy a k ü l s ő és belső e rők egyensúlya a 4. áb rába beje löl t erőkkel , 
t e h á t a ke resz tmetsze tekre m ű k ö d t e t e n d ő h a j l í t ó n y o m a t é k o k né lkü l is bizto-
s í tha tó -e . Evége t t í r j u k fel a sugá r i r ányú és az ív i r ányú e rőa lko tókra v o n a t -
kozólag az egyensúly vetület i f e l t é t e l é t : 

r0dip - P1" dcp = 0 , (25) 

— dPlu 

Nl
r"T0d<p + ^ — d < p = 0 . ( 2 6 ) 

d<p 

H a a (23) a l a t t i ÍV"1 é r t éke t a (25) egyen le tbe behe lye t t e s í t j ük , és az 
így n y e r t egyenletet P H I - r a mego ld juk , az r0 = a q0 összefüggés f igye lembevé-
te lével az t t a l á l juk , h o g y egyensúly esetében 

P I U = - C^mkeZ1"-1 cosmk<p. (27) 
« m=l 

H a ezek u t á n a (24) és (27) a l a t t i a k a t a (26) ve tü l e t i egyenletbe bevisszük és 
r0 = ag0 he lye t tes í t és t végzünk, m e g g y ő z ő d h e t ü n k arról, hogy a (25) fe l té te l 
kielégítése esetében e g y ú t t a l a (26) fe l té te l is t e l jesed ik . Ez a kö rü lmény , vala-
m i n t az a tény, h o g y az egyensúly n y o m a t é k i fe l té te le is t e l jes í tve v a n , az t 
igazo l ja , hogy a kü l ső és belső erők egyensúlya a keresz tmetsze tekre m ű k ö d -
t e t e n d ő haj l í tó e r ő p á r o k nélkül is b iz tos í to t t . E z e k szerint az FUI f üggvény 
megfele l a második , — (9) jelű — peremfe l t é t e lnek . Minthogy pedig u g y a n e z t 
igazo l tuk a 4.2 p o n t b a n az F 1 + F 1 1 függvényegyü t t e s rő l is, ny i lvánva ló , 
hogy az F = F 1 + F 1 1 + F1 1 1 f e szü l t ségfüggvény szintén eleget tesz a m á -
sodik pe remfe l t é te lnek . 

A harmadik peremfeltétel. Ezek u t á n m á r csak a ha rmad ik , — (10) je lű — 
peremfe l t é te l t , t e h á t a z t a köve te lmény t kell b i z tos í t anunk , hogy az Nx derék-
erő a I = 1 pe r emvona l mentén t e g y e n eleget az 

Щ + Nl
x
l + JVi" at 0 (28) 

k ikö tésnek . (Ez a k ö v e t e l m é n y а к = 4 esetben a pe r emvona lnak csak azokban 
a p o n t j a i b a n t e l j e s í the tő , amelyek n e m fekszenek a sa rokpon tok közvet len 
közelében) . A (28) k é p l e t b e n szereplő N I , ÍV?, IV?1 é r tékek a (14a), (17a), (22a) 

12* Műszaki Tudomány 48, 1974 



178 CSONKA P Á L 

képle tek szer int s z á m í t h a t ó k : 

J?2 j n 1—2 

zft | = o j i -j- 2 

N n = 2 Cc 1 - V2 

a2 (1 + t?2)2 
(29 а, Ь, c) 

J CmÄ |(m2fc2 mk) 
O' m=l 

I mk — 2 1 „ , ( mk — 2 , , 
1 - 2 U 2 + 4 

(m2k2 + mk) 
„2 mk 
Po 

(1 + rj2)mk 
1 — 

mfc + 2 a , l mk + 2 
4 

V4 - + • • 

A (lO) 'fel tétel te l jesedését a (29c) kép l e tben szereplő C2k, • • • , Cnk 

e g y ü t t h a t ó k a lka lmas fe lvéte lével é r h e t j ü k el. E z különféle m ó d o n tö r tén-
he t ik , t öbbek k ö z t pl . egyszerű köl lokációval . E h h e z a | = 1 pe remvona l 
a lka lmasan f e l v e t t n s zámú p o n t j á b a n fel kell írni az 

IV' + IV» + IV»' = 0 

fe l té te l t . I l y m ó d o n e l já rva , n l ineáris egyenle tből álló n ismeret lenes egyenlet-
rendszer t k a p u n k , amelyet a z t á n a Clk, C2k, . • . Cnk e g y ü t t h a t ó k r a meg kell 
o ldanunk . A Clk, C2k, . . . , Cnk e g y ü t t h a t ó k megha t á rozá sának egy másik 
m ó d j a lehet előírni , hogy a | = 1 pe remvona l m e n t é n az J Nx | v a g y Nx é r tékek 
in tegrá l j a min imál i s legyen. Olyankor , amidőn a külső pe remvona l a lapra jz i 
ve tü le t e egyenlőoldalú háromszög , azt célszerű megkövete ln i , h o g y a | = 1 
pe remvona l m e n t é n az Nx fesz í tő erő abszolút é r téke legyen min imál i s . 

Megjegyzés. A gyakor la t i ese tben a felülvi lágí tó nyílás r0 suga ra az a lap-
ra j z i sokszögbe í r t kör a sugarához v i szonyí tva kicsiny, annak legfe l jebb 0,3 
szorosa. I lyen ese tekben a felülvi lágí tó nyí lás pe remétő l kellő t á v o l s á g b a n a hé j 
feszültségi á l l a p o t á r a alig b í r befolyássa l az a körü lmény , hogy a nyí lás t 
szegélyező p e r e m g y ű r ű n e k van -e v a g y sincs ha j l í t ó ellenállása. Más a helyzet 
azonban a p e r e m g y ű r ű közve t len kö rnyeze t ében . I t t a hé j feszültségi á l l apo tá t 
lényegesen befo lyáso l ja az a k ö r ü l m é n y , hogy a pe remgyűrű rendelkezik-e 
v a g y sem h a j l í t ó ellenállással. 

5. Ellenőrzés 

Az e lőzőekben i s m e r t e t e t t számí tó e l já rás — természetesen — csak köze-
l í tő jellegű. E z é r t a számí tás pontossági f o k á n a k ellenőrzésére célszerű a szá-
m í t á s e r edményekén t k a p o t t Clk, C2k, . . . , Cnk e g y ü t t h a t ó k fe lhaszná lásáva l 
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az Nx derékerő é r téke t a £ — 1 peremvonal kü lönböző p o n t j a i b a n megállapí-
t a n i , és az így n y e r t ér tékeket a £ = 1 peremvona l mentén m ű k ö d ő Ny derék-
erő ér tékével egybevetn i . Az a l k a l m a z o t t közelí tő el járás akko r megfelelő, h a a 

Ny 
(30) 

h i b a h á n y a d o s az egységhez v i szony í tva kicsiny. 
A javaso l t számító e l j á rás pontossági f o k á n a k megí té léséhez t o v á b b i 

a d a t o k a t k a p u n k , h a azokban a pon tokban , amelyekben a r e d u k á l t feszí tő 
erők ér téke p o n t o s a n számí tha tó , e pontos é r t ékeke t a fe lve t t f e szü l t s ég függ-
v é n y n e k megfelelő közelítő é r t ékekke l e g y b e v e t j ü k . I lyen összehasonl í tás i 
lehetőség kínálkozik a £ = 1 p e r e m í v mentén az Ny feszítő erőre n é z v e , t o v á b b á 
a h é j s a r o k p o n t j a i b a n az Nx, Nxy, Ny feszí tő erőket i l letően [4]. A £ = 1 

pe remvona l m e n t é n ui. az Ny f esz í tő erő pontos é r téke a z 

N y = - - ^ - p (31) 

kép le t szerint számí tha tó , a £ = 1, Г] = | /3 s a r o k p o n t b a n ped ig Nx, Nxy 

és Ny pontos é r téke az alábbi kép l e t ek segítségéve] h a t á r o z h a t ó m e g : 

Nx = 0 , 

x y L F (32) 

Kr 2a 2 -

A (31) és (32) kép le tekben a felülvilágító nyí lás sugara n e m szerepel. Ez 
a kö rü lmény az t á ru l j a el, h o g y a (31), (32) kép le tben szereplő feszí tő erők 
függe t lenek a felülvilágító ny í l á s sugarától , t e h á t függet lenek a t tó l is, hogy 
van-e , vagy sem a hé jon fe lülvi lágí tó nyílás, és h a v a n , akkor v a n - e a felülvilá-
gító nyílás pe rem gyűrű jének h a j l í t ó ellenállása, v a g y nincs. 

6. Számpélda 

Alka lmazzuk a fen t iekben i smer t e t e t t számí tó e l já rás t , az 5. ábrán fel-
t ü n t e t e t t szabályos há romszöga lap ra j zú függőleges tengelyű forgásparabolo id-
hé j r a . Terhel je e h é j a t az a l a p r a j z te rü le tén egyenletesen megoszló 

p0 = 300 kp /m 2 
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3,0 3,0 

" Г 
8,0 
L 

5. ábra. Szabályos háromszögalaprajz fölé szerkesztett forgásparaboloidhéj központos 
elrendezésű köralakú felülvilágító nyílással (o = 0,3) 

i n t e n z i t á s ú függőleges erőrendszer , és legyen a felülvi lágí tó nyílás pe remgyőrű -
jének s ú l y a + terhe 

G0 = 150 kp /m. 

A szóban forgó e se tben — háromszöga lap ra jzú h é j r ó l lévén szó — 

к = 3. 

A héj m é r e t a d a t a i 

a — 10,0 m , R = 2 0 , 0 m , r0 = 0,3 m , h = 8,0 m , 

t e h á t é p p e n a szélsőségesnek t e k i n t h e t ő 

Q o = — = 0,3 
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eset f o rog fenn . M i n t h o g y a hé j ra az a l ap ra j z t e r ü l e t é n egyenle tesen megoszló' 
t e h e r h a t , így 

P I = Pi = . . . = pj = 0 . 

A számítás során először — a (18) képlet segítségével — a C , állandó ér tékét állapítjuk 
meg: 

20,02 • 10,02 ( 150 • 0,3 , 300 • 0,32~j 
C» = 4 - 8 , 0 1 Щ 0 — + 2 J = 1 1 2 5 0 k P / m • <33> 

Ezután a I = 1 peremvonal mentén működő ]VX erő három komponensét (ÍVJ., JVJf, AJ11) 
határozzuk meg. A (29a) képlet szerint 

on о2 400 
= - - r f ö ' " ^ T ( 1 + + = - 3 7 5 0 k P / m ' <34a>' 

a (29b) képlet szerint pedig 

1rVlI 2 - 11250 1 - й 2 „ „ , I - n 2 

JVn = • '-— = 225 — . Í34hh 10,02 (1 + r f f (1 + r f f У > 

Viszont a (29c) képlet szerint, ha a szummáció során az egyszerűség érdekében csak a m = 1 
és m = 2 tagokat vesszük figyelembe: 

= - w K * 3 2 - 3> • 1 - O2 + 3) ( T ^ j a (1 - 10rf + 5 ^ ) ] + 

+ C6 [(62 - 6) (1 - 6 rf + tf) - (62 + 6) ( 1 (1 - 28 rf + 70 rf - 28 + t?8)]J =-

_ [ _ 0,06 + 0,0000 8748 1 + * * ] C, + 

+ [ - 0,3 (1 - 6 , 2 + + 0,000 000 2232 1 ~ 28 ^ + 28 + ^ j ^ _ ^ 

A I = 1 peremvonal mentén működő Nx feszítő erő e három komponens összege: 

N x = - 3750 + 225 - [ o , 0 6 - 0,0000 8748 1 * ] Сз -

- [0 ,3(1 - 6 , 2 + - 0,000 000 2232 1 ~ 2 8 * + ™ 2 8 * + ] C e . (35). 

A fenti képletben a szögletes zárójelbe foglalt kifejezések második tagja az elsőhöz viszo-
nyítva jelentéktelen és mint ilyen, legalább is első közelítésben, elhanyagolható. Ezzel az elha-
nyagolással az előbbi képlet helyett ez írható: 

Nx = - 3 7 5 0 + 225 * ~ ^ - 0,06 C, - 0 ,3(1 - 6 r? + rf)Ce . (36> 

Minthogy a (36) képletben két ismeretlen együttható — C3 és C6 — szerepel, két feltétel 
teljesítését áll módunkban biztosítani. 

Első feltételként előírhatjuk, hogy Nx értéke a ( = 1 peremvonal r\ = 0 és r] = / 3 
pontjaiban azonos értékű legyen, ami a (36) képlet alapján a következő egyenlettel fejezhető ki:. 

-3750 + 225 - 0 ,06 C3 - 0,3 Ce = — 3750 - 225 — — 0,06 C3 + 0,3 • 8 C6 . 16 
Innen 

C6 = 93,75 . (37> 
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Ezt az értéket felhasználva, a (36) egyenlet helyett az alábbit írhatjuk: 

JVX = - 3 7 5 0 + 225 J ~ ^ - 0,06 C3 - 28 ,125(1 - 6 r? + r f ) . (38) 

A fenti kifejezésnek a 3<^r] Ц з intervallumon ot t vannak szélső értékei, ahol 

3AX „ = 0 , Э r, 
vagyis ahol 

4 5 0 4 T T T W " ~ 1 1 2 , 5 v { r f ~ 3 ) = 0 ' ( 3 9 ) 

A szóban forgó helyek abszcisszái ennek az egyenletnek a gyökei . Az említett gyökök közül 
három azonnal felírható. Ezek a gyökök 

V = 0,i]= ±Y1. 

A (39) egyenletet a fent i gyökökkel való egyszerűsítés u tán í g y írhatjuk: 

— 112,5 = 0 . 
(1 + r?2)3 

Innen 
(1 + т]г)3 = 4 , 

vagyis az egyenlet további gyökei: 

I i = ± f V 4 - 1 = ± 0,766 421 . ( 4 0 ) 

Második fe l tételként megkövetelhetjük, hogy az Nx feszítőerő értéke a £ = 1, т] = 0 
helyen ellentettje legyen a f = 1, ^ = helyen vett értéknek. Ezt a követe lményt a (38) 
képlet alapján a következő egyenlettel fejezhetjük ki: 

- 3 7 5 0 + 225 - 0,06 C3 — 28,125 = 

= 3750 - 225 + 0,06 C3 + 28,125 (1 - 6 i?2 - rjf). 

Ebből az egyenletből a (40) alatti т/3 érték felhasználásával az eddig határozatlan C3 együtt-
hatóra az alábbi érték adódik: 

C3 = —60 041,57 . (41) 

A fentiekben a C3 és Ce együtthatók értékét a (36) egyenlet alapulvételével határoztuk 
meg. Ha az így nyert értékeket első közel í tő értékeknek tekint jük, és a számítást most már a 
(35) egyenlet alapulvételével megismételjük, a C3 és C0 együtthatókra az alábbi pontosabb érté-
keket kapjuk: 

C3 = — 60 055,208 , 
(42) 

C 6 = 92,291 124 . 

Ezeket az értékeket a (35) képletbe behelyettesítve, a { = 1 peremvonal különböző pontjaiban 
az Nx feszítőerőre az I . táblázatba foglalt értékek adódnak. A Nx erőknek a | = 1 peremvonal 
menti megoszlását a 6. ábra szemlélteti. 

Mint az I. táblázatból , illetve a 6. ábrából látható, a £ = 1 peremivre j u t ó Nx feszítőerő 
abszolát értékének m a x i m u m a 

I N x I = 45,37 kp/m . 

Ezzel szemben a ! = 1 peremív mentén működő N y feszítőerő abszolát értéke 

2 л2 2 -10П2 

I Ny I = A - p 0 = 8 Q ' 300 = 7500 kp/m , 
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45,37 
45,37 

"У Ы 

6. ábra. A I = 1 peremívre jutó Nx erők diagramja 

I. táblázat 

Az Nx feszítőerő értéke a S = 1 peremvonal különböző pontjaiban 

±1 N x k p / m 

0 + 45,37 
0,2 + 29,09 
0,4 — 6,47 
0,6 — 36,23 
0,8 —45,29 
1,0 — 33,31 
1,2 — 8,10 
1,4 + 20,09 
1,6 + 40,80 
Уз + 45,37 

]/3f4-l — 45,37 

úgyhogy a q hibahányados mindössze 

Ez az érték az egységhez képest kics iny, és ezért az i smertetett számító eljárást kellő pontosságú-
nak tekinthetjük. 

További ellenőrzésként az 

Ny = - 3 7 5 0 - 225 * ^ 
y (1 + rff 

+ [o ,3 ( l 6 rf 4- i f ) - 0,000 000 2232 

1^0,06 - 0,0000 8748 

1 

1 - 10 rf + 5 rf 
(1 + rf? 

28 rf + 70 rf - 28 rf + rf 
(1 + rf)' ] c . 

képlet segítségével meghatároztuk a közelitő feszültségfüggvénynek megfelelő N y redukált 
feszítőerő értékét a | = 1 peremvonal egyes pontjaiban. A számitás eredményét a II. táb lá -
zatba foglaltuk. Mint látható, a közelítő eljárás szerinti Ny értékek alig térnek el a (31) k é p l e t 
szerinti pontos 

értéktől. 

m
 2 ' 10'°2 • 300 , r „ „ , , 

Ny= — ^ = - 7500 kp/m 
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II. táblázat 

Az Ny feszítőerő értéke a Ç — 1 peremvonal különböző pontjaiban 

±v Ny kp/m 

0 — 7 5 4 5 , 3 7 
0 ,2 — 7529 ,09 
0 ,4 — 7 4 9 3 , 5 3 
0,6 — 7 4 6 3 , 7 7 
0,8 — 7454 ,71 
1,0 — 7 4 6 6 , 6 9 
1,2 — 7491 ,90 
1,4 — 7520 ,09 
1,6 — 7 5 4 0 , 8 0 
/ 3 " — 7 5 4 5 , 3 7 

V Y 4 - 1 — 7 5 4 5 , 7 3 

Hasonló a helyzet a | = 1, t] — + / 3 sarokpontokban az Nx, Nxy, Ny feszítőerők tekin-
tetében is. Ezeken a helyeken a javasolt számító eljárás szerinti feszítőerők: 

N x = - 3750 + 225 - j^0,06 - 0 ,0000 8748 - ^ - j C3 — 

- J ^ 0 , 3 ( — 8) - 0,000 000 2232 = 45,37 kp/m, 

Nxy = ± | o + 225 Á + |0 ,06 - 0,0000 8748 - ^ - j C, + 

+ j^0,3(-8) + 0,000 000 2232 ^ - j C 6 1/3~ = + 3795,37 jYkp/m, 

N y = - 3750 - 225 + J0,06 - 0,0000 8748 - ^ J C3 + 

+ j^0,3(—8) - 0 ,000 000 2232 - ^ j j r ^ " ] c e = ~ 7545,37 kp/m , 

míg a (32) kép le t szerint számítható pontos értékek: 

ivx = 0, 

N x y = + 1 Q ^ 0
3 ° ° f b = + 3 7 5 0 É3 k p / m , 

Mint látható, a pontos és a közel ítő értékek közti eltérés jelentéktelen. 

Műszaki Tudomány 48, 1974 



FORGÁSPAR ABOLOIDHÉJAK 185 

IRODALOM 

1. CSONKA, P.: Paraboloid Shell of Revolut ion Triangular in Plan with a Circular Skylight 
Opening. fASS Bulletin 36 (1960), 77—84. 

2. PUCHER, A.: Über den Spannungszustand in doppelt gekrümmten Flächen. Beton und Eisen 
59 (1964), 327—331, 375—377. 

3. GIRKMANN, F . : Flächentragwerke. Einführung in die Elastostatik der Scheiben, Platten, 
Schalen und Faltwerke. 5. Aufl. Springer Verlag, Wien 1959. 

4. CSONKA, P.: Formulae for Controlling Stress Calculation of Calotte Shells. Acta Techn. Hung. 
29 (1960), 355—368. 

5. CSONKA, P.: Membranschalen. Bauingenieur Praxis, Hef t 16. Verlag von Wilhelm Ernst 
und Sohn, Rerlin—München 1966. 

6. FLÜGGE, W.: Das Relaxationsverfahren in der Schalenstatik. (Berechnung einer Paraboloid-
schale mit einer quadratischen Oberlichtöffnung). Federhofer—Girkmann-Festschrift. 
Beiträge zur angewandten Mechanik. Franz Deuticke Verlag, Wien 1950, pp. 17—35. 

7. CSONKA, P.: Paraboloid Shell of Revolut ion with an Eccentrical Skylight Opening. World 
Conference on Shell Structures October 1 — 4, 1962, San Francisco, California. National 
Academy of Sciences — National Research Council, Washington, D. C. 1964, 501—508. 

Regular Polygonal Based Paraboloid Shells of Revolution, Having a Circular Skylight 
Opening. Paper presents on the bases of the usual assumptions of the membrane theory a method 
for the determination of the state of stresses in the shells mentioned in the title. I t is assumed 
that the skylight opening of the shell is bordered by an edge ring which exerts no resistance on 
horisontally-planed bending moments, and the arches, supporting the the outer edge of the 
shell, do not resist lateral forces. The presented solutionis of an approximate character: the con-
ditions relating to the edge ring are exact ly satisfied, but those, referring to the edge arches, 
are only approximately so. The application of the given formulae is explained by a numerical 
example , a circumstane which at the same time testifies the suitability of the expounded method. 

Rotationsparaboloidschale über regelmäßigem Vieleckgrundriß mit kreisförmiger Ober-
lichtöffnung. Zur Best immung des Kräftespiels der im Titel erwähten Schalen wird ein Ver-
fahren im Rahmen der gewohnten Annahmen der Membrantheorie mitgeteilt. Es wird ange-
nommen, daß die Oberlichtöffnung von einem Ringbalken umrandet ist, der keinerlei Wider-
stand gegen horizontale Biegemomente leistet, während die äußeren Randbögen Seitenkräf-
ten gegenüber keinen Widerstand ausüben. Die mitgeteilte Lösung ist von annäherndem Cha-
rakter: sie erfüllt die innere Randbedingungen genau, die äußeren aber nur annäherungsweise. 
Die Anwendung der Methode wird durch ein Zahlbeispiel illustriert, das gleichzeitig auch die 
Zweckmäßigkeit des Verfahrens beweist. 
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