AZ INTERPOLACIOS ALAPPONTOK CELSZERU
FELVETELE KETVALTOZOS LAGRANGE-INTERPOLACIO
ESETEBEN

KIS SANDOR*

[Beérkezett 1972 november 15-én]

1. Bevezetés

Az interpolacié a numerikus matematika egyik igen fontos segédeszkaze.
Ha egy fiiggvényt interpolalé polinémjaval helyettesitiink, akkor az sok vonat-
kozasban (helyettesitési érték meghatarozas, derivalas, integralas) szamitas-
technikailag kénnyebben kezelhetd. Ilyen iiton vezethetjiik vissza példaul egy
differencidlegyenlet megoldasat linearis egyenletrendszer megoldasara. Az
irodalom a fenti médszert részletesen targyalja mind kozénséges, mind
parcialis differencidlegyenletekre, szabalyos és szabalytalan racspontosztason
torténd interpolalas esetére is [2—4, 6 -9].

A Lkozelités sikere nagymértékben fiigg az interpolaciés alappontok
(tovabbiakban pontkép) szerencsés felvételétsl. Az irodalombél ismert tény,
hogy egyvaltozés fiiggvényekhez tetszblegesen valasztott interpolaciés pontkép
esetén is egy és csakis egy legalacsonyabb fokszami Lagrange-féle interpolalé
polinom tartozik, ugyanakkor ez a — sok szempontbdl igen eldnyds — egyér-
telmiség kétvaltozés interpolacié esetében nincs biztositva.

A fentiek kovetkezménye, hogy a parcidlis differenciilegyenletekre
alkalmazott differencia-médszer tetszSlegesen valasztott pontképek esetében
stabilitasi problémat vetett fel ([4], [6]), és nem vezet eredményre csak az un.
regularis pontképek esetében.

Dolgozatunk elsé részében meghatdrozzuk a reguldris pontkép fogalmit,
és értelmezziik azt egy- és kétvdltozds interpoldici esetére. Ezzel nyilvanvaléva
valik a differencia-médszer stabilitasa és a Lagrange-féle interpolacié kézotti
szoros kapcsolat.

A dolgozat masodik részében a kétvdliozés interpoldcié reguldris pontképei-
nek néhdny olyan tulajdonsdigdt hatarozzuk meg, amelyek segitségével a regu-
laritasra elégséges feltételt adhatunk.

E feltétel birtokaban a dolgozat harmadik részében mddszert adunk a
reguldris pontképek szerkesztésére. A regularitas feltétele geometriai kikotéseket
tartalmaz, igy szemléletessége révén a gyakorlati szerkesztésre j6l alkalmaz-
haté.
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Végiil bemutatunk néhany példat a pontképek felvételére, amelyek kozott
a szabilyos négyszdg és haromszog ricsosztason felvehets pontképeken kiviil
a legéltalanosabb pontkép is szerepel.

2. A regularis pontkép fogalma

Legyen az egy bizonyos kozos tulajdonsaggal biré u fiiggvények {u}
halmaza az R lineéris tér. Ezen u fiiggvények barmelyikéhez az L(u) szimbé-
lummal hozzarendeliink egy wvalés vagy komplex szdmot. A hozzirendelés
linearis, ha barmely u, v € R és , 8 valés ill. komplex szimpar esetén fennall az

L{eu + pv) = aL(u) + BL(v)
egyenldség.

Az L lineéris hozzarendelések {L} halmaza maga is linearis tér, amelyet
az R konjugalt terének neveziink, és R*-gal jel6liink. Ha az R tér n-dimenziés,
akkor R* is n-dimenziés (Bizonyitas: [5]).

Ha az R egy bazisa: ry, 1y, . . . 1y és az R* egy bazisa: L, L,, . . . L, akkor

a kovetkezd determinins biztosan nem zérus:
A = |Lrj)| = 0. (2.1

Forditva: 4 s« 0 esetében {L,-} és {ri} bazis. (Bizonyitas pl.: [3] és [5]).
Ekkor az R-ben talalhatunk olyan 1, I, . . ., I, bazist, amelynek vektorai
az alabbi értelemben ortogonalisak az L, L,, . .., L, vektorokra:

1 L
Lyl) = 6y =< 0 fl: ; #;. (2.2)
Ilyen esetben az {L;} és {l,-} bazisokat reciprok bazisoknak nevezziik. A recip-
rok bazis meghatarozasa a kovetkezs.

Legyenek az I, vektor {r[} bazisra vonatkoz6 koordinatai: ok, Xgpks + + -
sk Ekkor a (2.2) alapjan e koordinatik meghatarozasara az alabbi feltételi
rendszer irhaté:

Ll = L; (2 Xil'j| = Z“jkLi(rj) =0, (2.3)
=1 j=1

(i=1,2,..., n).

Az egyenletrendszer determininsa, 4 nem zérus, igy az «j koordinatik egy-
értelmiien meghatarozhaték.

Fentiek kapcsolata a Lagrange-interpolaciéval nyilvanvaléva valik, ha
a kovetkez8 két példaban értelmezziik az egyes vektorokat.
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a) Els¢ példinkban legyen az R a legfeljebb p-edfokii egyvaltozos poli-
nomok linearis tere. A tér dimenziészama: n = p 4+ 1. Az {r,-} bazist és az
{L,—} bazist valasszuk a kévetkezdképpen:

2

=1 — — — L1
n=1, rn=x r=2% ..., Ta=x"7

Li(w) = u(x); Ly(w) = u(x); ... Ln(u)= u(z.), (2.4)

ahol x;, %,, ..., x, tetszdleges, de kiilonb6z3 értékek.
A (2.1) szerinti determinans jelen esetben az vin. Vandermonde-deter-

minans:
A=V(x) Xy - - %) = |rj(x)] =1 1 ...1 = 0,
X Xy ... X
b - (2.5)

n—1 _n—1 n—1
X, Xy ... Xp ’

Mint ismeretes, a Vandermonde-determinans kiilonb6zé x; értékeknél
nem tiinik el, tehit {Li} és {ri} valéban bazis. Az {Li} bazis {l,-} reciprok bazi-
sanak vektorai jelen esethben éppen a Lagrange-féle interpolilé alappoli-
nomok:

Li{ly) = U(x;) = 0y (2.6)

Valamely u fiiggvény (polinom) a bazisvektorok linearis konbinaciéja-
ként irhaté fel:
u=ol, + ...+ .

A koordinatak meghatarozasara alkalmazzuk u-ra az L, linedris hozza-
rendelést:

Liu) = u(x;)) = Li(a,)}y + ... + «nl,) = Li(ail)) = «;

o = u(x;),

vagyis legyen
uw=u(x), + ...+ u(zx ) (2.7)

b) Madsodik példinkban legyen az R a legfeljebb p-edfokii kétvaltozés
polinomok lineéris tere. A tér dimenziészama n = 1/2 (p + 1) - (p + 2). [Ezt
belathatjuk, ha meggondoljuk, hogy egy p-edfokd polinomnak legfeljebb
12(p + 1) - (p + 2) szami szabadon felvehet§ egyiitthatéja van.] Vegyiink fel
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az értelmezési tartominyban n pontbdl all6 pontképet: P, P,, ..., P,, és
valasszuk meg az {r,-} és {Li} bazisokat a kdvetkeziképpen:

n=1Lrn=xrnp=y, =2 r,=xy, rg=9% ..., rp,=%",

(2.8)
Ly(u) = u(Py), Ly(u) = u(Py), ..., L,(u) = u(Pn).
Mivel {r;} az R-nek nyilvianvaléan bazisa, az L,, L,, ..., L, vektorok
akkor és csakis akkor linearisan fiiggetlenek, ha a (2.1) szerint képzett A4
determinans nem zérus:

Ad=|r(P)l=11 1 ...1 = W(X3:15 X2¥a - +3 Xns ¥n)
Xy Xy .. X,
Y1 Y2 -+ Yn (2.9)
2 K a2
L £ SR 14

Ezt a determinanst nevezziik a tovabbiakban a (2.5) mintajara kétval-
tozés Vandermonde-determinansnak, és jeloljik W(x;, ¥y5 X5, ¥o3 - - « %ny ¥n)-
vel.

Ha W ¢ 0, akkor az {lf} reciprok bazis egyértelmien allithaté eld, és az
R tér valamely u eleme

u=u(P), + ...+ u(Pl, (2.10)

alakban felirhaté.
A kétvaltozés Vandermonde-determinans értéke explicite nem fejezhetd
ki, és zérustél kiilonb6z3 volta nincs biztositva barmely pontkép esetében.

Definicio

Az olyan P, P,,... P, pontokbsl éll6 pontképet, amelyhez tartozé W
determindns zérustil kiillonbézé, p-edfoku reguldris pontképnek nevezziik.

A fenti két példaban az R tér valamely tetszdleges elemét (polinomjat)
allitottuk el a Lagrange-féle alappolinomok linearis kombinaciéjaként. Egy
interpolaciés feladatban a kozelitend8 fiiggvény altaldban nem polinom, és
ezért nem eleme R-nek, igy a (2.7) és (2.10) alatti elGallitas csupan a fiiggvény
R térre vonatkozé ,,vetiiletét” adja. A kozelités tehat annyiban nevezhetd
jonak vagy rossznak, amennyiben az adott fiiggvény j6l vagy rosszul helyet-
tesithetd az R-re vonatkozé vetiiletével. (Az R ebben a vonatkozéasban a foly-
tonos fiiggvények linearis terének hipersikjaként tekintendd.)

A két példabél az alabbi kévetkeztetést vonhatjuk le: egy u fiiggvény
a (2.7) illetve (2.10) alakban egyértelmiien eldallithaté vagy kozelithetd, ha
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az interpolacidos feltételeket kifejezd L; vektorrendszer linearisan fiiggetlen,
azaz, ha a fenti definicié értelmében az interpolaciés pontkép regularis.

Megvizsgaljuk, hogyan biztosithat6 a pontkép regularitasa kétvaltozés
fiiggvények esetén.

3. Regularis pontképek tulajdonsagai

A kovetkezdkben kétvaltozés p-edfoki regularis pontképek harom olyan
tulajdonsagat ismertetjiik, amelyek alapjan ilyen pontképek szerkeszthet8k:

(1). Egy pontképhez tartozé W determindns invariéns a koordindta-transzfor-
mdcidéval szemben

A fenti allitas helyességét a kovetkezdképpen lathatjuk be: a koordinata-
rendszer transzformaciéjat a v, z és yp valtozékkal jellemezhetjiik, amelyek
kozill a v az x, és z az y iranyu eltolast, p pedig az elforditas szogét jelenti.

Megvizsgaljuk a mozgasokat kiilon-kiilon és a W-t derivaljuk rend-
re a kérdéses valtozé szerint. Egy n-edrendli determinéns derivaltja n db
determinans dsszegével egyenls, melyek mindegyikében egy-egy sort deriva-
lunk. Kénnyen belathatjuk, hogy a W specialis szerkezete folytan birmely
derivalt sor megegyezik valamely mas, nem derivalt sorral, vagy azok egy
linearis kombindaciéjaval, vagy zérus, és igy:

aw _ 0, aw 0, aw

—=0, 3.1
dv dz dy (3.1)

A fenti harom egyenl§ség éppen az I. allitassal ekvivalens.

(11). Egy p-edfoki reguldris pontképben legfeljebb p + 1 pont illeszkedhettk egy
egyenesre

A bizonyitashoz képezziik az x, y valtozék Lagrange-féle alappolinom-
jait:

(%}, ;) = bij» (3.2)
ahol v, y; a P; pont koordinatai (i,j = 1, 2, .. ., n). Legyenek P,;, P,,, ... Py
pontok az y = ax + § egyenesen, és tekintsiitk a z = l;(x, ax + ) p-edfokd,
egyviltozds polinomot. Ennek zérushelyei x,, ..., %,i_1s %410+« » X €8 az
x = x,; helyen pedig z = 1. Mivel a polinom z-ben p-edfokd, ezért x,; kiilon-
b6z6 valés gyokeinek szama legfeljebb p lehet, igy sziikséges, hogy

k<p+1 (3.3)
legyen, és ezzel az allitast is igazoltuk.
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(II11). Ha egy p-edfoki reguliris pontképbél elhagyunk p + 1 db egy egyenesen
fekve pontot, akkor a megmaradié pontok egy p - l-edfokii reguldris
pontképet alkotnak. :

Azt fogjuk bebizonyitani, hogy a W ) determinans eldallithaté egy nem-
zérus determinins, valamint a megmaradé p - l-edfokd pontkép WEF-7?
determindnséanak szorzataként.

Legyenek a Py, P,, ..., P,,, pontok egy egyenesen, mégpedig az X-
tengelyen. (E feltétel megengedhetd, ugyanis a pontok szimozasa tetszdleges,
masrészt (I) értelmében a vonatkoztatasi rendszert is tetszSlegesen vehetjiik
fel). Rendezziik at W® determindns sorait az y, és ezen beliil az x koordinatak
névekv8 hatvanya szerint, és legyen ekdzben a sorcserék szama: ¢,

Ekkor W® a kévetkezd alakii:

we — (r)
(— 1) 1 1 1 1 1 =|V VA
Xy « s xP+1 xP+2 < - . Xp_1 X M(p—l)
2 2 2 2 2 1
Xy . .. xp+1 xp+g e . Xn_1 X,
x .Lxbyy, xb s 2Ly x;
0 ... 0 Ypir oo Yao Yoo
o ... 0 Ypt2 Ypt2z o 0 0 a1 Y1 Tna (3.4)
2 2 2
0 ... 0 Xpre Ypi2 - ¢ Xn Yua XnYn
0 0 xfT} 2P xb!
.. p+2 ¥Ypi2 -+ Fn1 Va1 n Ya
2 2 2
0 . o 0 yp+2 .. yn_.l yn
2 2 2
0 ... 0 Xpi2 Ypta = =« Xpy Yoo XnYn
0 ... 0 T yu

A bal alsé blokk zérus a feltétel miatt. A Laplace-féle kifejtési szabalyt
alkalmazva:

We = (.- 1)ry®pME-D (3.5)

ahol VW) = V(x,, %,, . . ., %p11), a Vandermonde-determinans. Az M®~1 deter-
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minansbél oszloponként kiemelhetiink y,-t (k= p + 2, ..., n), és ekkor WP
igy irhaté fel:
WO = (—1) VOyp ayprs- - yu(—1)2 7 WED (3.6)

és ha bevezetjilk a
n

GP — (- 1)fp+'p—1 e I Vi (3.7)

k=p+2

jelolést, akkor
We — ¢ pe-n

A G® pem zérus, mert a Vandermonde-determinans kiilonb6z8 értékek-
nél nem tilinik el, masrészt feltételiink értelmében az y, koordinatak, ha
p + 2 < k< n, killonbéznek zérustél.

Ezzel a (I1I) allitast igazoltuk.

4. Reguliris pontkép szerkesztése

Ha egy pontképben p+-1 db pont elhagyisa utdn talalhaté p szamu egy
egyenesen fekvd pont, akkor a (III) bizonyitasdban leirt eljaras folytathaté:
tegyiik fel, hogy egy pontkép szerkezete olyan, hogy minden ,,maradék” r-
edfoki pontképben van r 4+ 1 egy egyenesre illeszkedd pont, ekkor a W

determinans:

we = PGP | OO (4.1)

és belathats, hogy W = 1.

Az eljaras megforditva, az egy pontbél allé, nulladfokd reguléaris pont-
képbél kiindulva egy p-edfokd reguliris pontképet p - 1 1épésben eldallit-
hatunk. Az eljaras altalanos (k-adik) 1épése a kovetkezs: felvesziink egy egye-
nest (hy) és az egyenesen k db pontot, (k =1,2,...,p + 1).

Nyilvinvalé, hogy az egyes 1épésben felvett egyeneseknek egymastél
kiillsnbéznisk kell, valamint az, hogy az egyenesekre nem illeszkedhetnek a
mar el5z8 lépésekben felvett pontok.

Az 1. abran a fenti eljarassal el8allitott negyedfokd pontkép lathaté,
szabalytalan rdcsosztds esetén. '

Szabalyos racsosztasokon felvehet§ 6téd- és hatodfokid pontképeket
mutatunk be a 2. és 3. abran.
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Rational Assumption of Interpolation Reference Points in the Case of Bivariate Lagrange
Interpolation. The paper deals with the bivariate Lagrange interpolation with respect to the
unicity of the interpolating polynome. Such an interpolation (regular) point pattern is defined
where the interpolation can be unequivocally performed. The properties of regular point pat-
terns are studied, and, a practical method is introduced for their production. Finally, some
regular interpolation point patterns are presented as examples for the application of the method
described.

Zweckmiiflige Festlegung der Grundprodukte fiir die Lagrangesche Interpolation bei
zwei Variablen. Die Arbeit untersucht die Lagrangesche Interpolation fiir zwei Veriinderliche
vom Standpunkt der Unizitiit des interpolierenden Polynoms. Der Begriff eines solchen Punkt-
systems wird definirt (regulires Punktsystem), fiir welches die Interpolation eindeutig durch-
gefithrt werden kann. Die Eigenschaften des reguliren Punktsystems werden untersucht und
ein praktisches Verfahren fiir die Darstellung eines solchen Punktsystems wird gezeigt. Als
Beispiele fiir die Anwendung der Methode werden einige regulire Interpolationspunktsysteme
gezeigt.
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