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1. Bevezetés 

Az interpoláció a n u m e r i k u s m a t e m a t i k a egyik igen fon tos segédeszköze. 
H a egy f ü g g v é n y t in terpolá ló po l inomjáva l he lye t t e s í tünk , akko r az sok v o n a t -
k o z á s b a n (helyet tesí tési é r ték megha tá rozás , der iválás , in tegrálás) számí tás-
t echn ika i l ag könnyebben kezelhető . I lyen ú t o n v e z e t h e t j ü k vissza pé ldául egy 
di f ferenciá legyenle t m e g o l d á s á t l ineáris egyenle t rendszer megoldásá ra . Az 
i roda lom a fent i módsze r t részletesen t á rgya l j a m i n d közönséges, mind 
parciál is d i f ferenciá legyenle tekre , szabályos és s zabá ly t a l an rácspon tosz táson 
t ö r t é n ő in terpolá lás esetére is [2—4, 6 — 9]. 

A közelí tés sikere n a g y m é r t é k b e n függ az in te rpolác iós a l appon tok 
( t o v á b b i a k b a n pon tkép) szerencsés felvételétől . Az i roda lomból i smer t t é n y , 
hogy egyvál tozós függvényekhez te tszőlegesen vá l a sz to t t in terpolációs p o n t k é p 
esetén is egy és csakis egy l ega lacsonyabb fokszámú Lagrange-fé le in te rpo lá ló 
pol inom ta r toz ik , u g y a n a k k o r ez a sok szempontból igen előnyös — egyér-
te lműség ké tvá l tozós in te rpolác ió ese tében nincs b i z tos í tva . 

A fen t i ek köve tkezménye , hogy a parciális d i f ferenciá legyenle tekre 
a l k a l m a z o t t d i f ferencia-módszer te tszőlegesen vá l a sz to t t p o n t k é p e k ese tében 
s tabi l i tás i p rob lémá t v e t e t t fel ([4], [6]), és nem vezet e r e d m é n y r e csak az ún. 
regulár is p o n t k é p e k ese tében. 

Do lgoza tunk első részében meghatározzuk a reguláris pontkép fogalmát, 
és értelmezzük azt egy- és kétváltozós interpoláció esetére. Ezzel ny i lvánva lóvá 
válik a d i f ferencia-módszer s tab i l i tása és a Lagrange-féle interpoláció közö t t i 
szoros kapcso la t . 

A dolgozat második részében a kétváltozós interpoláció reguláris pontképei-
nek néhány olyan tulajdonságát h a t á r o z z u k meg, amelyek segítségével a regu-
la r i t ás ra elégséges fe l té te l t a d h a t u n k . 

E fe l té te l b i r t o k á b a n a dolgozat h a r m a d i k részében módszert adunk a 
reguláris pontképek szerkesztésére. A regular i tás fel tétele geometr ia i k ikö téseke t 
t a r t a l m a z , így szemléletessége révén a gyakor la t i szerkesztésre jól a lka lmaz-
h a t ó . 

* Dr. Kiss Sándor, 1145 Budapest , Újvidék u. 66/b. 
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Végül b e m u t a t u n k n é h á n y p é l d á t a p o n t k é p e k f e lvé t e l é re , a m e l y e k k ö z ö t t 
a szabályos n é g y s z ö g és h á r o m s z ö g r ácsosz tá son f e lvehe tő p o n t k é p e k e n kívül 
a l e g á l t a l á n o s a b b p o n t k é p is szerepe l . 

2. A r e g u l á r i s p o n t k é p f o g a l m a 

Legyen az egy b izonyos közös t u l a j d o n s á g g a l b í ró и f ü g g v é n y e k {и} 
h a l m a z a az R l i neá r i s té r . E z e n и f ü g g v é n y e k b á r m e l y i k é h e z az L(u) sz imbó-

l u m m a l h o z z á r e n d e l ü n k egy v a l ó s vagy k o m p l e x s z á m o t . A hozzárende lés 

l i neá r i s , ha b á r m e l y u, v £ R és <x, ß valós ill. k o m p l e x s z á m p á r ese tén f enná l l az 

L(xu + ßv) = aL(u ) + ßL( v) 

egyenlőség . 
Az L l i neá r i s h o z z á r e n d e l é s e k {L} h a l m a z a m a g a is l ineá r i s t é r , a m e l y e t 

a z R k o n j u g á l t t e r é n e k n e v e z ü n k , és R*-gal j e l ö lünk . H a az R t é r n -d imenziós , 
a k k o r R* is n -d imenz iós ( B i z o n y í t á s : [5]). 

Ha az R e g y báz isa : rx , r 2 , . . . rn és az R* egy báz i sa : L l 5 L 2 , . . . Ln, a k k o r 
a köve tkező d e t e r m i n á n s b i z t o s a n nem zé rus : 

A = \Li(rj)\^0. (2.1 

F o r d í t v a : A 0 ese tében {L,} és {r,} bázis . (B izony í t á s p l . : [3] és [5]). 
Ekkor az R - b e n t a l á l h a t u n k olyan Z4, Z2, . . ., ln b á z i s t , a m e l y n e k v e k t o r a i 

a z a lábbi é r t e l e m b e n o r t o g o n á l i s a k az L t , L 2 , . . ., Ln v e k t o r o k r a : 

tizi <"> 
I l y e n esetben az |L , J és {/,} b á z i s o k a t r ec ip rok b á z i s o k n a k n e v e z z ü k . A rec ip-
r o k bázis m e g h a t á r o z á s a a k ö v e t k e z ő . 

Legyenek az v e k t o r {r,} b azisra v o n a t k o z o k o o r d i n á t á i : &2,/Í, • • „ 
«„,!• Ekkor a (2.2) a l ap j án e k o o r d i n á t á k m e g h a t á r o z á s á r a az a lább i fe l té te l i 
r e n d s z e r í r h a t ó : 

LAh) = Ц f 2 xjkrj = 2 = àik 7 ( 2 . 3 ) 
7 = 1 

(i = 1, 2, . . ., re). 

A z egyen le t r endsze r d e t e r m i n á n s a , A n e m zérus , így az x]k k o o r d i n á t á k egy-
é r t e l m ű e n m e g h a t á r o z h a t ó k . 

Fen t i ek k a p c s o l a t a a L a g r a n g e - i n t e r p o l á c i ó v a l n y i l v á n v a l ó v á vá l ik , h a 
a köve tkező k é t p é l d á b a n é r t e l m e z z ü k az egyes v e k t o r o k a t . 
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a) Első példánkban legyen az В a legfe l jebb p - e d f o k ú egyvál tozós poli-
nomok l ineáris tere . A t é r d imenziószáma: n = p + 1. Az | r , | bázis t és az 
{Li} báz i s t válasszuk a köve tkezőképpen : 

Г-j = 1 , 1*2 — тс, r3 = X2, • • Ч Г Л = X 

Lj(n) = u(xx); L2(u) = u(x2); . . ., L n (u ) = u(xn) , (2.4) 

ahol Xj, x2 , . . ., хл te tszőleges , de kü lönböző ér tékek . 
A (2.1) szerinti de t e rmináns je len ese tben az ún . V a n d e r m o n d e - d e t e r -

m m a n s : 

Д = ú(Xj, x2, . . ., xn) = |r ;(x,)| = 1 1 
С j x2 

n—1 n—1 

. 1 

. xn 

n 

(2.5) 

Min t ismeretes, a V a n d e r m o n d e - d e t e r m i n á n s kü lönböző X,- é r t ékekné l 
nem t ű n i k el, t ehá t |L ,} és | r ,} va lóban bázis . Az [L,J bázis {/,•} reciprok báz i -
sának vek to ra i je len e se tben éppen a Lagrange-féle in terpolá ló a lappol i -
nomok : 

Щ ) = lj(*i) = àu. (2.6) 

Va lame ly и f ü g g v é n y (polinom) a báz i svek torok l ineáris konb inác ió ja -
ként í r h a t ó fel: 

и = xfi + . . . -f x nln. 

A k o o r d i n á t á k m e g h a t á r o z á s á r a a lka lmazzuk и-га az L,- lineáris hozzá-
rendelés t : 

L,(u) = u(xí) = LjxJi + . . . + xnln) — Lfxjlt) = xi 

X i = u(x,), 

vagyis legyen 
и = «(xJ/j + . . . + u(xn)ln. (2.7) 

b) Második példánkban legyen az R a legfel jebb p-edfoki í ké tvá l tozós 
pol inomok lineáris t e r e . A t é r d imenziószáma n = 1/2 (p -f- 1) • (p + 2). [ E z t 
b e l á t h a t j u k , ha meggondo l juk , hogy egy p -ed fokú po l inomnak legfe l jebb 
1/2 (p -f- 1) • (p -f- 2) s z á m ú szabadon fe lvehe tő e g y ü t t h a t ó j a v a n . ] Vegyünk fel 
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az értelmezési t a r t o m á n y b a n n pontból álló pon tképe t : P j , P2 , . . ., P„, és 
válaeszuk m e g az [r,J és {L, | bázisokat a köve tkezőképpen : 

r i = r2 = *» rs = r4 = *2? r5 = «Г» re = У2. • • •» = У ' 
(2.8) 

L J u ) = u ( P J , L2(u) = u(P 2) , . . ., Ln(u) = B(P„). 

Mivel {r,} az P-nek nyi lvánvalóan bázisa , az L2 , . . ., L„ vek torok 
akkor és csakis akkor l ineár isan függet lenek, ha a (2.1) szerint képze t t A 
determináns n e m zérus: 

rj(P,)\-

У1 У2 
4 

У\ У! 

I 

xn 

Уп 
xi 

УРп 

— W(Xl,yi-, x2,y2s • • xni Уп) 

(2.9) 

Ezt a de te rmináns t nevezzük a t o v á b b i a k b a n а (2.5) m i n t á j á r a ké tvá l -
tozós Vandermonde-de te rminánsnak , és je lö l jük lF(« I ,y 1 ; «2, y2 ; . . . xn, yn)-
vel . 

Ha W 0, akkor az {/,} reciprok bázis egyér te lműen ál l í tható elő, és az 
R tér va lamely и eleme 

и = u(PЖ + . . . + u(P„)ln (2.10) 

alakban fe l í rha tó . 
A ké tvá l tozós Vandermonde-de te rmináns értéke explicite nem fe jezhe tő 

ki , és zérustól különböző v o l t a nincs b iz tos í tva bármely pon tkép esetében. 

Definíció 

Az olyan P j , P2, . . . P„ pontokból álló pontképet, amelyhez tartozó W 
determináns zérustól különböző', p-edfokú reguláris pontképnek nevezzük. 

A fent i k é t példában az R tér va l ame ly tetszőleges elemét (pol inomját ) 
ál l í tot tuk elő a Lagrange-féle alappolinomok lineáris kombinác ió jakén t . E g y 
interpolációs f e l ada tban a közelí tendő f ü g g v é n y á l ta lában nem polinom, és 
ezért nem eleme P-nek, így a (2.7) és (2.10) a la t t i előállítás csupán a függvény 
R térre v o n a t k o z ó „ v e t ü l e t é t " adja . A közelítés t e h á t anny iban nevezhető 
jónak vagy rossznak, amenny iben az a d o t t függvény jól vagy rosszul helyet-
tes í thető az R-re vonatkozó vetületével . (Az P ebben a vona tkozásban a foly-
tonos függvények lineáris t e rének h ipers ík jakén t tek in tendő. ) 

A ké t pé ldából az a l ább i köve tkez te tés t v o n h a t j u k le: egy и függvény 
a (2.7) i l letve (2.10) a lakban egyér te lműen előáll í tható vagy közelí thető, h a 
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az in terpolác iós f e l t é t e l eke t k i fe jező L, v e k t o r r e n d s z e r l ineár i san f ü g g e t l e n , 
azaz , ha a f e n t i def iníció é r t e l m é b e n az in t e rpo lác iós p o n t k é p regulár is . 

Megvizsgá l juk , h o g y a n b i z t o s í t h a t ó a p o n t k é p r egu la r i t á sa k é t v á l t o z ó s 
f ü g g v é n y e k e s e t é n . 

3. R e g u l á r i s pon tképek t u l a j d o n s á g a i 

A k ö v e t k e z ő k b e n k é t v á l t o z ó s p - e d f o k ú regulá r i s p o n t k é p e k h á r o m o lyan 
t u l a j d o n s á g á t i s m e r t e t j ü k , ame lyek a l a p j á n i lyen p o n t k é p e k s z e r k e s z t h e t ő k : 

( I ) . Egy pontképhez tartozó W determináns invariáns a koordináta-transzfor-
mációval szemben 

A fen t i á l l í t ás he lyességé t a k ö v e t k e z ő k é p p e n l á t h a t j u k be : a k o o r d i n á t a -
rendszer t r a n s z f o r m á c i ó j á t a v, z és y> v á l t o z ó k k a l j e l l e m e z h e t j ü k , a m e l y e k 
közü l a v az x, és z az y i r á n y ú e l to lás t , yi ped ig az e l fo rd í t ás szögét j e len t i . 

Megvizsgá l juk a m o z g á s o k a t k ü l ö n - k ü l ö n és a W-t d e r i v á l j u k r e n d -
re a kérdéses v á l t o z ó s z e r i n t . E g y n - e d r e n d ű d e t e r m i n á n s d e r i v á l t j a n d b 
d e t e r m i n á n s összegével egyen lő , melyek m i n d e g y i k é b e n egy-egy sor t de r ivá -
l u n k . K ö n n y e n b e l á t h a t j u k , hogy a W speciál is szerkeze te f o l y t á n b á r m e l y 
de r ivá l t sor megegyez ik v a l a m e l y más , n e m d e r i v á l t sorra l , v a g y azok egy 
l ineár is k o m b i n á c i ó j á v a l , v a g y zérus, és í g y : 

- ^ - = 0 , - ^ = 0 , ^ = 0 , (3.1) 
dv dz dtp 

A fen t i h á r o m egyenlőség éppen az I . á l l í tássa l ekv iva lens . 

( I I ) . Egy p-edfokú reguláris pontképben legfeljebb p -f- 1 pont illeszkedheti/c egy 
egyenesre 

A b i z o n y í t á s h o z k é p e z z ü k az x, y v á l t o z ó k Lagrange- fé le a l appo l inom-
j a i t : 

Ъ(*РУ]) = à,j, (3.2) 

a h o l xj, yj a Pj p o n t k o o r d i n á t á i (i,jf = 1, 2, . . ., n). Legyenek Pn, Pv2, . . . P^ 
p o n t o k az y = OCX -f- ß egyenesen , és t e k i n t s ü k a z = lri(x, ocx -f- ß) p - e d f o k ú , 
egyvá l tozós p o l i n o m o t . E n n e k zérushelyei xn, . . ., xvi_v xvi+ . . ., xvk és az 
x = xvi he lyen ped ig 2 = 1 . Mivel a po l inom 2-ben p - e d f o k ú , ezér t xvi kü lön-
b ö z ő valós g y ö k e i n e k s z á m a legfe l jebb p l ehe t , így szükséges , h o g y 

к < p + 1 (3.3) 

l egyen , és ezzel az á l l í tás t is igazo l tuk . 
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( I I I ) . Ha egy p-edfokú reguláris pontképből elhagyunk p 1 db egy egyenesen 
fekvő pontot, akkor a megmaradó pontok egy p 1 -edfokú reguláris 
pontképet alkotnak. 

A z t f o g j u k b e b i z o n y í t a n i , hogy a JU<P> d e t e r m i n á n s e lőá l l í t ha tó egy n e m -
zérus d e t e r m i n á n s , v a l a m i n t a m e g m a r a d ó p 1 - e d f o k ű p o n t k é p 
d e t e r m i n á n s á n a k s z o r z a t a k é n t . 

L e g y e n e k a Px, P2, . . ., Pp+ x p o n t o k egy egyenesen , m é g p e d i g az X -
t enge lyen . ( E fe l té te l m e g e n g e d h e t ő , u g y a n i s a p o n t o k s z á m o z á s a t e t sző leges , 
más rész t ( I ) é r t e lmében a v o n a t k o z t a t á s i r e n d s z e r t is t e t sző legesen v e h e t j ü k 
fel). R e n d e z z ü k á t W(P) d e t e r m i n á n s s o r a i t az y, és ezen belü l az x k o o r d i n á t á k 
n ö v e k v ő h a t v á n y a s ze r i n t , és legyen e k ö z b e n a sorcserék s z á m a : tp. 

E k k o r IE(P> a k ö v e t k e z ő a l a k ú : 

W(p) -

( - 1 r 
1 . . . 1 1 1 1 

• • 
Xp+2 • • • • * n 

x\ . X2 9 
Xp+2 • • Xl-1 

9 
X'n 

XP1 • • • xp+1 r p 

p+2 
vp Xn 

0 . . . 0 Ур+2 Уп-1 Уп 

о 

0 

0 

0 

0 

Xp+ 2 Ур+2 

Xp + 2 Ур+2 

xPp+2 Ур + 2 

У2Р+ 2 

Xp+ 2 У2р+ 2 

УРр+2 

Xn-1 Уп-1 
2 

Xn-1 Уп-1 

y L I 

Ул-1 

Уп-1 

ХпУп 

Х'пУп 

Хп-1 Уп-1 Хп Уп 

yl 

ХпУ1 

УРп 

у(р) z 

М(р-1) 

(3.4) 

A b a l alsó b lokk zé rus a fe l t é te l m i a t t . A Laplace- fé le k i f e j t é s i s z a b á l y t 
a l k a l m a z v a : 

m p ) = ( - 1 )GF< p ) m( p - 1 ) (3.5) 

ahol JApI = V(xv x2, . . xp+1), a V a n d e r m o n d e - d e t e r m i n á n s . Az M ( p 11 d e t e r -
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minánsból osz loponként k iemelhe tünk y k - t (k = p + 2, . . ., n), és e k k o r W'p ' 
így í r ha tó fe l : 

Й7(Р) = ( _ ! ) « , F < p ) y p + 2 y p + 3 . . .у„( l ) '*" 1 (3.6) 

és ha b e v e z e t j ü k a 

G<P> = ( - LJ 'R+ 'P- 1 И Р > П yk ( 3 . 7 ) 
A=p+2 

jelölést, a k k o r 
JF<P) = G (p) fF ( p _ 1 ) 

AG<P> n e m zérus, m e r t a V a n d e r m o n d e - d e t e r m i n á n s különböző é r t ékek-
nél nem t ű n i k el, m á s r é s z t fe l té te lünk ér te lmében az yk k o o r d i n á t á k , ha 
p 4- 2 к < j re, k ü l ö n b ö z n e k zérustól . 

Ezzel a ( I I I ) á l l í t á s t igazoltuk. 

4 . Reguláris pon tkép szerkesztése 

Ha egy p o n t k é p b e n p- f -1 db p o n t e lhagyása u t á n t a lá lha tó p s z á m ú egy 
egyenesen f e k v ő pon t , a k k o r a ( I I I ) b i zony í t á sában le í r t el járás f o l y t a t h a t ó : 
t együk fel, hogy egy p o n t k é p szerkezete olyan, h o g y minden „ m a r a d é k " r-
edfokú p o n t k é p b e n v a n r 1 egy egyenesre i l leszkedő pont , ekkor a W ^ 
de te rmináns : 

W(P) = Q(P)Q(P-1) _ _ _ QWW(0) (4 J ) 

és be l á tha tó , hogy IF ( o ) = 1. 
Az e l j á rás m e g f o r d í t v a , az egy p o n t b ó l álló, nu l l ad fokú regulár is pon t -

képből k i indu lva egy p - e d f o k ú regulár is pon tképe t p -f- 1 lépésben előállít-
h a t u n k . Az e l já rás á l t a l á n o s (fc-adik) lépése a köve tkező : felveszünk egy egye-
nest (hk) és az egyenesen к db pon to t , (k = 1, 2, . . ., p -f- 1). 

Ny i lvánva ló , h o g y az egyes l épésben fe lvet t egyeneseknek egymás tó l 
különbözniök kell, v a l a m i n t az, hogy az egyenesekre n e m i l leszkedhetnek a 
m á r előző lépésekben f e l v e t t pontok. 

Az 1. á b r á n a f e n t i eljárással e lőál l í to t t n e g y e d f o k ú pon tkép l á t h a t ó , 
szabá ly ta lan rácsosztás ese tén . 

Szabá lyos rácsosz tásokon fe lvehe tő ötöd- és h a t o d f o k ú p o n t k é p e k e t 
m u t a t u n k be a 2. és 3. á b r á n . 
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Rational Assumption of Interpolation Reference Points in the Case of Bivariate Lagrange 
Interpolation. The paper deals with t h e bivariate Lagrange interpolation wi th respect to the 
unic i ty of the interpolating polynome. Such an interpolation (regular) point pattern is defined 
where the interpolation can be unequivocally performed. The properties of regular point pat-
terns are studied, and, a practical m e t h o d is introduced for their production. Finally, some 
regular interpolation point patterns are presented as examples for the application of the method 
described. 

ZweckmäÜige Festlegung der Gruiidprodukte für die Lagrangesche Interpolation bei 
zwei Variablen. Die Arbeit untersucht die Lagrangesche Interpolation für zwei Veränderliche 
vom Standpunkt der Unizität des interpolierenden Polynoms. Der Begriff eines solchen Punkt-
sys tems wird definirt (reguläres Punktsystem), für welches die Interpolation eindeutig durch-
geführt werden kann. Die Eigenschaften des regulären Punktsystems werden untersucht und 
ein praktisches Verfahren für die Darstel lung eines solchen Punktsystems wird gezeigt. Als 
Beispiele für die Anwendung der Methode werden einige reguläre Interpolationspunktsysteme 
gezeigt. 
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