HAROMDIMENZIOS FESZULljSEG-ANALiZIS
KONTINUUM-ALTER SEGITSEGEVEL

BERES ELEK*
A MUSZAKI TUDOMANYOK KANDIDATUSA

[Beérkezett 1973. januér 3-an]

A dolgozat a haromdimenziés fesziiltség-analizisnek egy olyan médszerét ismer-
teti, amely az egyensilyi egyenleteket kozvetleniil a véges méretii elemekre, a folyto-
nossagi feltételeket pedig a hiromdimenziés kontinuum egydimenziés alterére, a fel-
oszté feliiletek metszésvonalaként adédé halézatra irja fel. A fesziiltségeket leird
fiiggvényeket polinomokkal kizelitve, a numerikus megoldds linearis egyenletrendszerre
vezet, amelynek egyiitthatéi hatdrozott integrialokbél adédnak. Egyenletes osztas
esetében ezek felirdsira altalianos érvényili operdtorok alkalmazhaték, ezért ilyenkor
az integrilok konkrét elvégzésére sincs sziikség.

1. Bevezetés

A fesziiltségek szamitasanak klasszikus médszere a differencialis méretd
térfogatelemekre felirt egyensulyi és folytonossagi egyenletek segitségével nyert
differencidlegyenletek felirasat és megoldéasat jelenti. Minthogy a feladatnak
az adott peremfeltételeket kielégité megoldasa az altalanos esetre vonatkozé-
lag nem adhaté meg zart alakban, kevés kivételtdl eltekintve megelégsziink
valamilyen numerikus médszer szolgaltatta kozelitd eredménnyel. Régebben
elsGsorban a véges differencidk médszerét, vagy a fiiggvénysorral térténd
megoldasnak azt az esetét emlitették a megoldés elvi lehetGségeként, amely a
fliggvénysornak csupian az elsé vagy elsé néhany tagjat vette figyelembe.
A megoldas foniksiga kiilonésen a véges differencidk médszerénél szembetiing,
ahol a koézvetlen feliras helyett lényegében az infinitezimalisan kicsiny ele-
mekre érvényes osszefiiggésekbdl kovetkeztetnek vissza a véges méretekre
vonatkozo osszefliggésekre.

Nagy kapacitisi és gyors milkédést szaimolégépek azonban a differen-
cidlegyenletek felirdsakor alkalmazott elvek kézvetlen felhasznalasat is lehe-
tové teszik. Lehet8ség van rd, hogy az egyensilyi feltételeket magukra a
feliiletek valamilyen adott rendszere altal kimetszett véges nagysagu térfogat-
elemekre, a folytonossagi egyenletcket pedig a térfogatelemek élei altal kép-
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viselt, csupan egydimenziés elemekbdl allé halézatra, a kontinuum alterére
irjuk fel. Ez utébbi W} gondolat jelenti az ismertetendd médszer alapvetd
sajatossagat.

A fesziiltségeket leiro fiiggvényeket polinomokkal kézelitjiik. Ezekkel a
polinomokkal szemben azt az igényt tdmasztjuk, hogy véges szdmi elGirt
pontban egyezzenek meg a kézelitendd fiiggvénnyel. A szamitds kozvetlen
célja a fesziiltségeket leird fiiggvények elbb emlitett véges szami pontjahoz
tartozé kozelité értékének a meghatiarozasa. A fiiggvények ilyen kozelitésekor
az egyensilyi és folytonossagi feltételek olyan linearis egyenletek alakjdban
irhaték fel, amelyek Osszessége szolgiltatja azt a linedris egyenletrendszert,
amelybdl aztan a fesziiltségeknek a kivéalasztott pontokhoz tartozé értékei
kiszamithaték. A tovabbiakban ezt az alapelvében nagyon egyszerd médszert
fogjuk ismertetni, eldre bocsatva, hogy kozelits jellege egyediil a fiiggvények
polinomokkal valé kozelitéséb8l adédik. Eldnyei roviden a kovetkezGkben
foglalhaték 6ssze:

a) a médszer a test, illetve az 6t hatéarolé felillet geometridgjaban nem
igényel kozelitést;

b) a folytonossigi egyenleteket az egydimenziés halézatra kell felirni;

c) a linearis egyenletrendszer egyiitthatéit hatdrozott integralok szol-
galtatjak, ami a megoldas stabilitasat fokozza.

2. A médszer leirasa

A vizsgalandé testet feliiletekkel részekre bontjuk. A testben ébredd
fesziiltségeket e feliilletek mentén kivanjuk meghatarozni. A testnek egy-egy
elemi része a feliiletén haté fesziiltségek és a rahaté tomegerdk hatasara egyen-
sdilyban van. Egyensiily esetében az erdk harom, nem egy sikba es§ egyenesre
vonatkozé vetiileteinek az dsszege, valamint a nyomatékvektorok harom nem
egy sikba esd vektorral parbuzamos dsszeteviinek dsszege kiilon-kiilén zérus.
Egy-egy térfogatelemre vonatkozé egyensiilyi feltétel tehat az altalanos esetben
6 egyenletet jelent.

Az igy kimetszett elemek a felilletiikon haté és a belsejitkben ébredd
fesziiltségek hatasdra gy deformalédnak, hogy a deformacié utén is hézag-
mentesen csatlakoznak egymashoz. Ezt az alakvaltozasra vonatkozé feltételt
nevezziik folytonossigi feltételnek. Ez a minden egyes térfogatelemre, sot
annak minden feliletdarabjara nézve folytonos kapcsolat végtelen sok fel-
tételt jelent, ezért a hianytalan kielégitésére valé torekvés egyet jelentene a
kapcsolatot leiré parcialis differencialegyenlet egzakt megoldasaval, ami az
iltalanos esetben keresztiilvihetetlen.

Az ismert és az altalaban alkalmazott numerikus médszerek az elemek
kivalasztott pontjainak egymashoz valé illesztésével kozelitik a folytonossagi
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feltételeket. Ez a kozelités a folytonossagot a kontinuum 0 dimenzids alterére,
a kijelolt pontokra korlatozza. Ezzel szemben a most ismertetend$ eljaras a
folytonossagi feltételeket az egydimenziés altérre, a halézatra irja eld. Itt a
dimenziécsékkenés mar csak kettd, tehat a kozelités egy dimenziéval maga-
sabb rendben torténik.

Ugyanakkor a médszer mind elvében, mind pedig gyakorlati kivitelében
egyszerd, mert az alakviltozast a legegyszeriibb elemre, a szemléletesség
érdekében ridnak nevezhetd, valgjaban azonban a geometriai értelemben
vett vonalra vonatkozélag kell felirni. A rid elnevezés hasznalatat az indo-
kolja, hogy az alakviltozas szdmitdsa soran a valédi rudat is egydimenziés
kontinuumként kezeljiik.

Az ismertetendd médszer az elmozdulasok egyezését vonalak, azaz az
elemek kozos élei mentén irja el6. A kozds csomépontba csatlakozé vonalak
végpontjaira nézve nemcsak az azonos eltolédast, hanem az érintdk megfeleld
viszonyat is megkéveteli.

Feladatunk azonban a fesziiltségek meghatarozisa. Mivel azok eloszla-
sat nem ismerjiik, helyette csupan adott pontbeli kozelit5 értékeinek a megha-
tarozasara toreksziink. Ezeknek a pontbeli értékeknek a segitségével a fesziilt-
ségeket leird fiiggvényeket polinomokkal kozelitjiik, és a vonalak alakvaltoza-
sat ezekkel fejezziik ki.

A testet elemekre oszt6 feliiletek metszésvonalai egy térbeli halézatot
alkotnak. Ennek a halézatnak a vonalai a testre haté kiilsd erdk okozta
alakvaltozas utan is gy csatlakoznak egymashoz, hogy a kozés pontok
kozos pontok maradnak, és ezekben az érintdk hajlasszoge is csak a csomé-
pontbeli fesziiltségekkel kifejezhetd kis mértékben valtozik meg. A kozds
csomépontba csatlakozé ridvégek eltolédasanak egyenldségét és a hozzajuk
rendelt tengelykercsztek elfordulisinak elGirt (a fesziiltségekb6l szami-
tott, ill. azokkal kifejezett) kiilonbségét kifejezd cgyenletek a folytonossagi
egyenletek.

Egy-egy vonalszakasz két végpontjanak relativ elmozdulasa a testben
ébredd fesziiltségekbdl szdmithato, ill. kozelitd értéke a fesziiltségek adott
értékeivel kifejezhetd.

Az elemekre osztist megvaldsité felilletek alakjanak elvi jelent8sége
nincs. Az elemek alakja és a metszésvonalként ad6dé halézat tetszdleges lehet,
mint az pl. az 1. abran is lathat6. A szamitas végrehajtdsa szempontjabdl
azonban mind mennyiségi, mind pedig mindségi tekintetben jelentds kihatasa
van a felosztas megfeleld megvilasztasanak.

A legegyszeriibbnek a koordinéatasikokkal parhuzamos sfkokkal térténd
felosztas mondhatd, midén a sikok egymastdl valé tavolsaga egyenld. Specialis
esetben - pl. forgastestek vizsgalatakor -- eldfordulhat ugyan, hogy mas
felosztas eldnydsebb, a médszer els§ bemutatasit mégis arra az esetre korla-
tozzuk, middn az elemekre bontést végzd feliilletek parhuzamos, ill. egymasra
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merdleges sikok és a parhuzamos sikok egymastél egyenld tavolsighban vannak
(2. abra). A mas esetre vonatkozé Osszefiiggések hasonlé médon vezet-
hetdk le.

A vizsgalandé esetben az elemek téglatestek, ill. téglatestekbdl a test
hatarolé feliilete altal lemetszett részek (3. abra), a halézat vonalai pedig egye-
nesek, ill. sik gorbék.

Ismeretleneknek a fesziiltségek csomépontokhoz tartozé értékeit tekint-
jik. Ez csomépontonként 6 ismeretlent jelent, mégpedig a sikokra merdgleges

2. dbra
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Ox, 0y és 0, normal fesziiltségeket és a sikokkal parhuzamos 7y, 7x, és 7y,
nyiréfesziiltségeket.

Ha minden csomépontban mind a hat fesziiltséget felvessziik az isme-
retlenek kozé, és minden lehetséges egyensilyi és folytonossagi egyenletet
felirunk, akkor az egyenletek szama meghaladja az ismeretlenek szamat.
A tilhatarozott egyenletrendszerrel szemben azt a feltételt irjuk el6, hogy

||Ax —b|| = min!
legyen.
Amennyiben az egyenletek és az ismeretlenek szima egyenlgvé tételé-
nek az igénye felmeriil, dgy az is biztosithaté. Ennek egy hasonlé esetre vonat-

3. abra

kozé médja [2]-ben megtalalhaté, ezért ezzel a problémaval itt nem foglal-
kozunk.

Az egyenletrendszer egyiitthatéi hatarozott integralok segitségével sza-
mithaték. Mégpedig az egyensiilyi egyenletek egyiitthatéi kettds, a folytonos-
sagi egyenletek egyiitthatéi pedig egyszeres integralok segitségével allithaték
el6. Maga az a tény is eldnydsnek mondhaté, hogy az egyiitthaték hatdrozott
integralok értékei, mert ez mas miiveletekkel pl. a differencialassal szemben
a hibak hatasat és terjedését csokkenti. Ugyanakkor szamitastechnikai el6-
nyok is jelentkeznek. A sikgorbére vonatkozé integralok szamitasa altalanos
esetben sem okoz problémat, mégis érdemes itt kiilon is raimutatni arra a fel-
osztasbol kovetkezd sajatsiagra, hogy a numerikus megoldashoz a test belsejé-
ben levé elemekre vonatkozélag mind az egyszeres, mind pedig a kettds integ-
rélokra altaldnos érvénnyel biré képletek vezethetdk le, melyek a differencia-
modszer operatoraival mutatnak alaki hasonlésagot. Az integralok esetenkénti
konkrét kiszdmitasara tehdt csupan a testet hatarolé felillet mentén van
sziikség.
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3. Egyensilyi egyenletek

Egy elem akkor van egyensilyban, ha a feliilletére haté er6k (a metszet-
erdket képviseld fesziiltségek és feliileti erdk), valamint a tomegerdk x, y és z
tengellyel parhuzamos 6sszetevije, tovabba ezekre a tengelyekre vonatkozé
nyomatéka zérus. Ez elemenként harom er- és harom nyomaték-egyensilyi
egyenletet, dsszesen tehat 6 egyenletet jelent.

Mivel az oszté sikokat a koordinatasikokkal parhuzamosan vettiik fel,
egy-egy metszetfelilleten csupan 3 ismeretlen fesziiltség hat, a tobbi zérus.
A test feliiletén haté kiilsG terhelést (ide tartoznak a reakciderdk is) a koordi-
natatengelyekkel parhuzamos 6sszetevikre bontva célszeri megadni.

Az egyensiilyi egyenletek felirasa az elemek feliiletére vonatkozé integra-
lok kiszamitasat teszi sziikségessé. Elméletileg a probléma ezzel megoldottnak
is tekinthet8, a szamitastechnikai szempontok szem elGtt tartasa azonban
részletesebb kifejtést igényel.

Az elemeket hatarolé feliilletrészek harom f6 tipusba sorolhaték.

3.1. Az elemek elso tipusa

A feliiletelem téglalap alaki, s6t a sikjaban levd szomszédos elemek is
egybevagd téglalapok (4. abra). Mint emlitettiik, a fesziiltségeket egy-egy
vonal mentén polinomokkal kozelitjiik, és magat a fiiggvényt, s6t a vonatkozé
integralokat is a kivalasztott pontokhoz tartozé fiiggvényértékekkel fejezziik

I 2
a
3 4 5 2

N
T

7 b 8 9 b 10
a
77 b 72
|
4. abra
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ki. Ez utébbi azonban csak tgy lehetséges, ha nem csupén az egyes vonal menti,
hanem a teljes tartomanyra vonatkozé — immar kétvaltozés — fiiggvényt is
polinommal kézelitjiik. Ha a polinom alakjat megadjuk, egyiitthatéit az adott
pontbeli fiiggvényértékkel egyértelmiien kifejezhetjiik.

Példaul a 4. abran lathaté felvétel mellett az 1, 2, . . ., 12 szamokkal jel-
zett csomépontokhoz tartozé értékek segitségével megadhaté egy olyan két-
valtozas fiiggvény, amely ezekben a pontokban éppen az adott értéket
veszi fel.

A konkrét megoldas 12 egyiitthato megkeresését jelenti. A vazolt eset-
ben a kovetkezo alaki fiiggvény mondhaté kedvezdnek

f(xy) = Ax® + Ba® 4+ Cx + Dy® 4+ Ey* + Fy 4 Gx® + Hxy® + Jx’y +
+ Kxy®> + Lxy + M, (1)

mert akkor a 12 ismeretlent tartalmazé egyenletrendszer, melybél az 4, B, C,
..., M egyiitthaték szamithatok, felbonthaté olyan egyenletrendszerekre,
melyekben legfeljebb harom ismeretlen van. Kifejezve az egyiitthatékat a
csomépontokhoz tartozé fiiggvényértékekkel, a keresett fiiggvény

ReolB e S g o )

Y h—fu Y Yt

6a 6b3
Bt & =8yt Oy S
i 22 it 6b Nl
% H—F6 -3 +3+3 3 — fut+fie xdy +
6a3h
(2)
A /R A R R T
6ab?
i§ —htfat2i+2f—fs+ L Aty +
2a%b
+ a2 Gl — 2+ 5 xy? +
2ab?
¥ 2fi — 2fo +2fs — 3f; + fs — 27 — 3fs + 6fy — fro +fu — fr2 WL

6ab
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A 4. abran lathaté esetben az egyensiilyi egyenletekben szerepld integra-

lok a kdvetkezd operédtorok segitségével szamithatok:

- b

) dady —

JJf(x y) dxdy 5=
(F)

2p

, y)dxdy—= ~—

| [ praziy= 20
(F)

ab?

, y)dxdy = ——

jfyf(x y)dxdy —
(F)

AR W
o g 7 g
g s N A
Sk il
w1 1
ok 71 B
—10| 139 139 | —10
9 S
e e
a2t 139 '] 8
A 139 | —8
b B ST

flxy) @)
flxy)  (4)
Jlxy) ()

Tekintsiik az 5. abran lathaté elemet. Példaul az x tengellyel parhuzamos

erdk egyensilyat a

X
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f j ox(a,y,z)dydz — j j ox(0,y,z) dy dz + f j Tyx(%, b, 2) dx dz —

(Fy) (Fs) (Fa)

— _H' Tyx(%,0,2)dxdz + v( j Tox(%,y, ¢) dx dy — jf (%, y,0)dxdy + X = 0, (6)

(FJ) (Fy) (F,)

az x tengelyre vonatkozé nyomatékok egyensilyat pedig a

— f S ZTxy(@, y,2)dy dz + 5‘ fytxz(a, y,z)dydz + bf j Ty%, b, 2) dx dz —
(Fy) (Fy) (F)

— S f z0y(x, b, z) dx dz + j‘ S 2Tx(0,7,2) dy dz — S jyrxz(o, ¥, %) dydz +

(F2) (Fs) (Fs)

R j j‘ zay(x’ o z) il + ‘S‘ jyoz(x,y, C) dx dy 2 C.Y 5 sz(x,y, C) dxdy L
(Fo) (F) i
_fj‘yaz(xvy,O)dxdy+Mx:0 i

(Fe)

egyenlet fejezi ki, ahol X a tomegerdk x tengellyel parhuzamos 6sszetevdje,
M, pedig a tomegerdk x tengelyre vonatkozo nyomatéka. Az y és z tengelyek-
kel parhuzamos erik, valamint az y és z tengelyre vonatkozé nyomatékok
egyensilyat kifejez6 egyenletek hasonlé médon irhaték fel.

A (6) és (7) képletekben a kettds integralokat a (3), (4), (5) képletek alap-
jan az adott pontbeli fiiggvényértékekkel kifejezve, lathaté, hogy az egyen-
silyi egyenletek a belsé téglatestekre meglehetdsen egyszertien irhaték fel.

~N

2

x

6. abra
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Ha a vizsgilandé test maga is téglatest (vagy ilyenekbél ssszetett),
akkor a teljes felbontas elvégezhetd igy, hogy minden elem egybevigé legyen.
Ekkor a feliilettel érintkezd elemek metszeteire is levezethetSk az el6z6khoz
hasonlé kifejezések. A széls§ téglalapokra vonatkozé kettds integralok szami-
tasahoz a szerepld pontokat a 6. abrén lathat6é médon célszert felvenni.

.

3.2. Az elemek mdsodik tipusa

Bonyolultabb a helyzet azoknail az elemeknél, melyek hatérolé feliiletei
kozott a vizsgalt testet hatirolé feliilet is szerepel. Lényegében ide sorolhaték
azok a téglatestek is, amelyek ilyenekkel szomszédosak. Ebben a részben csak
a sikmetszetekre vonatkozé kettSs integralok szimitisaval foglalkozunk.

A szamitas menetét megint csak egyetlen sikmetszetre részletezziik.
Ilyen metszeteket mutat a 7. Abra. Az a) abra kiilénésen hasonlit az el6bb tar-
gyalt esetre, mégsem azonos vele, mert bar elvileg ugyaniigy jarunk el, mint
el8bb, az f(x,y) fiiggvényt esetenként djra és wjra fel kell irni, az egyiitthaték
értékét ki kell szamitani, mert az integralok értékét az egyiitthatékon keresz-
tiil a 2, 6 és 10 jeli pontok koordinatai is befolyasoljak. Tekintettel azonban
arra, hogy ezek adottak, az integrilok értékeinek a kifejezésében csak a cso-
mépontokhoz tartozé fesziiltségek szerepelnek ismeretlenként. A kiilonbség
az a) esethez viszonyitva csupan annyi, hogy amig az egyenletes osztas ese-
tére az operatorok altalinos érvénnyel adottak, ill. magasabb fokid polinommal
valé kozelités esetére is hasonléképpen megadhaték, addig mas esetekre az
operatorok elemeit minden egyes feliilet- ill. vonalelemre ki kell szimitani.
Nehézséget azonban ez sem jelent, mert ezek szamitisa is automatizalhatd.
Az a) dbranak megfelel6 esetekben azonban az integralisi hatarok éppen olyan
egyszertiek, azaz illandék, mint az el6z6 tipus esetében. Abban a tekintetben,
hogy az (1) alakd f(x,y) fiiggvény egyiitthatdit esetenként ki kell szdmitani,
a 7. abran vazolt példak mind megegyeznek. Ezért is foglalhaték 6ssze egy
csoportba,

A b) és c) valtozat csak annyiban kiilonbézik a)-16l, hogy ott az integra-
lasi tartomany nem téglalap. A 7. dbrakon a melléjik irt szamokkal a szami-
tasba bevont pontoknak egy-egy célszerd felvételét mutatjuk be.

3.3. Az elemek harmadik tipusa

Az egyensiilyi egyenletekben szereplé kettds integrialok harmadik cso-
portjat az elemek felilletének azon részére vonatkozé integralok jelentik, amely
feliiletrész egyvtittal a vizsgalt test felilletének is része. Ez az €18z6 két tipustél
lényegesen kiilonbézik, mert e feliiletrészek altalaban nem sikidomok, és mid6n
a feliileti fesziiltségek adottak, ezek az integralok elméletileg pontosan sza-
mithaték.

Mészaki Tudomdny 48, 1974



FESZULTSEGANALIZIS KONTINUUM-ALTERREL 379

7. abra
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4, Folytonossagi egyenletek

A folytonossagi feltételeket a felosztishoz (az elemekre bontashoz)
hasznilt sikok metszésvonalaira mint térbeli keretre irjuk fel. Ezek a vonalak
a fesziiltségek hatasara deformalédnak, folytonossiguk azonban valtozatlanul
fennmarad. A kozés csomépontba csatlakozé vonalak a deformicié utan is
kozos csomépontban csatlakoznak, azaz egy-egy csoméponthoz csatlakozd
vonalak e végpontjinak az eltolédasa egyenld.

Egy kicsit bonyolultabb a helyzet a tengelykeresztek elforduldsaval.

Rudak sarokmerev kapcsolata esetében a tengelyvonalak csomépont-
beli érintdi altal bezart szég a szerkezet deformaiciéja kozben is valtozatlan
marad. Jelen vizsgalataink soran azonban nem ilyen valédi, kiilon szerkezeti
elemként jelentkez8 rudakkal van dolgunk, melyeknek keresztmetszete
tovabb bonthaté elemi részekre, hanem mar maga a keresztmetszet a tovabb
oszthatatlan elemi metszet. Mivel pedig a nyiréfesziiltség okozta deformaciét
sem hanyagoljuk el, az alakvaltozds szamitisanal a vonalak csatlakozisinal
1étrejovs szogvaltozast is figyelembe vessziik.

Szemléletesen gy is mondhatjuk, hogy amig két valédi rid sarokmerev
kapcsolata esetén tengelyvonalaik érint8inek hajlisszoge a deformécié soran
valtozatlan marad, addig egy test felilletén és belsejében felvett halézat
csomépontbeli érintdi altal bezart szogek a nyiréfesziiltség okozta alakvalto-
zas kovetkeztében kis mértékben megvaltozhatnak.

A tovabbiakban tehiat mem azt mondjuk, hogy a kézos csomépontban
csatlakozé vonalak altal bezart szogek valtozatlanok maradnak, hanem azt,
hogy a kozottitk 1étrejové szogtorzulds a csomépontbeli fesziiltségekkel ki-
fejezhetd.

Ha a vonalak egymdésra merélegesek (8. 4bra), akkor a szdgtorzulas
egyediil a nyirdfesziiltséggel kifejezhets. Feltételezés szerint a fesziiltségek
folytonos fiiggvények, tehat a kozos érintével csatlakozé vonalak kozott nincs
szogtorzulas, azaz a deformalédas utan is kozos lesz az érintdjik. Igy pl. a
8. abra C1 és C3 tengelyvonalainak C pontbeli végpontjahoz tartozd érintdk
azonosak az alakvaltozas utan is. Viszont a C csoméponthoz csatlakozé C1, C2,
C5 vonalak C pontbeli érint8i kozott mar 1étrejohet szogtorzulas. Ezek értékei:

1

Cl éS C2 kﬁZﬁttE Txy )
1

Cl és C5 kﬁzﬁttEsza

1
€2 és €5 kombtt - Tye,
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A testet hatarol6 feliilet mentén a halézat altalaban mar nem lesz ilyen
szabalyos. Ilyen csomépontot szemléltet a 9. abra. A C2 és C4, ill. a C5 és C6
vonalak C poutbeli érintGje azonos, ezért ezek kozott szogtorzulas nem lesz.
A C2 és C3, a C2 és C6 vagy a C3 és C6 vonalak kozotti szogtorzulasok pedig
a Fiiggelék 2.pontjaban taldlhaté képlet alapjin szamithatok. Példaul a
C2 és C3 vonalak C pontbeli érintGinek szogvaltozasa

Vo,8 = (26n — & — &) tgay 5,

ahol ¢, és ¢, a fajlagos nyulés a C2, ill. C3 érint§jének iranyaban, ¢, pedig ezek
szogfelezdjére merdleges iranyban, mig «, ; az érint6k altal bezart szog fele.

6 7 id
3 3
2
A
4 - 2 C
b | 5
)
8. dbra 9. abra

A teljes alakvaltozas ismeretéhez csupan a vonalszakaszok alakvaltoza-
sanak az ismerete szitkséges.

Minthogy a médszer ismertetéséhez azt az esetet valasztottuk, middn
az elemeket kimetsz6 feliiletek sikok, vizsgalatainkat sikbeli vonalakra korla-
tozhatjuk. A kovetkezdkben ezekkel kapcsolatban azokra az esetekre irjuk
fel a képleteket, melyek az (y, z) koordinatasikkal parhuzamos sikban vannak.

A koordinatatengelyekkel parhuzamos egyenesek alakvaltozasanak a
szamitasa egyszeriibb, ezért azt ismertetjiik elGszor, és majd csak ez utan az
altalanos esetet képvisel§ gorbe vonal (sik gorbe) deformacigjat.

Példaul a z tengellyel parhuzamos vonal j kezdGpontja elmozduldsanak
ismeretében k végpontja elmozdulasanak osszetevii a kovetkezd képletek
alapjan szamithatok:

s — Ax]— + (2, — z)) Ao, ;i +

+ J-(Zk_Z)[—(;—a—z—'E'a—x-(O'Z—‘de—’l’o'y):ldz,
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Ay, = Ay; — (2 — ) A9y, +
[_I_Er)i _1 38 (0, — vo, — va,)| dz,
G 9z E 3y

Az, = Az; + —é— J.(az — v6, — voy) dz,
(U3

1 1 9
Ay = Ay i+ —(Tys; — Tyss) + — j B (6, ~ 10, va,) ds,
G E dy

U0

1 1 3
A?’y,k = A‘Py,j + E (sz.k - sz,j) - ‘E j_a'; (Uz — YOy — 1’Gy) dz ’
(UNY]

9Ty, erz) dz

Ap, , = 4 —
'sz (p21 + ox ay

2G

(UR)]

A kifejezések egyes tagjainak elemzése a Fiiggelék 1. pontjaban talalhaté,
ahol az egyes fesziiltségek hatasat kiilon-kiilon vizsgaltuk. Célszertinek latszott
e képletek elemi tton valé levezetése, bar azok ismert formuldk, mint pl.
[3] 17—18. oldalan talilhaté (4.16)—(4.20) képlete alapjan is felirhaték.

Az (y, z) sikbeli ; ; m6don jelolt gorbeszakasz j kezdSpontja elmozdula-
sanak ismeretében k végpontja elmozdulasanak a komponensei a gorbiileti
sugarral osztott tagok elhanyagolasa esetén:

Az, = Ax; + (z, — 2)) Aoy j — (yi — y)) A9.,; +

+ [E — (=905~ 30,) (7~ ) €08 (n,3) — (=1 — oos ()] +

4,10

1 9Brt,. -
5 5 [ —9) eo0s (63) + (5 — 2) cos (69)] +
2G [Stm . aftx) [(zx —- 2) cos (¢, ¥) — (yx — y) cos (¢, z)]} ds,
1 &7,
Ay, = Ady; — (3 — 2)) Aoy, ; + J[? a—; —
%)
1
—E—ga——(o', — vo, — vo‘,,)] (z, — 2) ds,
An = A5+ (=) 4y + | [~ 2 (0, — o~ 93,) —

(¢/%Y)

1 3571,
- 9 —y)ds,
C s ]()’k y) ds
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’

1 1 2
A'Px,k = A'px.j + 'E (tln.j - r!n,k) + 'E J"a: (Crt — Vo, — "Un) ds °
4,1)
1 (&7 ot
Aoy = doy; + J[% (8—: - a_::] cos (t,y) —
(UR))
1 5
-5 a_x (o, — vo, — vo,,) cos (n, y)] ds,
A¢Z.R=A¢Z,j+ j .L _alrt_n—_g‘f'_x_ cos(t’z)_
2G | ax an

(URY)

1 5
— — — (0, — va, — va,) cos(n,z)| ds.
E Bx(t * ) ( )]

383

A hatérozott integrilok értékének a kiszamitasara, ill. a csomépontokhoz
tartozé fiiggvényértékekkel valo kifejezésére a Fiiggelék 3. pontja ad tajékoz-
tatast. A kozolt képletek a kézos csomépontba csatlakozé vonalak kozotti
szigek megvaltozdsat nem tartalmazzik, azokat esetenként, a helyi sajatos-

sagoknak megfelelGen kell figyelembe venni.
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FUGGELEK

1. Kontinuumbeli vonal deformaciéja

Tekintsiik a vonalat mint a kontinuumbél kimetszett rudat, melyet két
parhuzamos sik és ezekre mergleges két hengerfeliilet hatarol, midon e sikok,
ill. feliilletek egymastél valé tévolségal zérushoz tart (F-1. abra). Vizsgaljuk
eldszor is ennek egy I hosszisagi elemét, melyet a térbeli derékszogil koordi-
nata-rendszerben tgy helyeziink el, hogy oldallapjai a koordinatasikokkal
legyenek parhuzamosak (F-2. abra).

Az

F-1. abra

Szamitasaink soran feltételezziik, hogy a fesziiltségeknek az alakvalto-
zasra gyakorolt egyiittes hatésa az egyes fesziiltségek hatasanak az dsszegével
egyenld, ezért a fesziiltségek hatasat kiilon-kiilon vizsgaljuk.

a) A hiuzo- és nyomdfesziiltség hatisa

A rugalmassagtanbél ismert,* hogy

1
&, = — (0, — vo, —v0,),

E

* Lasd pl. [1] 7. oldalan.
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ezért az (l; ;) hossziisagi, z tengellyel parhuzamos vonal (k) végpontjanak w
eltolédasa (F-3. abra) ;

1
w=— J(o‘z — vo, — vo,) dz.
E b
(U, %)
b) A huzé- és nyomdfesziiltségnek a vonalra merdleges iranyi viltozdsa

Ha a ‘fesziiltsé‘gek csak az x irdanyban valtoznak, akkor az F-4. abra
alapjan irhatjuk, hogy

1Z
Al=4Az
57
AX
a7
X
F-2. dbra
/“*ﬁ'j
/// _( - "
L I A
B
| |
l |
l I
9
| |
e | I
| |
| |
I |
/
| 7
L_.__._.. i
F-3. dbra
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&(x + Ax) — &%) My s

Ao, = —
iy Ax

ek [ 0(x + 4x) — vo(x 4 Ax) —vo (x + 4x)

E Ax
45 0,(x) — vo(x) — voy(x) ]Az e Li(a — va, —vo,) Az,
i E oz x y
AZ
2y,
L7 w(x)=Ez(X)AzZ

w (X+|4X)=E, (x+4X) Az

Az
aX

F-4. dbra

tehat az I, hosszisagi, elemi keresztmetszetd rid véglapjanak elfordulasa

i 3]
_—— — (0, - vo, — v0,) dz,
- e (o x y)

U,%)

Py =

a vonal (k) végpontjanak a normal fesziiltségek valtozasa kovetkeztében létre-
jovo eltolédasa pedig:

u, = Ak J‘_a__(gz_ycx—vo'y)(zsz) dz.

Felépitésiiket tekintve teljesen azonosak az y irdnyu valtozasra vonat-
kozé képletek is. Kiilonbség csak az indexekben és az elGjelben van.

Mtiszaki Tudomdny 48, 1974



FESZULTSEGANALIZIS KONTINUUM-ALTERREL 387

¢) A nyiréfesziiltség hatdsa
A rugalmassigtanbél ismert az az dsszefiiggés is, mely szerint pl. a 7y,

nyiréfesziiltség hatasara létrejovs szogtorzulas (F-5. abra):
1

Voo = T Fyys

Amint az az F-6/a. abran is lathatdé, a nyiréfesziiltség okozta érintSelfordulas
nagysaga nem fiigg a vonal hosszatél, hanem csupén a nyiréfesziiltség nagy-

Az

1
\ ¥ g
\\. Tos ‘\ K2/~ 2
i
F-5. dbra

AZ

[N
|
1 IS

X

%
\

\I
——

lezk

|

q |

J! f _}/
|

l?’xz ;j
=7 ’/'y Zl’z,j
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sagatél. Ha a nyiréfesziiltség az egyenes vonal teljes hossziban allands,
akkor a végpontok relativ eltolédasanak x iranyd komponense

1

U=——T, lj,k‘
G

Ha viszont a nyiréfesziiltség a vonal mentén viltozik, akkor érintGjének elfor-

dulasa minden pontban az ott keletkezd nyiréfesziiltséggel ardnyos (F-6/b.
abra), ezért

1
VYexite — Yaxy = 'E (sz,k T sz,j)'

A végpontoknak az x tengellyel parhuzamos relativ eltolodasa

1 1 T
=" b+ i J—SZ—(Zk — z) dz.

G
U, %)
A 74y nyiréfesziiltség valtozasanak kévetkeztében a j és k végpontokhoz ren-
delt, eredetileg az y tengellyel parhuzamos egyenesek
1
A
szoget zarnak be (F-7. abra).

b e (Txy,k o Txy,j)

2G

I / Y
| 3 y%j=0
i ey =0
X
F-7. abra
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d) A nyirdfesziiltségnek a vonalra merdleges valtozisa
A 7, nyirdfesziiltség y iranyd és a 7y, fesziiltség x iranyd valtozasa z
tengely koriili elcsavarodast eredményez. A 7,, nyiréfesziiltségnek az x tengely

irinyaban bekovetkezd valtozdsa a 4z magassagi hasab Ax koordinataju
felsé csicspontjanak

AL % [t,(A%) — 7,(0)] 4z

y iranyud tovabbi eltolédasat hozza létre (F-8. dbra). Tehat a 7., nyiréfesziilt-
ség x iranyud valtozasabol keletkezé z tengely koriili elcsavarodas fajlagos
értéke
£ 1 0w,
P20 °%G e |
Hasonléképpen hatirozhaté meg az y iranyi valtozas hatéasa. Igy az x és y
irdnyu valtozasok [ ; hosszon egyiitt a

ot
e e el
w [
U, %)

/

elesavarodast idézik eld.

P -QG[T(zsx)-t(oﬂAz
L AT
Apse ss Ay A%

AZ

F-8. abra
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2. Koncentrilt szogtorzulas

Az elemi szilardsigtanban a nyiréfesziiltségnek az alakvaltozisra gya-
korolt hatasat el szoktik hanyagolni. Ez azt jelenti, hogy a halézati vonalak
kozott 1étrejové koncentralt szdgtorzulast is elhanyagoljak. Ha azonban a
nyiréfesziiltségnek az alakvaltozasra gyakorolt hatasat is figyelembe vessziik,
akkor a vonalak csatlakozasanal létrejové koncentralt szogtorzulast is sza-
mitasba kell venniink. Merdleges csatlakozas esetén ez éppen a nyiréfesziilt-
séghdl adédé y = 7/G értékkel egyenld, egyébként pedig a kovetkezéképpen
hatarozhaté6 meg.

A testb8l olyan hasdbot metsziink ki, melynek a vizsgalt metszetbe
esd lapja rombusz. A rombusz két oldala a halézat két vonalaval parhuzamos.
Legyen a rombusz éle egységnyi hosszisagi, akkor ezek e; és e, megnyiilas- a
veliitk parhuzamos fajlagos nyulassal egyenld, azaz e, = ¢, és e, = &,. A rom-
busz atljanak megnyilasa pedig e; = 2¢, sin «, ahol « az 1 és 2 iranyok &ltal
bezart szog fele. Az F-9. dbra alapjan konnyen belathaté, hogy az 1 és 2 jeld
vonalak vizsgalt pontbeli érint8inek szogvaltozasa

e; — (e, + e;) sine  2¢; sinx — (& + &) sina

= (265 — &; — &) tan .

y:

CcCOos & CcOos &

Az &, &, &, fajlagos nyilasokat az adott iranyokkal parhuzamos és rajuk
i merdleges fesziiltségekkel éppen vigy kifejezhetjiik, mint pl. az [1] 223. oldalan

&= (e, + e,) sinax
cos o

€y—(e;+€3)sinX |
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talalhaté

&, = &, cos? (n, x) 4 &, cos® (n,y) + &, cos® (n,z) + ¥,, cos(n, x) - cos (n,y) +

~+ ¥4z cos (n, x) + cos (n,z) + yy, cos (n,y) - cos (n, z)

képlet alapjan az e, &y, ¢, fajlagos nyilasokkal és yyy, yy, és y,, szogvaltoza-
sokkal. A tovabbi atalakitds soran az elsé esetben a parhuzamos és merdleges
irdnyokhoz tartozé fesziiltségeket, utébbiban pedig a fajlagos nyilasokat és
szogvaltozasokat fejezziik ki a oy, 0y, 0;, Ty, Tx, €s T, fesziiltségekkel.

3. Tobbvaltozés fiiggvény adott irany szerinti derivaltjaval képzett fiiggvény
ivhossz szerinti integraljanak numerikus kiszamitasa

Az az eset, midGn az a vonal, amelynek mentén az integralas torténik,
valamelyik koordinatatengellyel parhuzamos, olyan mértékben egyszertibb
az altaldnos esetnél, hogy érdemes kiilon targyalni és a szempontunkbol
altaldnos esetet csak ezt kovetden elemezni. Azokra a koordinatatengelyekkel
parhuzamos szakaszokra, melyeknek koérnyezetében a szamitasba bevont
pontok szabilyos elrendezéstiek, a hatarozott integralt a kérnyezé pontokhoz
tartozé fiiggvényértékekkel kifejezd képlet altalanossaghan megadhato, tehat
ezeknél az integralas esetenkénti végrehajtasara nincs sziikség. Ezzel szemben
az altalanos esetben a vonalszakaszokra vonatkozé integralokat, s6t a gorbének
az ivhossz fiiggvényében valé felirasat is esetenként el kell végezni.

a) A koordindtatengellyel parhuzamos egyenes esete

Vizsgalataink alapjaul valasszuk azt az esetet, midén az egyenes a z
tengellyel parhuzamos. A fiiggvényt, melynek derivaltjai az integralban szere-
pelnek, jeldljiik o-val. Meghatarozanddk a kovetkezd integralok értékei:

Célunk tulajdonképpen az, hogy a hatarozott integralok értékét a csomépon-
tokhoz tartozé fiiggvényértékek segitségével fejezziik ki. Mivel a fiiggvényeket
nem ismerjiik, azokat polinommal kézelitjiikk. Ezeket a polinomokat a csomé-
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pontokhoz tartozé fiiggvényértékek hatarozzik meg. Elvileg a kozelits poli-
nomok fokszima tetszdleges, a kovetkezbkben azonban vizsgilatainkat arra
a konkrét esetre mutatjuk be, midén az integrandusban szerepld kozelits
polinomok harmadfokiak. A differencialhanyados kozelitéséhez pedig negyed-
foki polinomot hasznalunk.

A derivalt fiiggvényt tartalmazé integraloknak a kérnyezé csomépont-
beli fiiggvényértékekkel valé kifejezésénél gy jarunk el, hogy elébb a diffe-
rencidlhdnyados értékét irjuk fel a sziikséges négy pontban (harmadfoki
polinommal valé kézelitéskor), majd ezeket beirjuk az integral értékét szol-
galtaté képletekbe. Ez azt jelenti, hogy az integrandusban szereplé derivalt
fiiggvényt harmadfoki polinommal kézelitjiik azt kévetden, hogy a differen-
cidlhanyadosok értékét negyedfoki polinommal valé kozelitéshél szamitottuk.
Az F-10. abra jeloléseivel

9o 1
_) = —— (0, — 80y, + 80y, — 0y5) »
2=2;

o 12b
30 1
(EJ = E(Gi—z,s — 80;_y,3+8041,3 — 0iz93)
=2 .
||73
063
51 52" 53 5% 58
a
I, 73 k=%3 T 45
lj,k =a
37 32 =33 9% (-
a
b b b b
4 4 22 23 24 29
a
ll73
a
1L03
F-10. édbra
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tehéat a z tengellyel parhuzamos I; ; szakaszra vonatkozé hatarozott integralok
kozelité értékét megadd operandusok:

il -1
13 2 66
Jodz:% o(z,3) (@ —3)ods=
() . o ¢ e
Bl —8
£ | 8 Ly 1
J‘ 8 S 151 =104 104 | —13
i - Vgt
Ot 288b 13 | —104 304 1 448
U, %)
ity 8 B 1
< 56 56 1
Y i a? 66 | —528 528 —66
J (a—2)—dz=

o et 43206 | 199 | 1032 1032 | —129
vl 64 — 64 8

7

c.yne

399

o 1096

(@ —2)—dz= P o(a, z) .
oz

) o i

966

193

=8

10*

o(x, z),

o(e, 2),

a(e, 2) ,
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A felirt képletek természetesen csak akkor hasznalhatdk, ha az egyenletes
beosztas a szomszédos szakaszra, ill. differencialaskor az éppen vizsgalt ponttél
még két-két beosztisnyira is érvényes. Ha a beosztas nem egyenletes, akkor a
szamitast esetenként el kell végezni. Ha viszont a beosztas egyenletes, de a
vizsgalt szakaszon til tovabbi szakasz mar nincs, azaz a szakasz egyik vég-
pontja a test feliiletén van, akkeor ezekre vonatkozélag is levezethetSk az elGb-
biekhez hasonl6 képletek. Tekintettel azonban arra, hogy ezekre csak specialis
alakau testek (tégla vagy ilyenekbdl dsszetett testek) vizsgalatakor van sziikség,
ismertetésiikt8l eltekintiink. Felirasuk az elGbbi ismertetés utin mar nem
jelent elvi nehézséget.

b) A koordindtasikkal pirhuzamoes sikgérbe esete

Altalanos vizsgéalatainkat sikgorbékre korlatozzuk, mivel tulajdonkép-
peni célunk elérése ennél tobbet nem igényel. Legyen a gorbe az (y, z) koordi-
natasikkal parhuzames sikban.

Feladatunk a kovetkez§ tipusi integraloknak fiiggvényértékekkel valé
kifejezése

f 9% fs)ds, % f(s)ds, J 39 f(s)ds,
Ox on as ’
(§)) ()] )

ahol n a gorbe normaélisa.

A 90/ox, 50/3n és 9a[0s fiiggvényeket az integralokban a kijelslt pontok-
hoz tartozé értékei segitségével felirt Lagrange-polinomokkal kozelitjiik.
A kovetkezGkben megmutatjuk, hogy ilyen moédon az integrilok értékei a
kornyezd pontbeli fiiggvényértékek linearis kombinaciéjaként elGallithaték.

Tekintsiik az F-11. abrat. A derivalt figgvény i, j, k, m pontbeli értékeit
jelslje Dy, D;, Dy és D, akkor a derivalt fiiggvényt az L(s) Lagrange-poli-

nommal kozelitve az integral az

I= [ LGs)f(s)ds= [ {ZL(s)D,}f(s)ds=3 D, [ Lys)f(s)ds

e) U,6) @) ®» 5,0

alakban is felirhaté, ahol L,(s) a v-edik Lagrange-féle alappolinom és v = i, j,
k, m. Tekintettel arra, hogy az

§ Ly(s) fls) ds

(CRY)

integralok értéke csak a gorbe jellemz8itdl fiigg, a keresett ismeretleneket nem
tartalmazzak, ezért a test, ill. a belSle az x = x; sikkal kimetszett vonal isme-
retében kiszamithaté allandék. Jeloljiik ezek értékeit C,-vel, akkor

I =chDv9
)
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Ezutin mar csak annak kimutatdsa van hatra, hogy a derivalt fiiggvény
i, j, k, m pontbeli D;, D;, Dy, Dy, értékei kifejezhetdk a kérnyzetben levd pon-
tokhoz tartozé fuggvényértékekkel.

Az F-12. adbra egy test x = const, ¥y — const és z — const sikok metszés-
vonala alkotta halézatat mutatja harom vetiiletével. A (j, k) szakaszt tartalma-
z6 x = x; metszetet vastagabb vonallal emeltiik ki.

Z.

\

\

0 o
F-11. abra

Az x szerinti differencidlhinyados szempontjabél a j és a k pont két
kiillonboz6 esetet képvisel. A j pont az x = x; sikon kiviil a z = z; sikon is
rajta van, ezért a j pontbeli differencidlhanyadost a z = z; sikbeli pontokhoz
tartozé o értékek segitségével fejezziik ki. Ez a 2 = z; metszet lathaté az F-13.
abran. E sikmetszetbeli il, i2, i3, i4, pontokhoz tartozé fiiggvényértékek
segitségével felirhaté az Lg’)(y) Lagrange-polinom, melynek az y — y;-hez
tartozé MS;’) értéke eldallithaté a o, (v = 1, 2, 3, 4) értékek linearis kombina-
ciéjaként. Ugyanis

4
Ly = 3o, L),

ahol L{)(y) a p-edik alappolinom, melynek y = y;-hez tartozé H,;, értéke
elore kiszamithaté allandé, ezért

4
L§f’)(yj) = pé'l Hijp Oip = U(xiv}’j) .

(A ~ jellel a kozelitd jellegre kivantuk felhivni a figyelmet). A ¢ fiiggvénynek
az y = y; metszete mar csak x fiiggvénye, melyet ugyancsak Lagrange-
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polinommal kéozelitiink. A feltétel az hogy az (x;, y;) pontokban a o(x;, ¥i)s
Jj-ben pedig az o; értéket vegye fel. Ez a polinom

3
Lo(x) = 3 LEn(x) 5(x,, y,) + L§#(x) 0,
q=1

derivaltja pedig

d 37 d d
S Lo (x) = 3 6(x, y;) — L (x) + o, —— LE(x).
T () qé: ( q}’;) W (x) 1 e ()
A
d
_L(zhyl) x
dx ° )

fiiggvénynek az x = x; helyen felvett értéke a halézathél szamithaté K,

Az

WO
e

e

— (/)
it s
P S
l:
F-12. dbra
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allandé, tehat

3
K,o(xp y;) + K,y 0.
q=1

d
D. = ] — L&y oL
: [ dx (x)]x=n

Végiil pedig a o(x, ¥;) értékét is a felvett pontokhoz tartozé értékekkel kife-
jezve

D;=

Mo

4
qu§1 Hj, 00+ Ky 0;

I
-

q

adédik. Mivel pedig K, és H,;, értékei a halézatbél szamithaté allandok,
az utolsé kifejezés azt jelenti, hogy a j pontbeli D; differencidlhanyados kozelitd

9

V7R 7 A | /
27 |22 23/24 /

31 |32 33/

L)
RS e L~
.——”“‘/
VX
F-13. dbra

értéke felirhat6 a j pont kornyzetében levé csomépontokhoz tartozé fiiggvény-
értékek linearis kombinaciéjaként.

Hasonlé médon hatarozhatjuk meg a k jeldi pontban is az x szerinti
differencialhanyados értékét azzal a kiilonbséggel, hogy akkor nem a z = z;
sikban levé csomépontokhoz tartozé értékekkel dolgozunk (hiszen a k jeld
ponton kiviil ilyen csomépont altalaban nincs is), hanem az y = y; sikban

levékkel.
Az elmondottak természetesen D;-re és Dp,-re is érvényesek, tehat a teljes

J B9 ser g,
dx
(4, %)
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felirhaté a kornyezetbeli csomépontokhoz tartozé fiiggvényértékek linearis
kifejezéseként.

A gorbe érintgje, ill. normalisa iranyaban vett derivaltakat az ismert
moédon, a

dc 9o (o) IR
— = — cos(t, —_ t,vy),
o oy P60} oA (6)
d¢ 9o g -
— = —— cos (n, — sin (n,
P (n,y) + 3 (n,y)

képletek alapjan fejezziik ki az y és z szerinti derivaltakkal, ahol t a gorbe
érintGje, n pedig a normalisa.

Tekintettel arra, hogy a kozelitéshez ezeknek a derivaltaknak csak bizo-
nyos pontokban felvett értékeire van sziikségiink (a példaként felvett és az
F-11. abran lathaté esetben az i, j, k, m pontokban), egy-egy pontra vonatkozé
értéknél a szogek és igy szogfiiggvényeik is adott allandok, tehat a tovabbi
vizsgalatot csak az y és z szerinti derivaltakra kell végezni.

A j pontban a z szerinti derivalt az F-14/a., a k pontban pedig az y
szerinti derivalt az F-14/b. abra ponttal jelslt helyeihez tartozé fiiggvényérté-
kekkel fejezhetd ki a kereszttel jelolt helyek kozvetitésével. A szamitas menete
és annak bizonyitasa, hogy az integril a jelolt pontokhoz tartozé fiiggvényérté-
kekkel kifejezhetd, megegyezik az x szerinti derivaltnal alkalmazottal.

a)
\\ \\ b)

o
\\\ \\
\ ; ¢ X 3 \

X
L
)
!

F-14. dbra
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Triaxial Stress- Analysis with the Aid of the Continuum Sub-space Approach. An approach
to the triaxial stress-analysis is presented by which the equilibrium equations are directly
related to the elements of finite sizes and the contionuity conditions to the uniaxial sub-space
of the triaxial continuum, to the network formed by the intersection lines of the subdividing
surfaces. The numerical solution by approaching the functions describing the stresses by poly-
noms leads to a set of linear equations whose coefficients are obtained from definite integrals.
In case of uniform subdivision, for writing down these integrals, operators of overall validity
may be applied, therefore, these is no need to carry out the actual integration.

Dreidimensionale Spannungsanalyse mit Hilfe des Kontinuum Unterraums. Eine Methode
der dreidimensionalen Spannungsanalyse wird beschrieben, mit deren Hilfe die Gleichgewichts-
gleichungen unmittelbar auf die Elemente von endlichen Dimensionen und die Kontinuitits-
bedingungen auf den eindimensionalen Unterraum des dreidimensionalen Kontinuums auf
das Netz der Schnittlinien der Verteilungsflichen aufgetragen werden kénnen. Durch Néiherung
der die Spannungen beschreibenden Funktionen mit Hilfe der Polynome erhilt man ein System
von linearen Gleichungen, deren Koeffizienten sich aus bestimmten Integralen ergeben. Bei
einer gleichméBigen Aufteilung konnen fiir deren Aufzeichnung Operatoren von allgemeiner
Giiltigkeit angewendet werden, weshalb man in solchen Fillen die konkreten Integrationen
nicht durchfithren muB.
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