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A dolgozat a háromdimenziós feszültség-analízisnek egy olyan módszerét ismer-
teti, amely az egyensúlyi egyenleteket közvetlenül a véges méretű elemekre, a folyto-
nossági feltételeket pedig a háromdimenziós kontinuum egydimenziós alterére, a fel-
osztó felületek metszésvonalaként adódó hálózatra írja fel. A feszültségeket leíró 
függvényeket polinomokkal közelítve, a numerikus megoldás lineáris egyenletrendszerre 
vezet, amelynek együtthatói határozott integrálokból adódnak. Egyenletes osztás 
esetében ezek felírására általános érvényű operátorok alkalmazhatók, ezért ilyenkor 
az integrálok konkrét elvégzésére sincs szükség. 

1. B e v e z e t é s 

A f e s z ü l t s é g e k s z á m í t á s á n a k k l a s s z i k u s m ó d s z e r e a d i f f e r e n c i á l i s m é r e t ű 

t é r f o g a t e l e m e k r e f e l í r t e g y e n s ú l y i é s f o l y t o n o s s á g i e g y e n l e t e k s e g í t s é g é v e l n y e r t 

d i f f e r e n c i á l e g y e n l e t e k f e l í r á s á t é s m e g o l d á s á t j e l e n t i . M i n t h o g y a f e l a d a t n a k 

a z a d o t t p e r e m f e l t é t e l e k e t k i e l é g í t ő m e g o l d á s a az á l t a l á n o s e s e t r e v o n a t k o z ó -

l a g n e m a d h a t ó m e g z á r t a l a k b a n , k e v é s k i v é t e l t ő l e l t e k i n t v e m e g e l é g s z ü n k 

v a l a m i l y e n n u m e r i k u s m ó d s z e r s z o l g á l t a t t a k ö z e l í t ő e r e d m é n n y e l . R é g e b b e n 

e l s ő s o r b a n a v é g e s d i f f e r e n c i á k m ó d s z e r é t , v a g y a f ü g g v é n y s o r r a l t ö r t é n ő 

m e g o l d á s n a k a z t a z e s e t é t e m l í t e t t é k a m e g o l d á s e l v i l e h e t ő s é g e k é n t , a m e l y a 

f ü g g v é n y s o r n a k c s u p á n a z e l ső v a g y e l s ő n é h á n y t a g j á t v e t t e f i g y e l e m b e . 

A m e g o l d á s f o n á k s á g a k ü l ö n ö s e n a v é g e s d i f f e r e n c i á k m ó d s z e r é n é l s z e m b e t ű n ő , 

a h o l a k ö z v e t l e n f e l í r á s h e l y e t t l é n y e g é b e n a z i n f i n i t e z i m á l i s a n k i c s i n y e le -

m e k r e é r v é n y e s ö s s z e f ü g g é s e k b ő l k ö v e t k e z t e t n e k v i s s z a a v é g e s m é r e t e k r e 

v o n a t k o z ó ö s s z e f ü g g é s e k r e . 

N a g y k a p a c i t á s ú é s g y o r s m ű k ö d é s ű s z á m o l ó g é p e k a z o n b a n a d i f f e r e n -

c i á l e g y e n l e t e k f e l í r á s a k o r a l k a l m a z o t t e l v e k k ö z v e t l e n f e l h a s z n á l á s á t i s l e h e -

t ő v é t e s z i k . L e h e t ő s é g v a n r á , h o g y a z e g y e n s ú l y i f e l t é t e l e k e t m a g u k r a a 

f e l ü l e t e k v a l a m i l y e n a d o t t r e n d s z e r e á l t a l k i m e t s z e t t v é g e s n a g y s á g ú t é r f o g a t -

e l e m e k r e , a f o l y t o n o s s á g i e g y e n l e t e k e t p e d i g a t é r f o g a t e l e m e k é l e i á l t a l k é p -
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v i s e l t , c s u p á n e g y d i m e n z i ó s e l e m e k b ő l á l ló h á l ó z a t r a , a k o n t i n u u m a l t e r é r e 
í r j u k fe l . E z u t ó b b i ú j g o n d o l a t j e l e n t i a z i s m e r t e t e n d ő m ó d s z e r a l a p v e t ő 
s a j á t o s s á g á t . 

A f e s z ü l t s é g e k e t l e í r ó f ü g g v é n y e k e t p o l i n o m o k k a l k ö z e l í t j ü k . E z e k k e l a 
p o l i n o m o k k a l s z e m b e n a z t a z i g é n y t t á m a s z t j u k , h o g y v é g e s s z á m ú e l ő í r t 
p o n t b a n e g y e z z e n e k m e g a k ö z e l í t e n d ő f ü g g v é n n y e l . A s z á m í t á s k ö z v e t l e n 
c é l j a a f e s z ü l t s é g e k e t l e í r ó f ü g g v é n y e k e l ő b b e m l í t e t t v é g e s s z á m ú p o n t j á h o z 
t a r t o z ó k ö z e l í t ő é r t é k é n e k a m e g h a t á r o z á s a . A f ü g g v é n y e k i l y e n k ö z e l í t é s e k o r 
a z e g y e n s ú l y i é s f o l y t o n o s s á g i f e l t é t e l e k o l y a n l i n e á r i s e g y e n l e t e k a l a k j á b a n 
í r h a t ó k f e l , a m e l y e k ö s s z e s s é g e s z o l g á l t a t j a a z t a l i n e á r i s e g y e n l e t r e n d s z e r t , 
a m e l y b ő l a z t á n a f e s z ü l t s é g e k n e k a k i v á l a s z t o t t p o n t o k h o z t a r t o z ó é r t é k e i 
k i s z á m í t h a t ó k . A t o v á b b i a k b a n e z t az a l a p e l v é b e n n a g y o n e g y s z e r ű m ó d s z e r t 
f o g j u k i s m e r t e t n i , e l ő r e b o c s á t v a , h o g y k ö z e l í t ő j e l l e g e e g y e d ü l a f ü g g v é n y e k 
p o l i n o m o k k a l v a l ó k ö z e l í t é s é b ő l a d ó d i k . E l ő n y e i r ö v i d e n a k ö v e t k e z ő k b e n 
f o g l a l h a t ó k ö s s z e : 

a ) a m ó d s z e r a t e s t , i l l e t v e az ő t h a t á r o l ó f e l ü l e t g e o m e t r i á j á b a n n e m 
i g é n y e l k ö z e l í t é s t ; 

b) a f o l y t o n o s s á g i e g y e n l e t e k e t az e g y d i m e n z i ó s h á l ó z a t r a ke l l f e l í r n i ; 
c ) a l i n e á r i s e g y e n l e t r e n d s z e r e g y ü t t h a t ó i t h a t á r o z o t t i n t e g r á l o k s z o l -

g á l t a t j á k , a m i a m e g o l d á s s t a b i l i t á s á t f o k o z z a . 

2 . A m ó d s z e r l e í r á s a 

A v i z s g á l a n d ó t e s t e t f e l ü l e t e k k e l r é s z e k r e b o n t j u k . A t e s t b e n é b r e d ő 
f e s z ü l t s é g e k e t e f e l ü l e t e k m e n t é n k í v á n j u k m e g h a t á r o z n i . A t e s t n e k e g y - e g y 
e l e m i r é s z e a f e l ü l e t é n h a t ó f e s z ü l t s é g e k és a r á h a t ó t ö m e g e r ő k h a t á s á r a e g y e n -
s ú l y b a n v a n . E g y e n s ú l y e s e t é b e n a z e r ő k h á r o m , n e m e g y s í k b a e ső e g y e n e s r e 
v o n a t k o z ó v e t ü l e t e i n e k a z ö s s z e g e , v a l a m i n t a n y o m a t é k v e k t o r o k h á r o m n e m 
e g y s í k b a e s ő v e k t o r r a l p á r h u z a m o s ö s s z e t e v ő i n e k ö s s z e g e k ü l ö n - k ü l ö n z é r u s . 
E g y - e g y t é r f o g a t e l e m r e v o n a t k o z ó e g y e n s ú l y i f e l t é t e l t e h á t a z á l t a l á n o s e s e t b e n 
6 e g y e n l e t e t j e l e n t . 

Az í g y k i m e t s z e t t e l e m e k a f e l ü l e t ü k ö n h a t ó és a b e l s e j ü k b e n é b r e d ő 
f e s z ü l t s é g e k h a t á s á r a ú g y d e f o r m á l ó d n a k , h o g y a d e f o r m á c i ó u t á n is h é z a g -
m e n t e s e n c s a t l a k o z n a k e g y m á s h o z . E z t a z a l a k v á l t o z á s r a v o n a t k o z ó f e l t é t e l t 
n e v e z z ü k f o l y t o n o s s á g i f e l t é t e l n e k . E z a m i n d e n e g y e s t é r f o g a t e l e m r e , s ő t 
a n n a k m i n d e n f e l ü l e t d a r a b j á r a n é z v e f o l y t o n o s k a p c s o l a t v é g t e l e n s o k f e l -
t é t e l t j e l e n t , e z é r t a h i á n y t a l a n k i e l é g í t é s é r e v a l ó t ö r e k v é s e g y e t j e l e n t e n e a 
k a p c s o l a t o t l e í r ó p a r c i á l i s d i f f e r e n c i á l e g y e n l e t e g z a k t m e g o l d á s á v a l , a m i a z 
á l t a l á n o s e s e t b e n k e r e s z t ü l v i h e t e t l e n . 

A z i s m e r t é s a z á l t a l á b a n a l k a l m a z o t t n u m e r i k u s m ó d s z e r e k az e l e m e k 
k i v á l a s z t o t t p o n t j a i n a k e g y m á s h o z v a l ó i l l e s z t é s é v e l k ö z e l í t i k a f o l y t o n o s s á g i 
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f e l t é t e l e k e t . E z a k ö z e l í t é s a f o l y t o n o s s á g o t a k o n t i n u u m 0 d i m e n z i ó s a l t e r é r e , 
a k i j e l ö l t p o n t o k r a k o r l á t o z z a . E z z e l s z e m b e n a m o s t i s m e r t e t e n d ő e l j á r á s a 
f o l y t o n o s s á g i f e l t é t e l e k e t az e g y d i m e n z i ó s a l t é r r e , a h á l ó z a t r a í r j a elő. I t t a 
d i m e n z i ó c s ö k k e n é s m á r c s a k k e t t ő , t e h á t a k ö z e l í t é s egy d i m e n z i ó v a l m a g a -
s a b b r e n d b e n t ö r t é n i k . 

U g y a n a k k o r a m ó d s z e r m i n d e l v é b e n , m i n d p e d i g g y a k o r l a t i k i v i t e l é b e n 
e g y s z e r ű , m e r t a z a l a k v á l t o z á s t a l e g e g y s z e r ű b b e l e m r e , a s z e m l é l e t e s s é g 
é r d e k é b e n r ú d n a k n e v e z h e t ő , v a l ó j á b a n a z o n b a n a g e o m e t r i a i é r t e l e m b e n 
v e t t v o n a l r a v o n a t k o z ó l a g k e l l f e l í r n i . A r ú d e l n e v e z é s h a s z n á l a t á t az i n d o -
k o l j a , h o g y az a l a k v á l t o z á s s z á m í t á s a s o r á n a v a l ó d i r u d a t is e g y d i m e n z i ó s 
k o n t i n u u m k é n t k e z e l j ü k . 

A z i s m e r t e t e n d ő m ó d s z e r a z e l m o z d u l á s o k e g y e z é s é t v o n a l a k , a z a z a z 
e l e m e k k ö z ö s é le i m e n t é n í r j a e lő . A közös c s o m ó p o n t b a c s a t l a k o z ó v o n a l a k 
v é g p o n t j a i r a n é z v e n e m c s a k a z a z o n o s e l t o l ó d á s t , h a n e m az é r i n t ő k m e g f e l e l ő 
v i s z o n y á t is m e g k ö v e t e l i . 

F e l a d a t u n k a z o n b a n a f e s z ü l t s é g e k m e g h a t á r o z á s a . M i v e l a z o k e lo sz l á -
s á t n e m i s m e r j ü k , h e l y e t t e c s u p á n a d o t t p o n t b e l i k ö z e l í t ő é r t é k e i n e k a m e g h a -
t á r o z á s á r a t ö r e k s z ü n k . E z e k n e k a p o n t b e l i é r t é k e k n e k a s e g í t s é g é v e l a f e s z ü l t -
s é g e k e t l e í ró f ü g g v é n y e k e t p o l i n o m o k k a l k ö z e l í t j ü k , és a v o n a l a k a l a k v á l t o z á -
s á t e z e k k e l f e j e z z ü k k i . 

A t e s t e t e l e m e k r e o s z t ó f e l ü l e t e k m e t s z é s v o n a l a i egy t é r b e l i h á l ó z a t o t 
a l k o t n a k . E n n e k a h á l ó z a t n a k a v o n a l a i a t e s t r e h a t ó k ü l s ő e r ő k o k o z t a 
a l a k v á l t o z á s u t á n is ú g y c s a t l a k o z n a k e g y m á s h o z , h o g y a k ö z ö s p o n t o k 
k ö z ö s p o n t o k m a r a d n a k , és e z e k b e n az é r i n t ő k h a j l á s s z ö g e is c s a k a c s o m ó -
p o n t b e l i f e s z ü l t s é g e k k e l k i f e j e z h e t ő kis m é r t é k b e n v á l t o z i k m e g . A k ö z ö s 
c s o m ó p o n t b a c s a t l a k o z ó r ú d v é g e k e l t o l ó d á s á n a k e g y e n l ő s é g é t é s a h o z z á j u k 
r e n d e l t t e n g e l y k e r e s z t e k e l f o r d u l á s á n a k e l ő í r t ( a f e s z ü l t s é g e k b ő l s z á m í -
t o t t , i l l . a z o k k a l k i f e j e z e t t ) k ü l ö n b s é g é t k i f e j e z ő e g y e n l e t e k a f o l y t o n o s s á g i 
e g y e n l e t e k . 

E g y - e g y v o n a l s z a k a s z k é t v é g p o n t j á n a k r e l a t í v e l m o z d u l á s a a t e s t b e n 
é b r e d ő f e s z ü l t s é g e k b ő l s z á m í t h a t ó , ill. k ö z e l í t ő é r t é k e a f e s z ü l t s é g e k a d o t t 
é r t é k e i v e l k i f e j e z h e t ő . 

A z e l e m e k r e o s z t á s t m e g v a l ó s í t ó f e l ü l e t e k a l a k j á n a k e l v i j e l e n t ő s é g e 
n i n c s . A z e l e m e k a l a k j a és a m e t s z é s v o n a l k é n t a d ó d ó h á l ó z a t t e t s z ő l e g e s l e h e t , 
m i n t a z p l . az 1. á b r á n is l á t h a t ó . A s z á m í t á s v é g r e h a j t á s a s z e m p o n t j á b ó l 
a z o n b a n m i n d m e n n y i s é g i , m i n d p e d i g m i n ő s é g i t e k i n t e t b e n j e l e n t ő s k i h a t á s a 
v a n a f e l o s z t á s m e g f e l e l ő m e g v á l a s z t á s á n a k . 

A l e g e g y s z e r ű b b n e k a k o o r d i n á t a s í k o k k a l p á r h u z a m o s s í k o k k a l t ö r t é n ő 
f e l o s z t á s m o n d h a t ó , m i d ő n a s í k o k e g y m á s t ó l v a l ó t á v o l s á g a e g y e n l ő . Spec i á l i s 
e s e t b e n p l . f o r g á s t e s t e k v i z s g á l a t a k o r — e l ő f o r d u l h a t u g y a n , h o g y m á s 
f e l o s z t á s e l ő n y ö s e b b , a m ó d s z e r e l s ő b e m u t a t á s á t m é g i s a r r a a z e s e t r e k o r l á -
t o z z u k , m i d ő n az e l e m e k r e b o n t á s t v é g z ő f e l ü l e t e k p á r h u z a m o s , i l l . e g y m á s r a 
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m e r ő l e g e s s í k o k és a p á r h u z a m o s s í k o k e g y m á s t ó l e g y e n l ő t á v o l s á g b a n v a n n a k 
(2 . á b r a ) . A m á s e s e t r e v o n a t k o z ó ö s s z e f ü g g é s e k h a s o n l ó m ó d o n v e z e t -
h e t ő k l e . 

A v i z s g á l a n d ó e s e t b e n az e l e m e k t é g l a t e s t e k , i l l . t é g l a t e s t e k b ő l a t e s t 
h a t á r o l ó f e l ü l e t e á l t a l l e m e t s z e t t r é s z e k ( 3 . á b r a ) , a h á l ó z a t v o n a l a i p e d i g e g y e -
n e s e k , i l l . s í k g ö r b é k . 

I s m e r e t l e n e k n e k a f e s z ü l t s é g e k c s o m ó p o n t o k h o z t a r t o z ó é r t é k e i t t e k i n t -
j ü k . E z c s o m ó p o n t o n k é n t 6 i s m e r e t l e n t j e l e n t , m é g p e d i g a s í k o k r a m e r ő l e g e s 

F-10. á b r a 
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axs Oy é s az n o r m á l f e s z ü l t s é g e k e t és a s í k o k k a l p á r h u z a m o s тху, т х г és ryz 

n y í r ó f e s z ü l t s é g e k e t . 
H a m i n d e n c s o m ó p o n t b a n m i n d a h a t f e s z ü l t s é g e t f e l v e s s z ü k az i s m e -

r e t l e n e k k ö z é , é s m i n d e n l e h e t s é g e s e g y e n s ú l y i é s f o l y t o n o s s á g i e g y e n l e t e t 
f e l í r u n k , a k k o r a z e g y e n l e t e k s z á m a m e g h a l a d j a az i s m e r e t l e n e k s z á m á t . 
A t ú l h a t á r o z o t t e g y e n l e t r e n d s z e r r e l s z e m b e n a z t a f e l t é t e l t í r j u k elő, h o g y 

I I A x — b | | = m i n ! 

l e g y e n . 
A m e n n y i b e n a z e g y e n l e t e k é s az i s m e r e t l e n e k s z á m a e g y e n l ő v é t é t e l é -

n e k a z i g é n y e f e l m e r ü l , ú g y az is b i z t o s í t h a t ó . E n n e k e g y h a s o n l ó e s e t r e v o n a t -

3. ábra 

k o z ó m ó d j a [ 2 ] - b e n m e g t a l á l h a t ó , e z é r t ezze l a p r o b l é m á v a l i t t n e m f o g l a l -
k o z u n k . 

A z e g y e n l e t r e n d s z e r e g y ü t t h a t ó i h a t á r o z o t t i n t e g r á l o k s e g í t s é g é v e l s z á -
m í t h a t ó k . M é g p e d i g a z e g y e n s ú l y i e g y e n l e t e k e g y ü t t h a t ó i k e t t ő s , a f o l y t o n o s -
ság i e g y e n l e t e k e g y ü t t h a t ó i p e d i g e g y s z e r e s i n t e g r á l o k s e g í t s é g é v e l á l l í t h a t ó k 
e lő . M a g a a z a t é n y i s e l ő n y ö s n e k m o n d h a t ó , h o g y a z e g y ü t t h a t ó k h a t á r o z o t t 
i n t e g r á l o k é r t é k e i , m e r t ez m á s m ű v e l e t e k k e l p l . a d i f f e r e n c i á l á s s a l s z e m b e n 
a h i b á k h a t á s á t é s t e r j e d é s é t c s ö k k e n t i . U g y a n a k k o r s z á m í t á s t e c h n i k a i e lő -
n y ö k is j e l e n t k e z n e k . A s í k g ö r b é r e v o n a t k o z ó i n t e g r á l o k s z á m í t á s a á l t a l á n o s 
e s e t b e n s e m o k o z p r o b l é m á t , m é g i s é r d e m e s i t t k ü l ö n is r á m u t a t n i a r r a a f e l -
o s z t á s b ó l k ö v e t k e z ő s a j á t s á g r a , h o g y a n u m e r i k u s m e g o l d á s h o z a t e s t b e l s e j é -
b e n l e v ő e l e m e k r e v o n a t k o z ó l a g m i n d az e g y s z e r e s , m i n d p e d i g a k e t t ő s i n t e g -
r á l o k r a á l t a l á n o s é r v é n n y e l b í r ó k é p l e t e k v e z e t h e t ő k le , m e l y e k a d i f f e r e n c i a -
m ó d s z e r o p e r á t o r a i v a l m u t a t n a k a l a k i h a s o n l ó s á g o t . A z i n t e g r á l o k e s e t e n k é n t i 
k o n k r é t k i s z á m í t á s á r a t e h á t c s u p á n a t e s t e t h a t á r o l ó f e l ü l e t m e n t é n v a n 
s z ü k s é g . 
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3 . E g y e n s ú l y i e g y e n l e t e k 

E g y e l e m a k k o r v a n e g y e n s ú l y b a n , h a a f e l ü l e t é r e h a t ó e r ő k ( a m e t s z e t -
e r ő k e t k é p v i s e l ő f e s z ü l t s é g e k és f e l ü l e t i e r ő k ) , v a l a m i n t a t ö m e g e r ő k x, y és z 
t e n g e l l y e l p á r h u z a m o s ö s s z e t e v ő j e , t o v á b b á e z e k r e a t e n g e l y e k r e v o n a t k o z ó 
n y o m a t é k a z é r u s . E z e l e m e n k é n t h á r o m e rő - és h á r o m n y o m a t é k - e g y e n s ú l y i 
e g y e n l e t e t , ö s s z e s e n t e h á t 6 e g y e n l e t e t j e l e n t . 

M i v e l a z o s z t ó s í k o k a t a k o o r d i n á t a s í k o k k a l p á r h u z a m o s a n v e t t ü k fe l , 
e g y - e g y m e t s z e t f e l ü l e t e n c s u p á n 3 i s m e r e t l e n f e s z ü l t s é g h a t , a t ö b b i z é r u s . 
A t e s t f e l ü l e t é n h a t ó k ü l s ő t e r h e l é s t ( i d e t a r t o z n a k a r e a k c i ó e r ő k i s ) a k o o r d i -
n á t a t e n g e l y e k k e l p á r h u z a m o s ö s s z e t e v ő k r e b o n t v a c é l s z e r ű m e g a d n i . 

A z e g y e n s ú l y i e g y e n l e t e k f e l í r á s a a z e l e m e k f e l ü l e t é r e v o n a t k o z ó i n t e g r á -
l o k k i s z á m í t á s á t t e s z i s z ü k s é g e s s é . E l m é l e t i l e g a p r o b l é m a ezze l m e g o l d o t t n a k 
i s t e k i n t h e t ő , a s z á m í t á s t e c h n i k a i s z e m p o n t o k s z e m e l ő t t t a r t á s a a z o n b a n 
r é s z l e t e s e b b k i f e j t é s t i g é n y e l . 

A z e l e m e k e t h a t á r o l ó f e l ü l e t r é s z e k h á r o m f ő t í p u s b a s o r o l h a t ó k . 

A f e l ü l e t e l e m t é g l a l a p a l a k ú , s ő t a s í k j á b a n l e v ő s z o m s z é d o s e l e m e k is 
e g y b e v á g ó t é g l a l a p o k ( 4 . á b r a ) . M i n t e m l í t e t t ü k , a f e s z ü l t s é g e k e t e g y - e g y 
v o n a l m e n t é n p o l i n o m o k k a l k ö z e l í t j ü k , é s m a g á t a f ü g g v é n y t , s ő t a v o n a t k o z ó 
i n t e g r á l o k a t is a k i v á l a s z t o t t p o n t o k h o z t a r t o z ó f ü g g v é n y é r t é k e k k e l f e j e z z ü k 

3.1. Az elemek első típusa 

1 2 

a 

3 5 S 

У 

а 

7 b 8 9 b Ю 

a 

11 b 12 
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k i . E z u t ó b b i a z o n b a n c s a k ú g y l e h e t s é g e s , h a n e m c s u p á n a z e g y e s v o n a l m e n t i , 
h a n e m a t e l j e s t a r t o m á n y r a v o n a t k o z ó — i m m á r k é t v á l t o z ó s — f ü g g v é n y t is 
p o l i n o m m a l k ö z e l í t j ü k . H a a p o l i n o m a l a k j á t m e g a d j u k , e g y ü t t h a t ó i t a z a d o t t 
p o n t b e l i f ü g g v é n y é r t é k k e l e g y é r t e l m ű e n k i f e j e z h e t j ü k . 

P é l d á u l a 4 . á b r á n l á t h a t ó f e l v é t e l m e l l e t t az 1, 2 , . . ., 12 s z á m o k k a l j e l -
z e t t c s o m ó p o n t o k h o z t a r t o z ó é r t é k e k s e g í t s é g é v e l m e g a d h a t ó e g y o l y a n k é t -
v á l t o z ó s f ü g g v é n y , a m e l y e z e k b e n a p o n t o k b a n é p p e n az a d o t t é r t é k e t 
v e s z i f e l . 

A k o n k r é t m e g o l d á s 12 e g y ü t t h a t ó m e g k e r e s é s é t j e l e n t i . A v á z o l t e s e t -
b e n a k ö v e t k e z ű a l a k ú f ü g g v é n y m o n d h a t ó k e d v e z ő n e k 

f(x,y) = Ax3 + Bx2 + Cx + Dy3 -)- Ey2 + Fy + Gx3y -+ Hxy3 + Jx2y + 

+ Kxy2 + Lxy + M, (1) 

m e r t a k k o r a 12 i s m e r e t l e n t t a r t a l m a z ó e g y e n l e t r e n d s z e r , m e l y b ő l a z A, B, C, 
. . . , M e g y ü t t h a t ó k s z á m í t h a t ó k , f e l b o n t h a t ó o l y a n e g y e n l e t r e n d s z e r e k r e , 
m e l y e k b e n l e g f e l j e b b h á r o m i s m e r e t l e n v a n . K i f e j e z v e az e g y ü t t h a t ó k a t a 
c s o m ó p o n t o k h o z t a r t o z ó f ü g g v é n y é r t é k e k k e l , a k e r e s e t t f ü g g v é n y 

f(x,y) = ~ / i + 3 / 4 - 3 / 8 + / u ^ з / х - 2 / 4 + / , л 2  

J J ' 6 a 3 2 a 2 

, 2 / i 3 / 4 + 6 / 8 - / n Л + 3 / 4 3 / 5 + / „ 
+ 6a + 663 ^ + 

• / з - 2 / 4 + / 5 - 2 / 3 - 3 / , + 6 / 5 - / , 

262 66 J 

, / 1 - / 2 3 / 4 + 3 / 5 + 3 / , - 3 / , ~ / u + / 1 2 
-f- — - — л у -f-

6a 3 6 

, /3 - 3/4 + 3 / 5 - / . - / , + 3 / 8 - 3 / , + / 1 0 

6 a 6 3 ~~ J + 

i + / 2 + 2/4 - 2/ 5 - / , + / , , , 
H — x-y 

2 a 2 6 

, - / 3 + 2/4 - f 5 + / 7 - 2/8 + / , 
2 a 6 2 J 

, 2 / 1 - 2 / ü + 2 / 3 - 3 / 5 + / , - 2 / 7 - 3 / 8 + 6 / , - f 1 0 + / u - / 1 2 + 
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A 4 . á b r á n l á t h a t ó e s e t b e n a z e g y e n s ú l y i e g y e n l e t e k b e n s z e r e p l ő i n t e g r á -

l o k a k ö v e t k e z ő o p e r á t o r o k s e g í t s é g é v e l s z á m í t h a t ó k : 

Я 
c5) 

f ( x , y ) dxdy = 

Я 
(F) 

xf(x, y)dxdy= 

- 1 1 

ab 1 14 1 4 - 1 

4 8 - 1 14 1 4 1 

1 — 1 

- 7 — 7 

a2b — 5 7 1 7 1 - 5 

7 2 0 1 0 1 3 9 1 3 9 - 1 0 

- 8 - 8 

f ( x , y ) ( 3 ) 

f ( x , y ) ( 4 ) 

Я 
(F) 

yf(x,y)dxdy-
ab2 

7 2 0 

- 5 — 1 0 

- 7 7 1 1 3 9 8 

- 7 7 1 1 3 9 8 

- 5 - 10 

f(x,y) (5) 

T e k i n t s ü k a z 5 . á b r á n l á t h a t ó e l e m e t . P é l d á u l a z x t e n g e l l y e l p á r h u z a m o s 

e r ő k e g y e n s ú l y á t a 

f л 

/ F5 / 
r 
4 

t-
3 

j _ 
F2 

b 

/ 
/ 

/ 
/ 

F1 
t-6 

F-10. ábra 
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j j < r x ( a , y , 2 ) dy dz — J J <rx(o,y, 2 ) d y dz + J j ryx(x, b, 2 ) dx dz — 
( F . ) <FS) ( F . ) 

~~ í í M * ' ° > 2 ) d x d z + 1 1 G x ( * , y , c)dxdy — J J r2 X(x, у , o) d x dy + X = 0 , (6 ) 
( F . ) (F S ) (F . ) 

a z я; t e n g e l y r e v o n a t k o z ó n y o m a t é k o k e g y e n s ú l y á t p e d i g a 

— J J 2 T x y ( o , y , 2 ) dy dz + J J y r X 2 ( a , y , 2 ) d y d2 - f fe j J т у 2 ( х , Ь, 2 ) dx dz -
(P I ) ( F , ) ( F . ) 

— J J z < r y ( x , 6 , 2 ) dx dz + J J 2 T x y ( o , y , 2 ) d y dz — J j y r X 2 ( o , y , 2 ) d y dz + 
(F S ) ( F 3 ) (F.) 

+ J J zoy(x, o, z)dxdz 4- [ j yaz(x,y, c) dx dy с f j r ^ x . y , c) dx dy — 
(F . ) ( F , ) (F.) 

— J J уст2(х, y , 0) dx d y + M x = 0 (7) 
(F . ) 

e g y e n l e t f e j e z i k i , a h o l X a t ö m e g e r ő k x t e n g e l l y e l p á r h u z a m o s ö s s z e t e v ő j e , 
Mx p e d i g a t ö m e g e r ő k x t e n g e l y r e v o n a t k o z ó n y o m a t é k a . A z у és 2 t e n g e l y e k -
k e l p á r h u z a m o s e r ő k , v a l a m i n t az у é s 2 t e n g e l y r e v o n a t k o z ó n y o m a t é k o k 
e g y e n s ú l y á t k i f e j e z ő e g y e n l e t e k h a s o n l ó m ó d o n í r h a t ó k f e l . 

A (6) é s (7) k é p l e t e k b e n a k e t t ő s i n t e g r á l o k a t a (3) , ( 4 ) , (5) k é p l e t e k a l a p -
j á n az a d o t t p o n t b e l i f ü g g v é n y é r t é k e k k e l k i f e j e z v e , l á t h a t ó , h o g y az e g y e n -
s ú l y i e g y e n l e t e k a b e l s ő t é g l a t e s t e k r e m e g l e h e t ő s e n e g y s z e r ű e n í r h a t ó k f e l . 

1 2 

3 b 5 6 

7 в т ш . 

t 

ю 

t 

ю 

11 
г х 

12 

F-6. á b r a 
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H a a v i z s g á l a n d ó t e s t m a g a is t é g l a t e s t ( v a g y i l y e n e k b ő l ö s s z e t e t t ) , 
a k k o r a t e l j e s f e l b o n t á s e l v é g e z h e t ő ú g y , h o g y m i n d e n e l e m e g y b e v á g ó l e g y e n . 
E k k o r a f e l ü l e t t e l é r i n t k e z ő e l e m e k m e t s z e t e i r e is l e v e z e t h e t ő k az e l ő z ő k h ö z 
h a s o n l ó k i f e j e z é s e k . A s z é l s ő t é g l a l a p o k r a v o n a t k o z ó k e t t ő s i n t e g r á l o k s z á m í -
t á s á h o z a s z e r e p l ő p o n t o k a t a 6 . á b r á n l á t h a t ó m ó d o n c é l s z e r ű f e l v e n n i . 

3.2. Az elemek második típusa 

B o n y o l u l t a b b a h e l y z e t a z o k n á l a z e l e m e k n é l , m e l y e k h a t á r o l ó f e l ü l e t e i 
k ö z ö t t a v i z s g á l t t e s t e t h a t á r o l ó f e l ü l e t is s z e r e p e l . L é n y e g é b e n ide s o r o l h a t ó k 
a z o k a t é g l a t e s t e k is, a m e l y e k i l y e n e k k e l s z o m s z é d o s a k . E b b e n a r é s z b e n c s a k 
a s í k m e t s z e t e k r e v o n a t k o z ó k e t t ő s i n t e g r á l o k s z á m í t á s á v a l f o g l a l k o z u n k . 

A s z á m í t á s m e n e t é t m e g i n t c s a k e g y e t l e n s í k m e t s z e t r e r é s z l e t e z z ü k . 
I l y e n m e t s z e t e k e t m u t a t a 7 . á b r a . Az a) á b r a k ü l ö n ö s e n h a s o n l í t az e l ő b b t á r -
g y a l t e s e t r e , m é g s e m a z o n o s v e l e , m e r t b á r e l v i l e g u g y a n ú g y j á r u n k e l , m i n t 
e l ő b b , az f ( x , y ) f ü g g v é n y t e s e t e n k é n t ú j r a é s ú j r a fe l k e l l í r n i , az e g y ü t t h a t ó k 
é r t é k é t k i k e l l s z á m í t a n i , m e r t a z i n t e g r á l o k é r t é k é t az e g y ü t t h a t ó k o n k e r e s z -
t ü l a 2, 6 é s 1 0 j e l ű p o n t o k k o o r d i n á t á i i s b e f o l y á s o l j á k . T e k i n t e t t e l a z o n b a n 
a r r a , h o g y e z e k a d o t t a k , a z i n t e g r á l o k é r t é k e i n e k a k i f e j e z é s é b e n c s a k a c s o -
m ó p o n t o k h o z t a r t o z ó f e s z ü l t s é g e k s z e r e p e l n e k i s m e r e t l e n k é n t . A k ü l ö n b s é g 
a z a) e s e t h e z v i s z o n y í t v a c s u p á n a n n y i , h o g y a m í g az e g y e n l e t e s o s z t á s e s e -
t é r e az o p e r á t o r o k á l t a l á n o s é r v é n n y e l a d o t t a k , ill . m a g a s a b b f o k ú p o l i n o m m a l 
v a l ó k ö z e l í t é s e s e t é r e is h a s o n l ó k é p p e n m e g a d h a t ó k , a d d i g m á s e s e t e k r e a z 
o p e r á t o r o k e l e m e i t m i n d e n e g y e s f e l ü l e t - i l l . v o n a l e l e m r e k i ke l l s z á m í t a n i . 
N e h é z s é g e t a z o n b a n ez s e m j e l e n t , m e r t e z e k s z á m í t á s a i s a u t o m a t i z á l h a t ó . 
A z a) á b r á n a k m e g f e l e l ő e s e t e k b e n a z o n b a n a z i n t e g r á l á s i h a t á r o k é p p e n o l y a n 
e g y s z e r ű e k , a z a z á l l a n d ó k , m i n t az e lőző t í p u s e s e t é b e n . A b b a n a t e k i n t e t b e n , 
h o g y az (1) a l a k ú f(x,y) f ü g g v é n y e g y ü t t h a t ó i t e s e t e n k é n t k i ke l l s z á m í t a n i , 
a 7. á b r á n v á z o l t p é l d á k m i n d m e g e g y e z n e k . E z é r t is f o g l a l h a t ó k ö s s z e e g y 
c s o p o r t b a . 

A b) é s c) v á l t o z a t c s a k a n n y i b a n k ü l ö n b ö z i k о / - t ó i , h o g y o t t az i n t e g r á -
l á s i t a r t o m á n y n e m t é g l a l a p . A 7. á b r á k o n a m e l l é j ü k í r t s z á m o k k a l a s z á m í -
t á s b a b e v o n t p o n t o k n a k e g y - e g y c é l s z e r ű f e l v é t e l é t m u t a t j u k b e . 

3.3. Az elemek harmadik típusa 

Az e g y e n s ú l y i e g y e n l e t e k b e n s z e r e p l ő k e t t ő s i n t e g r á l o k h a r m a d i k c s o -
p o r t j á t az e l e m e k f e l ü l e t é n e k a z o n r é s z é r e v o n a t k o z ó i n t e g r á l o k j e l e n t i k , a m e l y 
f e l ü l e t r é s z e g y ú t t a l a v i z s g á l t t e s t f e l ü l e t é n e k i s r é sze . E z a z e l ő z ő k é t t í p u s t ó l 
l é n y e g e s e n k ü l ö n b ö z i k , m e r t e f e l ü l e t r é s z e k á l t a l á b a n n e m s í k i d o m o k , é s m i d ő n 
a f e l ü l e t i f e s z ü l t s é g e k a d o t t a k , e z e k az i n t e g r á l o k e l m é l e t i l e g p o n t o s a n s z á -
m í t h a t ó k . 
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4 . F o l y t o n o s s á g i e g y e n l e t e k 

A f o l y t o n o s s á g i f e l t é t e l e k e t a f e l o s z t á s h o z (az e l e m e k r e b o n t á s h o z ) 
h a s z n á l t s í k o k m e t s z é s v o n a l a i r a m i n t t é r b e l i k e r e t r e í r j u k f e l . E z e k a v o n a l a k 
a f e s z ü l t s é g e k h a t á s á r a d e f o r m á l ó d n a k , f o l y t o n o s s á g u k a z o n b a n v á l t o z a t l a n u l 
f e n n m a r a d . A k ö z ö s c s o m ó p o n t b a c s a t l a k o z ó v o n a l a k a d e f o r m á c i ó u t á n is 
k ö z ö s c s o m ó p o n t b a n c s a t l a k o z n a k , a z a z e g y - e g y c s o m ó p o n t h o z c s a t l a k o z ó 
v o n a l a k e v é g p o n t j á n a k a z e l t o l ó d á s a e g y e n l ő . 

E g y k i c s i t b o n y o l u l t a b b a h e l y z e t a t e n g e l y k e r e s z t e k e l f o r d u l á s á v a l . 
R u d a k s a r o k m e r e v k a p c s o l a t a e s e t é b e n a t e n g e l y v o n a l a k c s o m ó p o n t -

b e l i é r i n t ő i á l t a l b e z á r t s z ö g a s z e r k e z e t d e f o r m á c i ó j a k ö z b e n is v á l t o z a t l a n 
m a r a d . J e l e n v i z s g á l a t a i n k s o r á n a z o n b a n n e m i l y e n v a l ó d i , k ü l ö n s z e r k e z e t i 
e l e m k é n t j e l e n t k e z ő r u d a k k a l v a n d o l g u n k , m e l y e k n e k k e r e s z t m e t s z e t e 
t o v á b b b o n t h a t ó e l e m i r é s z e k r e , h a n e m m á r m a g a a k e r e s z t m e t s z e t a t o v á b b 
o s z t h a t a t l a n e l e m i m e t s z e t . M i v e l p e d i g a n y í r ó f e s z ü l t s é g o k o z t a d e f o r m á c i ó t 
s e m h a n y a g o l j u k e l , az a l a k v á l t o z á s s z á m í t á s á n á l a v o n a l a k c s a t l a k o z á s á n á l 
l é t r e j ö v ő s z ö g v á l t o z á s t is f i g y e l e m b e v e s s z ü k . 

S z e m l é l e t e s e n ú g y is m o n d h a t j u k , h o g y a m í g k é t v a l ó d i r ú d s a r o k m e r e v 
k a p c s o l a t a e s e t é n t e n g e l y v o n a l a i k é r i n t ő i n e k h a j l á s s z ö g e a d e f o r m á c i ó s o r á n 
v á l t o z a t l a n m a r a d , a d d i g e g y t e s t f e l ü l e t é n és b e l s e j é b e n f e l v e t t h á l ó z a t 
c s o m ó p o n t b e l i é r i n t ő i á l t a l b e z á r t s z ö g e k a n y í r ó f e s z ü l t s é g o k o z t a a l a k v á l t o -
z á s k ö v e t k e z t é b e n k i s m é r t é k b e n m e g v á l t o z h a t n a k . 

A t o v á b b i a k b a n t e h á t n e m a z t m o n d j u k , h o g y a k ö z ö s c s o m ó p o n t b a n 
c s a t l a k o z ó v o n a l a k á l t a l b e z á r t s z ö g e k v á l t o z a t l a n o k m a r a d n a k , h a n e m a z t , 
h o g y a k ö z ö t t ü k l é t r e j ö v ő s z ö g t o r z u l á s a c s o m ó p o n t b e l i f e s z ü l t s é g e k k e l k i -
f e j e z h e t ő . 

H a a v o n a l a k e g y m á s r a m e r ő l e g e s e k (8 . á b r a ) , a k k o r a s z ö g t o r z u l á s 
e g y e d ü l a n y í r ó f e s z ü l t s é g g e l k i f e j e z h e t ő . F e l t é t e l e z é s s z e r i n t a f e s z ü l t s é g e k 
f o l y t o n o s f ü g g v é n y e k , t e h á t a k ö z ö s é r i n t ő v e l c s a t l a k o z ó v o n a l a k k ö z ö t t n i n c s 
s z ö g t o r z u l á s , a z a z a d e f o r m á l ó d á s u t á n i s k ö z ö s lesz a z é r i n t ő j ü k . í g y p l . a 
8 . á b r a C l é s C 3 t e n g e l y v o n a l a i n a k С p o n t b e l i v é g p o n t j á h o z t a r t o z ó é r i n t ő k 
a z o n o s a k a z a l a k v á l t o z á s u t á n i s . V i s z o n t а С c s o m ó p o n t h o z c s a t l a k o z ó C l , C 2 , 
С 5 v o n a l a k С p o n t b e l i é r i n t ő i k ö z ö t t m á r l é t r e j ö h e t s z ö g t o r z u l á s . E z e k é r t é k e i : 

1 
C l e s C2 k ö z ö t t i x y , 

1 
C l é s C 5 k ö z ö t t — т х г , 

1 
C 2 e s C 5 k ö z ö t t f y 2 , 
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A t e s t e t h a t á r o l ó f e l ü l e t m e n t é n a h á l ó z a t á l t a l á b a n m á r n e m l e s z i l y e n 

s z a b á l y o s . I l y e n c s o m ó p o n t o t s z e m l é l t e t a 9 . á b r a . A C 2 é s C 4 , i l l . а С 5 é s C 6 

v o n a l a k С p o n t b e l i é r i n t ő j e a z o n o s , e z é r t e z e k k ö z ö t t s z ö g t o r z u l á s n e m l e s z . 

А C 2 é s C 3 , а C 2 é s C 6 v a g y а C 3 é s C 6 v o n a l a k k ö z ö t t i s z ö g t o r z u l á s o k p e d i g 

a Függelék 2 . p o n t j á b a n t a l á l h a t ó k é p l e t a l a p j á n s z á m í t h a t ó k . P é l d á u l a 

C 2 és C 3 v o n a l a k С p o n t b e l i é r i n t ő i n e k s z ö g v á l t o z á s a 

У 2,3 = ( 2 e " — e 2 е з ) t g « 2 , 3 ' 

a h o l e2 é s e 3 a f a j l a g o s n y ú l á s а C 2 , i l l . C 3 é r i n t ő j é n e k i r á n y á b a n , en p e d i g e z e k 

s z ö g f e l e z ő j é r e m e r ő l e g e s i r á n y b a n , m í g a 2 l 3 a z é r i n t ő k á l t a l b e z á r t s z ö g f e l e . 

5 
8. ábra 9. ábra 

A t e l j e s a l a k v á l t o z á s i s m e r e t é h e z c s u p á n a v o n a l s z a k a s z o k a l a k v á l t o z á -

s á n a k a z i s m e r e t e s z ü k s é g e s . 

M i n t h o g y a m ó d s z e r i s m e r t e t é s é h e z a z t a z e s e t e t v á l a s z t o t t u k , m i d ő n 

a z e l e m e k e t k i m e t s z ő f e l ü l e t e k s í k o k , v i z s g á l a t a i n k a t s í k b e l i v o n a l a k r a k o r l á -

t o z h a t j u k . A k ö v e t k e z ő k b e n e z e k k e l k a p c s o l a t b a n a z o k r a a z e s e t e k r e í r j u k 

f e l a k é p l e t e k e t , m e l y e k a z ( у , г) k o o r d i n á t a s í k k a l p á r h u z a m o s s í k b a n v a n n a k . 

A k o o r d i n á t a t e n g e l y e k k e l p á r h u z a m o s e g y e n e s e k a l a k v á l t o z á s á n a k a 

s z á m í t á s a e g y s z e r ű b b , e z é r t a z t i s m e r t e t j ü k e l ő s z ö r , é s m a j d c s a k e z u t á n a z 

á l t a l á n o s e s e t e t k é p v i s e l ő g ö r b e v o n a l ( s í k g ö r b e ) d e f o r m á c i ó j á t . 

P é l d á u l а г t e n g e l l y e l p á r h u z a m o s v o n a l j k e z d ő p o n t j a e l m o z d u l á s á n a k 

i s m e r e t é b e n к v é g p o n t j a e l m o z d u l á s á n a k ö s s z e t e v ő i a k ö v e t k e z ő k é p l e t e k 

a l a p j á n s z á m í t h a t ó k : 

Axk = Axj + (zk - zj) Acpyj + 

1 Э т „ 1 9 + J (**-*) (<хг — vax — va A 
G dz Едх У 

dz, 

Műszaki Tudomány *8, 19 74 



3 8 2 I I é r e s e l e k 

Ay и = Ays — (zk - Zj) A<pxj + 

+ j (** - * ) [ 

( ы 

1 Эт. yz 1 э 

G dz E ду 

Azk = Azj + — J (<т2 - vax - vay) dz, 

(az - vax - va ) j dz. 

Oi.it) 

1 1 г 9 
A<px,k = A<px. , + — (TyzJ — ryZi k) + — ( a z - vax vay) dz, 

G E J dy 
Of. A 

A<Py,k = A<pyJ + — (rXZik - rXZJ) - — f ~ (az - vax - vay) dz, 
G L J ax 

A<Pz.k = A<pz,j + JL Г [ 8Tyz Зтхг 2 G J 1 Qx 

Of. à 

dz , 

Of.it) 

A k i f e j e z é s e k e g y e s t a g j a i n a k e l e m z é s e a Függelék 1 . p o n t j á b a n t a l á l h a t ó , 

a h o l az e g y e s f e s z ü l t s é g e k h a t á s á t k ü l ö n - k ü l ö n v i z s g á l t u k . C é l s z e r ű n e k l á t s z o t t 

e k é p l e t e k e l e m i ú t o n v a l ó l e v e z e t é s e , b á r a z o k i s m e r t f o r m u l á k , m i n t p l . 

[ 3 ] 1 7 - 1 8 . o l d a l á n t a l á l h a t ó ( 4 . 1 6 ) - ( 4 . 2 0 ) k é p l e t e a l a p j á n i s f e l í r h a t o k . 

A z ( y , z) s í k b e l i m ó d o n j e l ö l t g ö r b e s z a k a s z j k e z d ő p o n t j a e l m o z d u l á -

s á n a k i s m e r e t é b e n к v é g p o n t j a e l m o z d u l á s á n a k a k o m p o n e n s e i a g ö r b ü l e t i 

s u g á r r a l o s z t o t t t a g o k e l h a n y a g o l á s a e s e t é n : 

Axk = Axj + (zk - zj) Acpyj — (yk - y j ) A<pZJ + 

Я— — (<h - ™x van) [ (y f t у ) c o s (n, z) - (zk — z ) c o s ( n , y ) ] + 
E э * 

+ 
Of,*) 

1 8 т 
+ — [(Ук - y) c o s (G у) + (zk - z) c o s ( t , z)] + 

G as 

1 1 ( 3 t < n 

2 c l l 9л; э п ] 
j [(«ft — «) c o s ( t , y ) — ( y k - y ) c o s ( í , z ) ] ds, 

Ay и = Ay j - (гд - zj) A<pXj + 

Of 

- v a x — 
j _ j l 
E 8 n 

1 э т t n  

G ds 

Of.*) 

L G 3 s 

л — z) d s 

u 1 
Э n 

(У к - y) d s , 
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1 1 г 9 
A<Px,k = A<Px.j + — (*tn.j - Un.k) + — (a, —vax — van) ds, 

G E J 8га 
( ы 

j a d f - í r ) — -
(h.*) 

JL (a va __ Wn) cos (ra,y) 
E Qx 

Oi. t) 

0 t ( x 
ЭГЕ 

d s , 

cos ( t , г) — 

— — (<r, - vax - wr n ) c o s (га, г) 
E Qx 

ds. 

A h a t á r o z o t t i n t e g r á l o k é r t é k é n e k a k i s z á m í t á s á r a , ill. a c s o m ó p o n t o k h o z 
t a r t o z ó f ü g g v é n y é r t é k e k k e l v a l ó k i f e j e z é s é r e a Függelék 3 . p o n t j a a d t á j é k o z -
t a t á s t . A k ö z ö l t k é p l e t e k a k ö z ö s c s o m ó p o n t b a c s a t l a k o z ó v o n a l a k k ö z ö t t i 
s z ö g e k m e g v á l t o z á s á t n e m t a r t a l m a z z á k , a z o k a t e s e t e n k é n t , a h e l y i s a j á t o s -
s á g o k n a k m e g f e l e l ő e n kel l f i g y e l e m b e v e n n i . 

1 
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FÜGGELÉK 

1. K o n t i n u u m b e l i v o n a l d e f o r m á c i ó j a 

T e k i n t s ü k a v o n a l a t m i n t a k o n t i n u u m b ó l k i m e t s z e t t r u d a t , m e l y e t k é t 

p á r h u z a m o s s í k és e z e k r e m e r ő l e g e s k é t h e n g e r f e l ü l e t h a t á r o l , m i d ő n e s í k o k , 

i l l . f e l ü l e t e k e g y m á s t ó l v a l ó t á v o l s á g a ] z é r u s h o z t a r t ( . F - I . á b r a ) . V i z s g á l j u k 

e l ő s z ö r i s e n n e k e g y l h o s s z ú s á g ú e l e m é t , m e l y e t a t é r b e l i d e r é k s z ö g ű k o o r d i -

n á t a - r e n d s z e r b e n ú g y h e l y e z ü n k e l , h o g y o l d a l l a p j a i a k o o r d i n á t a s í k o k k a l 

l e g y e n e k p á r h u z a m o s a k ( F - 2 . á b r a ) . 

S z á m í t á s a i n k s o r á n f e l t é t e l e z z ü k , h o g y a f e s z ü l t s é g e k n e k a z a l a k v á l t o -

z á s r a g y a k o r o l t e g y ü t t e s h a t á s a a z e g y e s f e s z ü l t s é g e k h a t á s á n a k a z ö s s z e g é v e l 

e g y e n l ő , e z é r t a f e s z ü l t s é g e k h a t á s á t k ü l ö n - k ü l ö n v i z s g á l j u k . 

a) A húzó- és nyomófeszültség hatása 

A r u g a l m a s s á g t a n b ó l i s m e r t , * h o g y 

Z 

~У 

x 
F-1. ábra 

Lásd pl. [1] 7. oldalán. 
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e z é r t a z (lj,k) h o s s z ú s á g ú , z t e n g e l l y e l p á r h u z a m o s v o n a l ( к ) v é g p o n t j á n a k tv 

e l t o l ó d á s a ( F - 3 . á b r a ) 

w = j (orz — vax - vay) dz. 

Oi.t) 

b) A húzó- és nyomófeszültségnek a vonalra merőleges irányú változása 

H a a f e s z ü l t s é g e k c s a k a z x i r á n y b a n v á l t o z n a k , a k k o r a z F - 4 . á b r a 

a l a p j á n í r h a t j u k , h o g y 

Al=A. 

ЛУ 

F-2. ábra 

о,. 

• t t 
% у i 

i  

w 

f - 6 . ábra 
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A<Py= -
ez(x 4 - Ax) — e2(x) 

Ax 
Az = 

J_ 
E 

az(x + Ax) — vox(x -)- Ax) — voy(x + Ax) 

oz(x) - vox(x) - VOyjx) 

Ax 

Ax 

Az-
j l a 
E dx (oz — vax — vay) Az, 

AZ 

fw (x)= £z(x) AZ 

AX) = £ (K+AX.) AZ 

F-4. ábra 

t e h á t a z / у д h o s s z ú s á g ú , e l e m i k e r e s z t m e t s z e t ű r ú d v é g l a p j á n a k e l f o r d u l á s a 

1 Г д 

<Py = - — J vax - vay) dz, 

di.k) 

a v o n a l ( к ) v é g p o n t j á n a k a n o r m á l f e s z ü l t s é g e k v á l t o z á s a k ö v e t k e z t é b e n l é t r e -

j ö v ő e l t o l ó d á s a p e d i g : 

uk = — i J (<r2 - v<7x - vay) (zk — z) dz. 

(Ь.к) 

F e l é p í t é s ü k e t t e k i n t v e t e l j e s e n a z o n o s a k a z y i r á n y ú v á l t o z á s r a v o n a t -

k o z ó k é p l e t e k i s . K ü l ö n b s é g c s a k a z i n d e x e k b e n é s a z e l ő j e l b e n v a n . 
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с) A nyírófeszültség hatása 

A r u g a l m a s s á g t a n b ó l i s m e r t a z az ö s s z e f ü g g é s is , m e l y s z e r i n t pl . a r x z 

n y í r ó f e s z ü l t s é g h a t á s á r a l é t r e j ö v ő s z ö g t o r z u l á s ( F - 5 . á b r a ) : 

1 
Yxz _ гхг • 

(7 

A m i n t a z a z F-6/a. á b r á n is l á t h a t ó , a n y í r ó f e s z ü l t s é g o k o z t a é r i n t ő e l f o r d u l á s 

n a g y s á g a n e m f ü g g a v o n a l h o s s z á t ó l , h a n e m c s u p á n a n y í r ó f e s z ü l t s é g n a g y -

F-5. ábra 

F-6. ábra 
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ságától. H a a nyírófeszültség az e g y e n e s vonal t e l j e s hosszában állandó, 
akkor a végpontok relat ív e l tolódásának x irányú komponense 

_ 1 , 
u — ~pr Tzxlj,k• 

G 

Ha viszont a nyírófeszültség a vonal m e n t é n változik, akkor érintőjének elfor-
dulása m i n d e n pontban az ott ke le tkező nyírófeszültséggel arányos (F-6/b. 
ábra), ezért 

Угх,к Угх.у = ( rzx,k rzx,j)-
Lr 

A végpontoknak az x tengel lyel párhuzamos relatív eltolódása 

" = " t t rzx,j lj,k + " t f ^ (zk - г) dz. 
G G J Qz 

ci.») 

A Txy nyírófeszültség vál tozásának következtében a j é s к végpontokhoz ren-
delt, eredeti leg az у tenge l lye l párhuzamos egyenesek 

v 1 t v 
2 ~~ 2 g x y , k T x y , i 

szöget zárnak be (F-7. ábra). 
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d) A nyírójeszültségnek a vonalra merőleges változása 

A rzx n y í r ó f e s z ü l t s é g y i r á n y ú é s a ryz f e s z ü l t s é g x i r á n y ú v á l t o z á s a z 
t e n g e l y k ö r ü l i e l c s a v a r o d á s i e r e d m é n y e z . A r y z n y í r ó f e s z ü l t s é g n e k az x t e n g e l y 
i r á n y á b a n b e k ö v e t k e z ő v á l t o z á s a a Az m a g a s s á g ú h a s á b Ax k o o r d i n á t á j ú 
f e l s ő c s ú c s p o n t j á n a k 

a v = = - £ F Ы л х ) - m ° ) ] л я 

у i r á n y ú t o v á b b i e l t o l ó d á s á t h o z z a l é t r e (F-8. á b r a ) . T e h á t a r^ n y í r ó f e s z ü l t -
s ég x i r á n y ú v á l t o z á s á b ó l k e l e t k e z ő z t e n g e l y k ö r ü l i e l c s a v a r o d á s f a j l a g o s 
é r t é k e 

_ 1 9 T Y Z 

9,20 ~~ 1ÏG ~dx~ ' 

H a s o n l ó k é p p e n h a t á r o z h a t ó m e g az у i r á n y ú v á l t o z á s h a t á s a . í g y a z x és у 
i r á n y ú v á l t o z á s o k l j i k h o s s z o n e g y ü t t a 

{ { ï h L - Щ dz 

e l c s a v a r o d á s i i d é z i k e lő . 

2 G J [ dx 8 y ! 
dl, к) 

9 Műszaki Tudomány 48, 1974 
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2. K o n c e n t r á l t s z ö g t o r z u l á s 

A z e l e m i s z i l á r d s á g t a n b a n a n y í r ó f e s z ü l t s é g n e k a z a l a k v á l t o z á s r a g y a -

k o r o l t h a t á s á t e l s z o k t á k h a n y a g o l n i . E z a z t j e l e n t i , h o g y a h á l ó z a t i v o n a l a k 

k ö z ö t t l é t r e j ö v ő k o n c e n t r á l t s z ö g t o r z u l á s t i s e l h a n y a g o l j á k . H a a z o n b a n a 

n y í r ó f e s z ü l t s é g n e k a z a l a k v á l t o z á s r a g y a k o r o l t h a t á s á t i s f i g y e l e m b e v e s s z ü k , 

a k k o r a v o n a l a k c s a t l a k o z á s á n á l l é t r e j ö v ő k o n c e n t r á l t s z ö g t o r z u l á s t i s s z á -

m í t á s b a ke l l v e n n ü n k . M e r ő l e g e s c s a t l a k o z á s e s e t é n ez é p p e n a n y í r ó f e s z ü l t -

s é g b ő l a d ó d ó y = т / G é r t é k k e l e g y e n l ő , e g y é b k é n t p e d i g a k ö v e t k e z ő k é p p e n 

h a t á r o z h a t ó m e g . 

A t e s t b ő l o l y a n h a s á b o t m e t s z ü n k k i , m e l y n e k a v i z s g á l t m e t s z e t b e 

e s ő l a p j a r o m b u s z . A r o m b u s z k é t o l d a l a a h á l ó z a t k é t v o n a l á v a l p á r h u z a m o s . 

L e g y e n a r o m b u s z é l e e g y s é g n y i h o s s z ú s á g ú , a k k o r e z e k e 4 é s e 2 m e g n y ú l á s - a 

v e l ü k p á r h u z a m o s f a j l a g o s n y ú l á s s a l e g y e n l ő , a z a z e4 = £, é s e 2 = e2 . A r o m -

b u s z á t l ó j á n a k m e g n y ú l á s a p e d i g e3 = 2E3 s i n x, a h o l « a z 1 é s 2 i r á n y o k á l t a l 

b e z á r t s zög f e l e . A z F-9. á b r a a l a p j á n k ö n n y e n b e l á t h a t ó , h o g y a z 1 és 2 j e l ű 

v o n a l a k v i z s g á l t p o n t b e l i é r i n t ő i n e k s z ö g v á l t o z á s a 

y = + « a ) « i i a = 2 e 3 3 i n x - ( s l + e2)smx _ ^ ^ ^ ^ ^ 

c o s X COS X 

A z £ „ £,, 
£з» f a j l a g o s n y ú l á s o k a t az a d o t t i r á n y o k k a l p á r h u z a m o s és r á j u k 

m e r ő l e g e s f e s z ü l t s é g e k k e l é p p e n ú g y k i f e j e z h e t j ü k , m i n t p l . a z [ 1 ] 2 2 3 . o l d a l á n 

- (e, + e2)sin a 

e3-(e, + e г ) sin a  
с os a: 

F-10. ábra 
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t a l á l h a t ó 

en = ex co s 2 (n , x) -f- £y co s 2 (n,y) -f- e z cos 2 (re, г) -f- yxy cos (n, x) • c o s (n,y) -+-

-(- y x 2 c o s (n, x) • c o s (n , z) -j- yyz c o s ( n , y ) • c o s (re, z) 

k é p l e t a l a p j á n a z e x , ey, ez f a j l a g o s n y ú l á s o k k a l é s yxy, yxz és yyz s z ö g v á l t o z á -
s o k k a l . A t o v á b b i á t a l a k í t á s s o r á n a z e l ső e s e t b e n a p á r h u z a m o s é s m e r ő l e g e s 
i r á n y o k h o z t a r t o z ó f e s z ü l t s é g e k e t , u t ó b b i b a n p e d i g a f a j l a g o s n y ú l á s o k a t é s 
s z ö g v á l t o z á s o k a t f e j e z z ü k ki a <7X, a y , a z , r x y , t x z é s r y z f e s z ü l t s é g e k k e l . 

3 . T ö b b v á l t o z ó s f ü g g v é n y a d o t t i r á n y sze r in t i d e r i v á l t j á v a l k é p z e t t f ü g g v é n y 
í v h o s s z s z e r i n t i i n t e g r á l j á n a k n u m e r i k u s k i s z á m í t á s a 

A z az e s e t , m i d ő n az a v o n a l , a m e l y n e k m e n t é n az i n t e g r á l á s t ö r t é n i k , 
v a l a m e l y i k k o o r d i n á t a t e n g e l l y e l p á r h u z a m o s , o l y a n m é r t é k b e n e g y s z e r ű b b 
a z á l t a l á n o s e s e t n é l , h o g y é r d e m e s k ü l ö n t á r g y a l n i és a s z e m p o n t u n k b ó l 
á l t a l á n o s e s e t e t c s a k e z t k ö v e t ő e n e l e m e z n i . A z o k r a a k o o r d i n á t a t e n g e l y e k k e l 
p á r h u z a m o s s z a k a s z o k r a , m e l y e k n e k k ö r n y e z e t é b e n a s z á m í t á s b a b e v o n t 
p o n t o k s z a b á l y o s e l r e n d e z é s ű e k , a h a t á r o z o t t i n t e g r á l t a k ö r n y e z ő p o n t o k h o z 
t a r t o z ó f ü g g v é n y é r t é k e k k e l k i f e j e z ő k é p l e t á l t a l á n o s s á g b a n m e g a d h a t ó , t e h á t 
e z e k n é l a z i n t e g r á l á s e s e t e n k é n t i v é g r e h a j t á s á r a n i n c s s z ü k s é g . E z z e l s z e m b e n 
a z á l t a l á n o s e s e t b e n a v o n a l s z a k a s z o k r a v o n a t k o z ó i n t e g r á l o k a t , s ő t a g ö r b é n e k 
a z í v h o s s z f ü g g v é n y é b e n v a l ó f e l í r á s á t is e s e t e n k é n t el ke l l v é g e z n i . 

a) A koordinátatengellyel párhuzamos egyenes esete 

V i z s g á l a t a i n k a l a p j á u l v á l a s s z u k a z t az e s e t e t , m i d ő n a z e g y e n e s a z 
t e n g e l l y e l p á r h u z a m o s . A f ü g g v é n y t , m e l y n e k d e r i v á l t j a i az i n t e g r á l b a n sze re -
p e l n e k , j e l ö l j ü k a - v a l . M e g h a t á r o z a n d ó k a k ö v e t k e z ő i n t e g r á l o k é r t é k e i : 

í —— dz, 
з а 

Г (а — z) d z , (x = x , y ) 
J з а 
i.t) 

j ( a - z ) — d z . 
3 г 

Ol, к) 

C é l u n k t u l a j d o n k é p p e n az , h o g y a h a t á r o z o t t i n t e g r á l o k é r t é k é t a c s o m ó p o n -

t o k h o z t a r t o z ó f ü g g v é n y é r t é k e k s e g í t s é g é v e l f e j e z z ü k k i . M i v e l a f ü g g v é n y e k e t 

n e m i s m e r j ü k , a z o k a t p o l i n o m m a l k ö z e l í t j ü k . E z e k e t a p o l i n o m o k a t a c s o m ó -

i d Műszaki Tudomány 48, 1974 
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p o n t o k h o z t a r t o z ó f ü g g v é n y é r t é k e k h a t á r o z z á k m e g . E l v i l e g a k ö z e l í t ő po l i -

n o m o k f o k s z á m a t e t s z ő l e g e s , a k ö v e t k e z ő k b e n a z o n b a n v i z s g á l a t a i n k a t a r r a 

a k o n k r é t e s e t r e m u t a t j u k b e , m i d ő n a z i n t e g r a n d u s b a n s z e r e p l ő k ö z e l í t ő 

p o l i n o m o k h a r m a d f o k n a k . A d i f f e r e n c i á l h á n y a d o s k ö z e l í t é s é h e z p e d i g n e g y e d -

f o k ú p o l i n o m o t h a s z n á l u n k . 

A d e r i v á l t f ü g g v é n y t t a r t a l m a z ó i n t e g r á l o k n a k a k ö r n y e z ő c s o m ó p o n t -

b e l i f ü g g v é n y é r t é k e k k e l v a l ó k i f e j e z é s é n é l ú g y j á r u n k e l , h o g y e l ő b b a d i f f e -

r e n c i á l h á n y a d o s é r t é k é t í r j u k f e l a s z ü k s é g e s n é g y p o n t b a n ( h a r m a d f o k ú 

p o l i n o m m a l v a l ó k ö z e l í t é s k o r ) , m a j d e z e k e t b e í r j u k a z i n t e g r á l é r t é k é t szo l -

g á l t a t ó k é p l e t e k b e . E z a z t j e l e n t i , h o g y a z i n t e g r a n d u s b a n s z e r e p l ő d e r i v á l t 

f ü g g v é n y t h a r m a d f o k ú p o l i n o m m a l k ö z e l í t j ü k a z t k ö v e t ő e n , h o g y a d i f f e r e n -

c i á l h á n y a d o s o k é r t é k é t n e g y e d f o k ú p o l i n o m m a l v a l ó k ö z e l í t é s b ő l s z á m í t o t t u k . 

A z F - 1 0 . á b r a j e l ö l é s e i v e l 

F-10. ábra 
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t e h á t a z t e n g e l l y e l p á r h u z a m o s I j g s z a k a s z r a v o n a t k o z ó h a t á r o z o t t i n t e g r á l o k 
k ö z e l í t ő é r t é k é t m e g a d ó o p e r a n d u s o k : 

jodz = 
a 

2 4 

1 

13 

13 
a(x, z), í (a z) a dz = 

(6.*) 
3 6 0 

- 7 

66 

129 
<r(a, z), 

да . a 

- 1 8 - 8 1 

да . a 13 - 1 0 4 1 0 4 - 1 3 

9 a 2 8 8 6 1 3 - 1 0 4 1 0 4 - 1 3 9 a 2 8 8 6 

— 1 8 8 1 

<r(a, z), 

(a z) 
Ol. A 

90 d~-

— 7 5 6 5 6 7 

90 d~-
6 6 - 5 2 8 5 2 8 - 6 6 

8 a 4 3 2 0 6 1 2 9 - 1 0 3 2 1 0 3 2 - 1 2 9 8 a 4 3 2 0 6 

8 6 4 — 6 4 8 

ö ( a , z), 

Oi.k) 

i \ d a j a 
(a 2) a s = 

8z 4 3 2 0 

122 

3 9 9 

1 0 9 6 

5 9 9 

9 6 6 

1 9 3 

a(x, z) 
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A f e l í r t k é p l e t e k t e r m é s z e t e s e n c s a k a k k o r h a s z n á l h a t ó k , h a a z e g y e n l e t e s 

b e o s z t á s a s z o m s z é d o s s z a k a s z r a , i l l . d i f f e r e n c i á l á s k o r a z é p p e n v i z s g á l t p o n t t ó l 

m é g k é t - k é t b e o s z t á s n y i r a i s é r v é n y e s . H a a b e o s z t á s n e m e g y e n l e t e s , a k k o r a 

s z á m í t á s t e s e t e n k é n t el k e l l v é g e z n i . H a v i s z o n t a b e o s z t á s e g y e n l e t e s , d e a 

v i z s g á l t s z a k a s z o n t ú l t o v á b b i s z a k a s z m á r n i n c s , a z a z a s z a k a s z e g y i k v é g -

p o n t j a a t e s t f e l ü l e t é n v a n , a k k o r e z e k r e v o n a t k o z ó l a g is l e v e z e t h e t ő k a z e l ő b -

b i e k h e z h a s o n l ó k é p l e t e k . T e k i n t e t t e l a z o n b a n a r r a , h o g y e z e k r e c s a k s p e c i á l i s 

a l a k ú t e s t e k ( t é g l a v a g y i l y e n e k b ő l ö s s z e t e t t t e s t e k ) v i z s g á l a t a k o r v a n s z ü k s é g , 

i s m e r t e t é s ü k t ő l e l t e k i n t ü n k . F e l í r á s u k a z e l ő b b i i s m e r t e t é s u t á n m á r n e m 

j e l e n t e lv i n e h é z s é g e t . 

b) A koordinátasíkkal párhuzamos síkgörbe esete 

Á l t a l á n o s v i z s g á l a t a i n k a t s í k g ö r b é k r e k o r l á t o z z u k , m i v e l t u l a j d o n k é p -

p e n i c é l u n k e l é r é s e e n n é l t ö b b e t n e m i g é n y e l . L e g y e n a g ö r b e a z ( у , г) k o o r d i -

n á t a s í k k a l p á r h u z a m o s s í k b a n . 

F e l a d a t u n k a k ö v e t k e z ő t í p u s ú i n t e g r á l o k n a k f ü g g v é n y é r t é k e k k e l v a l ó 

k i f e j e z é s e 

\ ^ f ( s ) d s , [ ^ f ( s ) d s , Г—Л«) M 
J Эх J dn J ds 

(о (о (о 

a h o l n a g ö r b e n o r m á l i s a . 

A daldx, Эсг/Эn és Эсг/Эs f ü g g v é n y e k e t a z i n t e g r á l o k b a n a k i j e l ö l t p o n t o k -

h o z t a r t o z ó é r t é k e i s e g í t s é g é v e l f e l í r t L a g r a n g e - p o l i n o m o k k a l k ö z e l í t j ü k . 

A k ö v e t k e z ő k b e n m e g m u t a t j u k , h o g y i l y e n m ó d o n a z i n t e g r á l o k é r t é k e i a 

k ö r n y e z ő p o n t b e l i f ü g g v é n y é r t é k e k l i n e á r i s k o m b i n á c i ó j a k é n t e l ő á l l í t h a t ó k . 

T e k i n t s ü k a z F - l l . á b r á t . A d e r i v á l t f ü g g v é n y i , j , к, m p o n t b e l i é r t é k e i t 

j e l ö l j e D „ Dj, Dk é s Dm, a k k o r a d e r i v á l t f ü g g v é n y t a z L(s) L a g r a n g e - p o l i -

n o m m a l k ö z e l í t v e a z i n t e g r á l a z 

/ = j L(s) f(s) ds= j { 2 Lv(s) Dv} f(s) ds = ZDv f Lv(s) f(s) ds 
Ci.l) ('/,*> (") (») Of.k) 

a l a k b a n is f e l í r h a t ó , a h o l Lv(s) a p - ed ik L a g r a n g e - f é l e a l a p p o l i n o m é s v = i, j , 

k, m. T e k i n t e t t e l a r r a , h o g y a z 

J Lfs)f(s)ds 
<'í.*> 

i n t e g r á l o k é r t é k e c s a k a g ö r b e j e l l e m z ő i t ő l f ü g g , a k e r e s e t t i s m e r e t l e n e k e t n e m 

t a r t a l m a z z á k , e z é r t a t e s t , i l l . a b e l ő l e a z x = Xj s í k k a l k i m e t s z e t t v o n a l i s m e -

r e t é b e n k i s z á m í t h a t ó á l l a n d ó k . J e l ö l j ü k e z e k é r t é k e i t C r - v e l , a k k o r 

I = 2CVDV, 
m 
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E z u t á n m á r c s a k a n n a k k i m u t a t á s a v a n h á t r a , h o g y a d e r i v á l t f ü g g v é n y 

i, j , k, m p o n t b e l i £),, Dj, Dд-, Dm é r t é k e i k i f e j e z h e t ő k a k ö r n y z e t b e n l e v ő p o n -
t o k h o z t a r t o z ó f ü g g v é n y é r t é k e k k e l . 

A z F - 1 2 . á b r a e g y t e s t x = c o n s t , у = c o n s t és z = c o n s t s í k o k m e t s z é s -
v o n a l a a l k o t t a h á l ó z a t á t m u t a t j a h á r o m v e t ü l e t é v e l . A ( j , k) s z a k a s z t t a r t a l m a -
zó x = Xj m e t s z e t e t v a s t a g a b b v o n a l l a l e m e l t ü k k i . 

A z x s z e r i n t i d i f f e r e n c i á l h á n y a d o s s z e m p o n t j á b ó l a jí és а к p o n t k é t 
k ü l ö n b ö z ő e s e t e t k é p v i s e l . A j p o n t a z x = Xj s í k o n k í v ü l a z = zj s í k o n i s 
r a j t a v a n , e z é r t a j p o n t b e l i d i f f e r e n c i á l h á n y a d o s t a z = Zj s íkbel i p o n t o k h o z 
t a r t o z ó a é r t é k e k s e g í t s é g é v e l f e j e z z ü k k i . E z a z = Zj m e t s z e t l á t h a t ó a z F - 1 3 . 
á b r á n . E s í k m e t s z e t b e l i i l , i2 , i3 , i 4 , p o n t o k h o z t a r t o z ó f ü g g v é n y é r t é k e k 
s e g í t s é g é v e l f e l í r h a t ó az Lty(y) L a g r a n g e - p o l i n o m , m e l y n e k az y = y ; - h e z 
t a r t o z ó é r t é k e e l ő á l l í t h a t ó a aiv(v = 1 , 2 , 3, 4) é r t é k e k l ineár i s k o m b i n á -
c i ó j a k é n t . U g y a n i s 

Ц Ь ) = 2oipL\fp(y), 
p= 1 

a h o l L\Jl(y) a p - e d i k a l a p p o l i n o m , m e l y n e k y — yj-hez t a r t o z ó é r t é k e 
e lő re k i s z á m í t h a t ó á l l a n d ó , e z é r t 

Ltfbj) = 2 Hijp aip — ё(*иУ]) • 
p=i 

(A ~ j e l l e l a k ö z e l í t ő j e l l e g r e k í v á n t u k f e l h í v n i a f i g y e l m e t ) . A a f ü g g v é n y n e k 
az у = y j m e t s z e t e m á r c s a k x f ü g g v é n y e , m e l y e t u g y a n c s a k L a g r a n g e -
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p o l i n o m m a l k ö z e l í t ü n k . A f e l t é t e l az h o g y a z ( x t , yj) p o n t o k b a n a <r(x„ y j ) , 
7 - b e n p e d i g a z Oj é r t é k e t v e g y e f e l . E z a p o l i n o m 

L^»\x) = 2 L^yfi(x) d(xq_yj) + L«w»(*) aj, 

d e r i v á l t j a p e d i g 

q=l dx dx 

Lq',y"(x) 
dx 

f ü g g v é n y n e k a z x = xj h e l y e n f e l v e t t é r t é k e a h á l ó z a t b ó l s z á m í t h a t ó Kq 

Z 
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á l l a n d ó , t e h á t 

Dj = \±L«.y»(x)\ = 2 K q á ( W y ) + Kt a j . 
\dx J x = x j q=i 

V é g ü l p e d i g a a(xq, y j ) é r t é k é t i s a f e l v e t t p o n t o k h o z t a r t o z ó é r t é k e k k e l k i f e -

j e z v e 
3 4 

D j = 2 Kq h Hqjp °qp + K4 <*] 
9=1 p = l 

a d ó d i k . M i v e l p e d i g Kq é s Hqjp é r t é k e i a h á l ó z a t b ó l s z á m í t h a t ó á l l a n d ó k , 

a z u t o l s ó k i f e j e z é s a z t j e l e n t i , h o g y a j p o n t b e l i Dj d i f f e r e n c i á l h á n y a d o s k ö z e l í t ő 

é r t é k e f e l í r h a t ó a j p o n t k ö r n y z e t é b e n l e v ő c s o m ó p o n t o k h o z t a r t o z ó f ü g g v é n y -

é r t é k e k l i n e á r i s k o m b i n á c i ó j a k é n t . 

H a s o n l ó m ó d o n h a t á r o z h a t j u k m e g а к j e l ű p o n t b a n is a z x s z e r i n t i 

d i f f e r e n c i á l h á n y a d o s é r t é k é t a z z a l a k ü l ö n b s é g g e l , h o g y a k k o r n e m a z — zk 

s í k b a n l e v ő c s o m ó p o n t o k h o z t a r t o z ó é r t é k e k k e l d o l g o z u n k ( h i s z e n а к j e l ű 

p o n t o n k í v ü l i l y e n c s o m ó p o n t á l t a l á b a n n i n c s i s ) , h a n e m a z у = yk s í k b a n 

l e v ő k k e l . 

A z e l m o n d o t t a k t e r m é s z e t e s e n D , - r e és Dm-re i s é r v é n y e s e k , t e h á t a t e l j e s 

j ! 1 д . , л 

Cm) 
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у 

F-14. ábra 

f e l í r h a t ó a k ö r n y e z e t b e l i c s o m ó p o n t o k h o z t a r t o z ó f ü g g v é n y é r t é k e k l i n e á r i s 

k i f e j e z é s e k é n t . 

A g ö r h e é r i n t ő j e , i l l . n o r m á l i s a i r á n y á b a n v e t t d e r i v á l t a k a t a z i s m e r t 

m ó d o n , a 
6 0 9cr 9<r . . . 
— = — cos (t, y)+ — sin (t,y), 
9 í 9 y 9z 

9tf . 8<r 8<r . . 
= c o s ( n , y ) -) s i n ( n , y ) 

9 n 9у dz 

k é p l e t e k a l a p j á n f e j e z z ü k k i a z у é s 2 s z e r i n t i d e r i v á l t a k k a l , a h o l í a g ö r b e 

é r i n t ő j e , n p e d i g a n o r m á l i s a . 

T e k i n t e t t e l a r r a , h o g y a k ö z e l í t é s h e z e z e k n e k a d e r i v á l t a k n a k c s a k b i z o -

n y o s p o n t o k b a n f e l v e t t é r t é k e i r e v a n s z ü k s é g ü n k ( a p é l d a k é n t f e l v e t t é s a z 

F - l l . á b r á n l á t h a t ó e s e t b e n a z i , j , k, m p o n t o k b a n ) , e g y - e g y p o n t r a v o n a t k o z ó 

é r t é k n é l a s z ö g e k é s í g y s z ö g f ü g g v é n y e i k is a d o t t á l l a n d ó k , t e h á t a t o v á b b i 

v i z s g á l a t o t c s a k a z y é s z s z e r i n t i d e r i v á l t a k r a k e l l v é g e z n i . 

A j p o n t b a n a 2 s z e r i n t i d e r i v á l t a z F - 1 4 / a . , а к p o n t b a n p e d i g a z у 

s z e r i n t i d e r i v á l t a z F- 1 4 / b . á b r a p o n t t a l j e l ö l t h e l y e i h e z t a r t o z ó f ü g g v é n y é r t é -

k e k k e l f e j e z h e t ő k i a k e r e s z t t e l j e l ö l t h e l y e k k ö z v e t í t é s é v e l . A s z á m í t á s m e n e t e 

é s a n n a k b i z o n y í t á s a , h o g y a z i n t e g r á l a j e l ö l t p o n t o k h o z t a r t o z ó f ü g g v é n y é r t é -

k e k k e l k i f e j e z h e t ő , m e g e g y e z i k a z x s z e r i n t i d e r i v á l t n á l a l k a l m a z o t t a l . 
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Triaxial Stress-Analysis wi th the Aid of the Continuum Sub-space Approach. An approach 
to the triaxial stress-analysis is presented by which the equilibrium equations are directly 
related to the elements of finite sizes and the contionuity conditions to the uniaxial sub-space 
of the triaxial continuum, to the network formed by the intersection l ines of the subdividing 
surfaces. The numerical solution by approaching the functions describing the stresses by poly-
noms leads to a set of linear equat ions whose coefficients are obtained from definite integrals. 
In case of uniform subdivision, for writing down these integrals, operators of overall val idity 
m a y be applied, therefore, these is no need to carry out the actual integration. 

Dreidimensionale Spannungsanalyse mit Hilfe des Kontinuum Untcrraums. Eine Methode 
der dreidimensionalen Spannungsanalyse wird beschrieben, mit deren Hilfe die Gleichgewichts-
gleichungen unmittelbar auf die Elemente von endlichen Dimensionen und die Kontinuitäts-
bedingungen auf den eindimensionalen Unterraum des dreidimensionalen Kontinuums auf 
das Netz der Schnittlinien der Yerteilungsflächen aufgetragen werden können. Durch Näherung 
der die Spannungen beschreibenden Funktionen mit Hilfe der Polynome erhält man ein System 
v o n linearen Gleichungen, deren Koeffizienten sich aus bestimmten Integralen ergeben. Bei 
einer gleichmäßigen Aufteilung können für deren Aufzeichnung Operatoren von allgemeiner 
Gültigkeit angewendet werden, weshalb man in solchen Fällen die konkreten Integrationen 
nicht durchführen muß. 

9 Műszaki Tudomány 48, 1974 
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