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E L Ő R E G Y Á R T O T T S Z E R K E Z E T I E L E M E K S T A B I L I T Á S A 

1. Bevezetés 

Az előregyártó építésmód egyik alapelve lehetőleg minél könnyebb tar tó-
elemek alkalmazása. Ez a törekvés a vasbetonépítészetben eddig alkalmazott 
súlyos, vaskos teherhordó szerkezetekkel szemben egyre inkább előtérbe 
helyezte a különféle könnyebb kivitelű szerkezeti elemeket : a lemezes, a heve-
deres és a rácsos tar tókat . A szóbanforgó ta r tók könnyed kivitele mia t t azonban 
a szilárdsági kérdések mellett egyre inkább előtérbe nyomulnak különféle 
stabilitási problémák is. Sok esetben meg kell tehát vizsgálni, hogy az említett 
szerkezetek kihajlással, kibicsaklással, kifordulással szemben eléggé biztonsá-
gosak-e. Ámde az előregyártó vasbeton építészetben használatos á t tör t fa lú 
szerkezeti elemek stabilitás-vizsgálata a technikai szilárdságtan szigorú mód-
szereivel általában felette nehéz feladat. Ezért különleges érdeklődésre tar t -
hatnak igényt az olyan közelítő módszerek, melyek az efféle t a r tók stabilitás-
vizsgálatának lényeges egyszerűsítését teszik lehetővé [1—2]. Az alábbiak ilyen 
módszert ismertetnek. 

0 
[ 

1. ábra. „ P r i z m a t i k u s " t a r t ó k 
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A bemuta tandó eljárás — a helyettesítési eljárás — a vizsgálandó tar tó-
szerkezet helyett egyetlen oly rúddal dolgozik, melynek támasztási és terhe-
lési viszonyai, nemkülönben szilárdsági tulajdonságai az adott tar tóéhoz 
hasonlóak. Ezáltal lehetőség nyílik arra , hogy a vizsgálandó tar tóra vonat-
kozó stabilitáskérdések a rudakra vonatkozó ismert képletek alapján legyenek 
elbírálhatók. 

2. A prizmatikus tartó fogalma 

Rúdon á l talában oly szerkezeti elemet ér tünk, melynek hosszmérete a 
vastagsági méreteknél tetemesen nagyobb. A legegyszerűbb rúdfa j ta : az 
egyenes tengelyű, hasába lakú rúd. Ezt röviden prizmatikus rúdnak nevezzük. 
A prizmatikus rúdból egymástól egyforma távolságokban levő keresztmetszeti 
síkokkal kimetszett rúdszakaszok azonos alakúak. 

Az előregyártó rasbeton építészetben gyakran találkozunk olyan tar tók-
kal, melyek valamely egyenes vonal irányában egymás u tán sorozott azonos 
alakú részekből — tartó szakaszokból — állanak. Az efféle tar tókat az alábbiak-
ban —- a szóhasználat némi kibővítésével — prizmatikus tar tóknak fogjuk 
nevezni [15, 16]. Ezek néhány példáját az 1. ábra t ü n t e t i fel. 

3. Igénybevételi alapesetek 

A prizmatikus rúd szilárdságtanában a rúd egyes különleges igényije-
vételi módozatait igénybevételi alapeseteknek szokás nevezni. Ilyen esetek pl. 
a tiszta húzás (nyomás), a tiszta hajlítás, a tiszta csavarás. Ezekben az esetek-
ben a pr izmatikus rúd egyforma hosszúságú szakaszain az alakváltozási és 
feszültségi viszonyok azonosak. 

A pr izmatikus tar tók körében szintén célszerű egyes különleges igénybe-
vételi módozatokat igénybevételi alapeseteknek i ok inteni [15, 16]. Ilyeneknek 
i t t is azokat az eseteket nevezzük, melyekben a t a r t ó minden azonos alakú 
szakaszán azonos alakváltozások, illetve azonos belső erők keletkeznek. A fent i 
értelmezéssel, prizmatikus t a r tók esetében is beszélhetünk pl. tiszta húzásról 
(nyomásról), tiszta hajlításról, tiszta csavarásról. 

A tiszta csavarás esetével külön tanulmányban fogunk foglalkozni. 

4. A merevség értelmezése 

A prizmat ikus rúd szilárdságtanában a rúdnak különféle igénybevételek-
kel szemben való merevségét az egységnyi fajlagos alakváltozást előidéző 
erőhatással szokás jellemezni. Fajlagos alakváltozáson t iszta húzás (nyomás) 
esetében a rúd fajlagos hosszváltozását, tiszta haj l í tás esetéhen a rúd tengely 
görbiiletét, t iszta csavarás esetében pedig a rúd fajlagos elcsavarodási szögét 
kell érteni. 

Pr izmat ikus tar tók esetében a merevség fogalmát a prizmatikus rúd 
merevségéhez hasonlóan értelmezhetjük [15, 16]. A különbség mindössze az, 
hogy a fajlagos alakváltozás helyébe a fajlagos alakváltozás átlagértékét kell 
tenni. Utóbbi t úgy kapjuk meg, hogy a szakaszhosszon mért alakváltozást 
a szakaszhosszal elosztjuk. Ezek szerint 
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a) tiszta húzás (nyomás) esetében a prizmatikus t a r tó merevségét a 
N 
e 

I ) 

hányados fejezi ki. I t t N a húzó (nyomó) erő nagysága, e pedig a szakasz-
hosszon mért hosszváltozásnak és a szakaszhossznak a hányadosa ; 

b) tiszta hajlítás esetében a keresztmetszet két főirányának megfelelően 
(2. ábra) a prizmatikus ta r tó merevsége 

Mn 

illetve 

A 

В 
Mh 

A fenti képletekben Ma, illetve Mh az a, illetve b főtengelyre merőleges síkú 
hajlítóerőpárok nyomatékát , xa illetve xb pedig a rúdtengelynek az Ma, 

2. ábra. Az a, b, с fő i rányok 

illetve Mh erőpárok-előidézte átlagos görbületét jelenti. Az átlagos görbületet 
úgy kapjuk meg, bogy a szakaszhosszt határoló két keresztmetszet közt 
mutatkozó viszonylagos szögforgást a szakaszhosszal elosztjuk, 

c) tiszta csavarás esetéhen a pr izmatikus tar tó merevsége 

,, Mc 
С = . (4) 

& 
E képletben M c a csavaró erőpár nyomatékát , $ pedig az általa előidézett 
fajlagos elcsavarodás átlagértékét jelenti. Utóbbi t oly módon határozzuk meg, 
hogy a szakaszhosszúságú rúddarab két végkeresztmetszete közt jelentkező 
viszonylagos elcsavarodás szögét a szakaszhosszal elosztjuk. 

5. A helyettesítés elve 

A prizmatikus ta r tó merevségi jellemzőit ismerve, a prizmatikus t a r ló t 
az alakváltozások szempontjából oly prizmatikus rúddal helyettesí thetjük, 
melynek merevségi jellemzői a prizmatikus t a r tó merevségi jellemzőivel egyez-
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nek [15, 16]. A helyettesítés során nem szabad azonban figyelmen kívül hagyni 
az t a tényt , hogy a nyíróerők a hevederes és rácsos keret tar tók alakváltozására 
döntő kihatással vannak. Olyankor tehá t , midőn a nyíróerők számottevő 
értékűek, a nyíróerők okozta alakváltozások — a prizmatikus rúd esetével 
ellentétben — nem hanyagolhatók el. 

A prizmatikus tar tónak prizmatikus rúddal való helyettesítése természe-
tesen csak akkor megengedett, lia a pr izmatikus tar tó alakváltozása a prizma-
t ikus rúd alakváltozásával kellőképp jellemezhető (3. ábra). Olyan esetekben 
tehá t , melyekben a prizmatikus t a r tó csak helyi alakváltozást szenved, 
t ehá t tengelye nem görbül meg, illetve síkja nem torzul el (4. ábra), a helyette-
sítés elve nem alkalmazható. 

A helyettesítő módszer használata általában annál kisebb hibát ered-
ményez, minél inkább hasonlít a helyettesítő rúd alakváltozása a helyettesí-
t e t t ta r tó alakváltozásához. Ezek szerint az elkövethető hiba szempontjából 
ál talában az a kedvező, lia a tartószakaszok száma nagy, illetve a szakasz-
hossz a tartóhosszhoz viszonyítva kicsiny. Háromnál kevesebb szakasz eseté-
hen a helyettesítő módszer alkalmazása nem javasolható. 

A helyettesítő módszer alkalmazása főleg akkor egyszerű, ha a prizmati-
kus tar tó merevségi jellemzői ismeretesek, a prizmatikus tar tó t helyettesítő 
prizmatikus rúd stabilitás-problémája pedig megoldott. A számítások meg-
könnyítésére az alábbiakban bizonyítások mellőzésével közöljük a legfonto-
sabb esetekre vonatkozó képletanyagot. 

Az i t t közlendő képletek párhuzamos övű hevederes (Vierendeel) t a r tókra 
vonatkoznak. E tárgyal t tar tók övei végig állandó keresztmetszetűek, hevede-
rei pedig az övekre merőlegesek és szintén állandó keresztmetszetűek. Az övek 
és hevederek kapcsolata sarokmerev. 

3. ábra. A p r i z m a t i k u s t a r t ó és az 
azt he lye t tes í tő p r i zma t ikus r ú d 

4. ábra. Helyet tes í téssel n e m 
t á r g y a l h a t ó k iha j lás i f e l ada t 

6. A hevederes tartók merevségi jellemzői [16, 17] 
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Feltesszük, hogy a tar tó síkja függélyes, övei vízszintesek. A tar tó felső,, 
illetve alsó övének keresztmetszeti területe F1, illetve F2, a hevederek kereszt-
metszeti területe F3. Л felső öv merevsége a t a r tó síkjával párhuzamos, illetve 
arra merőleges hajlítással szemben Alt illetve Blt csavaró merevsége Clf 
húzó (nyomó) merevsége Dv Az alsó öv esetében ugyanezek a mennyiségek 
A2, B2, C2, B2, a hevederek esetében pedig A3, B3, C3, D3. 

to г l ° 

t t t 

KB 

tó 

,5. ábra. P r i zma t ikus hevederes t a r t ó 

a) Tiszta húzás (nyomás). Ebben az esetben a búzó(nyomó)erő a két öv 
együttesének S súlypont ján átmenő tengelyben működik (6. ábra). A hevede-
reket, valamint az öveknek a hevederek folytatásába eső szakaszait tökélete-
sen mereveknek feltételezve, a ta r tó húzó(nyomó) merevsége : 

D = 1 (I\ + D2). 

•V f --

-—l 
-ж T " 

— 

/ 

<>. ábra. Tisz ta húzás 

b) Tiszta hajlítás a tartó síkjával párhuzamosan (7. ábra). A hevedereket 
és a folytatásukba eső övrészeket mereveknek tekintve, a t a r tó hajl í tó merev-
sége 

A = 1 ( A + A2 + Bie* + IFA)-
'o 

7. ábra. T i sz ta ha j l í t á s a t a r t ó s ík j áva l p á r h u z a m o s a n 
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с) Tiszta hajlítás a tartó síkjára merőlegesen (8. ábra). A hevedereket és 
a folytatásukba eső övrészeket most is mereveknek tek in t jük . Ez esetben a 
t a r t ó hajl í tó merevsége 

в = 1 (В, + вл 
'о 

м С ^ ' 
Ж Ш 

И 

8. ábra. Tiszta h a j l í t á s a t a r t ó s ík já ra merőlegesen 

d) Tiszta csavarás (9. ábra). Éhben az esetben, az előzőekkel ellentétben, 
a hevedereket és a folytatásukba eső övszakaszokat nem szabad mereveknek 
tekinteni . A t a r tó csavaró merevsége : 

q = q 1 Q 12 Bx B2C3 h-
1 2 T2B1B2h + {B1 + Bo)C3t ' t ' 

9. ábra. T i sz ta csavarás 

7. Rácsos tartók merevségi jellemzői [ 16, 18] 

Az alant közlendő képletek párhuzamos övö, rácsos keret tar tókra 
vonatkoznak. A t a r tó rácsozását a 10. ábra szemlélteti. 

A ta r tó mindkét öve teljes hosszaban allando keresztmetszetű, a racs-
rudak, a két szélső rácsrúd kivételével, azonos keresztmetszetűek és felváltva 
e l len te t t dűlésűek. A rudak kapcsolata sarokmerev. 

t 4- 1 4 1 >| 

10. ábra, P r i z m a t i k u s rácsos k e r e t t a r t ó 

106 



Feltesszük, hogy a ta r tó síkja függőleges, övei vízszintesek. A rudak 
keresztmetszeti területét és merevségét ugyanúgy jelöljük, mint 6. alat t , a 
különbség mindössze az, hogy az A3, B3, C3, f).t betűjelek ez esetben a ferde 
rácsrudak merevségi adatai t jelölik. 

Az alant közlendő merevségi értékek a tartóvégektől távolabb fekvő 
tartószakaszokra vonatkoznak. 

a) Tiszta húzás (nyomás). Ebben az esetben (11. ábra) a húzó erőnek a 
t a r t ó vízszintes középtengelye felett 

I)x — J)2 h 

I ) 2 
У 

• Í 7 

11. ábra. T i sz ta húzás 

távolságban kell működnie. A ta r tó húzó (nyomó) merevsége : 

D =D, D 2 + 
12 A3D3st 

12 A3t2 + D3h2s2 

b) Tiszta hajlítás a tartó síkjával párhuzamosan (12. ábra). Ez esetben 
a t a r tó hajlító merevsége : 

A , + A 2 + A31 , (Z>3 h2s2 + 12 A3t2) DJ), + 3 A3D3 (Dx + P2)st ^ 
(.D3h2s2 + 12 AJ) (D1 +/Л.) + 12 A3D3st 

1:1. ábra. Tisz ta ha j l í t á s a t a r t ó s ík j áva l p á r h u z a m o s a n 

c) Tiszta hajlítás a tartó síkjára merőlegesen (13. ábra). Ilyenkor a t a r tó 
haj l í tó merevsége : 

B = BX+B2+ В з С * 8 1 . 
- B3h2 + CJ 

13. ábra. T i sz ta ha j l í t á s a t a r t ó s í k j á r a merőlegesen 
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d) Tiszta csavarás (14. ábra). Ezen igénybevételi esetben a ta r tó csavaró 
merevsége : 

14. ábra. T i sz ta csavarás 

ahol 
tb 

2 B3ht2 C3h (t2—h2) 

b = 3 BXB2 + 4 (B3t2 + C3h2) + (BA • У (4 B3t* + C3h2), 
s b s 3 

с = 3 BXB2 + 4 B3 (C3 - D3) b[- + (Bx + B2) (2 B3 + C3) . 

8. Prizmatikus rudak stabilitásképletei 

Az alábbiakban a prizmatikus rudak kihajlására, illetve kibicsaklására 
vonatkozó egyes fontosabb képleteket táblázatba foglaltuk. A szóbanforgó 
képletek birtokában az illető rudak igénybevételéhez hasonló módon igénybe-
ve t t prizmatikus t a r tók stabilitás kérdései egyszerűen bírálhatók el. 

a) Kihajlási esetek [3—4]. Az idevonatkozó képletanyagot az 1. táblá-
za t foglalja össze. 

b) Kibicsaklási esetek [3—4]. Az ezekre vonatkozó képletek a 2. táblá-
za tban találhatók. 

c) Kifordulási esetek [5—14]. A megfelelő képletanyagot a 3. táblázat 
tartalmazza. Ezek a képletek két végükön felfüggesztett ta r tókra vonatkoz-
nak . Hasonló szerkezetű egyszerű képletek állíthatók fel a közbenső ponto-
kon felfüggesztett két támaszú t a r tók ra is [6, 8]. 

Meg kell jegyezni, hogy az a , b és с a lat t i képletek kezdeti görbültség 
nélküli oly tartóelemekre érvényesek, melyek terhelése pontosan a ta r tó ten-
gelyvonalában, illetve szimmetriasíkjában működik. Ha ezek a feltételek 
nincsenek teljesítve, akkor a t a r t ó a terhelés hatására már kezdettől fogva 
meggörbül, illetve meglevő görbülete továbbfokozódik. Ilyen esetekben 
„kri t ikus" erőről nem is beszélhetünk, mert a ta r tó teherbíró képességét nem 
valamely indifferens egyensúlyi állapot elérése, hanem a bekövetkező alak-
változás veszélyes mértéke szabja meg. Épp ezért ú jabban , a szilárdságtan 
egyre növekvő figyelmet szentel a tar tók teherbírását lényegesen befolyásoló 
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1. táblázat. Kihajlási esetek 2. táblázat. Kibicsaklási esetek 3. táblázat. Kifordulási esetek 



különféle munkahibák és egyéb zavaró hatások tanulmányozására. A prizma-
t ikus rudakra vonatkozó idevágó ú jabb kutatások eredményei, természetesen, 
célszerűen értékesíthetők prizmatikus tar tók esetében is [12—14]. 

.9. A helyettesítő eljárás pontosságának ellenőrzése 

Alkalmazzuk a javasolt közelítő eljárást valamely olyan feladatra, 
melynek pontos megoldása is aránylag egyszerűen előállítható! E célra a 15. 
áb rán fel tüntetet t kihaj lás feladatot választjuk. Az ábrán fel tüntetet t heve-
deres ta r tó tökéletesen rugalmas és tökéletesen merev részekből áll. (A 
merev részeket az ábrán csíkozás tün te t i fel). A ta tóvégek csuklósan van-
nak megtámasztva. 

Z Z J 

2a 

Jb 

2a 

Ж 

2a 

15. ábra. Merev és r u g a l m a s 
rúdrészekből álló hevederes t a r t ó 

16. ábra. A 15-ábrán f e l tün te t e t t 
t a r t ó k iha j lása 

a) A pontos számítás. A kritikus nyomóerő pontos értékének megha-
tározására a technikai szilárdságtanban szokásos módszert követjük. A 
ta r tó t rugalmas és merev tartórészekre osztjuk. Az Euler-féle 

y"+co*y = 0 

differenciálegyenletből indulunk ki, melyben 

A rugalmas tartórészeken 

a merev tartórészeken 

-B(x) 

В = By + B 2 = konst, 

В 

A t a r tó a rugalmas tartórészeken szinuszvonal szerint görbül meg, a merev 
részeken a tartótengely egyenes marad (16. ábra). A megoldás során figye-
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lembe kell venni azt a követelményt, hogy a görbe és egyenes részek határán 
a tartótengelyek végeinek érintőlegesen kell egymáshoz csatlakozniok. A szá-
mítást elvégezve az t találjuk [15], hogy kihajlás esak akkor lehetséges, lia 

2 a> • sin m a (cos 2 со a — со b • sin 2 со a) — (cos 3 toa — cob • sin 3 со a) = 0. (1) 

Ha ezen egyenletből a legkisebb lehetséges со ér téket — az com i n-ot— meghat á 
rozzuk, a kritikus nyomóerő pontos értékét a 

Pkr = w 2 m i n (Bi + B2) (2> 
képlettel számíthat juk. 

b) A közelítő számítás. Ebben az esetben a ta r tó merevségének meg-
határozására a 6c a la t t i 

£ = ' ( ^ + 5,,) (3> 
t-0 

képletet használhatjuk, a krit ikus nyomó erőt pedig az 1. táblázatból kivehető 

képlettel állapíthatjuk meg. 
c) A pontos és közelítő számítás eredményének egybevetése. Végezzük el az 

a), illetve b) alat t emlí te t t számításokat az 

a = 0,9, b = 0,1, с = 1 , 0 , 1 = 6,0 
esetre ! 

A pontos számítás szerint először az (1) egyenletet kell felírnunk : 

0,2 G) • sin 0,9 со (cos 1,8 со—0,1 со • sin 1,8 со) — (cos 2,7 со—0,1 со, sin 2,7 а>) = 0 . 

Е trigonometriai egyenletnek megfelelő legkisebb со érték : 
wmin = 0,55165. 

Ha ezt az értéket a (2) képletbe betesszük, a krit ikus nyomóerőre a 

Pkr = 0,3043 (Bl + Bt) (5> 
értéket kapjuk [15]. 

A közelítő számítás során először a t a r t ó átlagos merevségét kell kiszá-
mítani a (3) képlet segítségével. Minthogy esetünkben t = 2,0, /0 = 1 , 8 , a 
t a r tó haj l í tó merevsége : 

2 0 
B = y i B l + B2). 

1,8 

Ezek után a kritikus nyomóerő a (4) képlettel állapítható meg. A számítás 
eredménye [15] : 

Pkr — 0,3046 (B1 + B2). (6) 

Az (5) és (6) a la t t i értékek egybevetéséből látható, hogy az adot t eset-
ben a közelítő eljárás alkalmazása révén elkövetet t hiba mindössze 0,1%-nyi. 
Ez a körülmény az alkalmazott közelítés jogos voltát igazolja. 
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Összefoglalás 

Л tanulmány olyan eljárást ismertet, mely egyenes irányban egymás 
u tán sorozott, azonos alakú és tulajdonságú részekből összetett, síkbeli t a r tók ra 
vonatkozó stabilitási feladatok, közelítő megoldására alkalmas. Az eljárás 
lényege : a t a r tónak egyszerű prizmatikus rúddal való helyettesítése. E célra 
oly rudat kell alkalmazni, amelynek támasztása és terhelése, nemkülönben 
húzással (nyomással), hajlítással, illetve csavarással szemben való merevsége 
az eredeti tar tóéval azonos. 

A tanulmányt több táblázat és egy számpélda egészíti ki. Utóbbi lehető-
séget nyújt a helyettesítő eljárás alkalmazásából származó hiba számszerű 
megállapítására. A vizsgált esetben az elkövetett hiba jelentéktelennek bizo-
nyról . 
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