LOSUNGEN EINER MIT DEM DOPPELVERHALTNIS ZUSAMMEN-
HANGENDER FUNTIONALGLEICHUNG

Herrn G. Hajés zum 50-sten Geburtstag gewidmet
von

J. ACZEL,' K. FLADT? und M. HOSSZU3

§ 1. H. ReicHENBACH [5] gelangte bei seiner Einfithrung des relativisti-
schen Zeitbegriffes zu der Funktionalgleichung

W e+ t) — £0) / fett) —fE+t) _ gy oo
fe+1t) — O fe+8) —fe+ 1)

(rechte Seite von ¢ unabhéingig). Der Symmetrie halber setzen wir

=0 — %y, bag=23 — %y, L=20;, — %, t; =23 — 2,
und erhalten

(2) & — ) _f(x—x;)/f(x_x1) — flx — z,) e i
f(x — ) — flx — 25) | f(x — 2,) — [z — )

(rechte Seite von x unabhingig), wobei

%1, %5, Xy 5 %,)

Gy — Ty, Ty — Xy, Xy — X)) = F(y, %5, X3, %)

geschrieben wurde. — Auch umgekehrt folgt (1) aus (2) mit z, = 0, 2, = —t,,
Xy = —ty, &y = —t;, 0 dass (1) und (2) dquivalente Funktionalgleichungen sind.

Der in [5] zur Losung von (1) verwendeter Gedankengang ist — wie J.
von NEUMANN darauf hingewiesen hat — unvollstdndig und ergibt auch nicht
alle Losungen. Das Ziel, wofiir die Losung von (1) dort gebraucht wurde, kann
iibrigens auch an anderen Wegen erreicht werden ([5], [4]), die Funktional-
gleichungen (1) und (2) sind aber auch sonst interessant, da sie die Invarianz
des auf einer nicht unbedingt linear geeichten Skala gerechneten Doppelver-
héltnisses gegeniiber gleichzeitiger Verschiebung der vier Koten fordert.

Wir wollen hier die Funktionalgleichung (2) unter sukzessiv reduzierten
Regularitatsbedingungen l6sen. — Thre Giiltigkeit wird natiirlich nur dort
vorausgesetzt, wo sie einen Sinn haben, (also die Nenner f(z — x,) — f(x — ;)
und f(x — ;) — f(x — 2,) nicht verschwinden), insbesondere werden (auch
an einer unendlichen Punktmenge mit endlichem Hdéufungspunkt) konstante
Funktionen f(x) im vorherein ausgeschlossen.

1 Debrecen.
2 Calw.
3 Miskole.
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(2) wird u. a. durch
(3) (@) =2, tg kx, th ke

erfiillt und wenn f(x) eine Losung von (2) ist, so sind auch alle
af(x) +b
of(@) +d
mit beliebigen Konstanten a, b, ¢, d (ad — bc # 0) Losungen. — Wir wollen
zeigen, dass mit (3) und (4) im wesentlichen die Losungen erschopft sind.

§§ 2, 4 und 8 stammen vom ersten, §§ 1 und 3 vom zweiten, §§ 5,6 und 7
im wesentlichen vom dritten Verfasser, die Verff. haben aber die Bemer-

kungen von einander und von anderen Kollegen, insbes. die der Herren Z.
DarG60zY (Debrecen) und E. Vincze (Miskole) mehrfach verwendet.

§ 2. Wir schreiben (2) in die Gestalt
f@— ) — f(x — x5) flx — 2,) — f(x — x,)
flx —2,) — fl@ — a3) flx — x,) — f(x — x,)

und setzen x; = x, ein. So sehen wir, dass

(4) g(x) =

= F(x,,2,, 23, %)

(3)

B (st 20505510, ) =40
ist. Nach dieser Feststellung dividieren wir beide Seiten von (5) durch x, — 2,:
fle —m) — f(x — ) 1 [ — ) — fex — 2,)
o f& — x,) — f(x — %) f(x —2,) — flx — 2,)
Fwy, 05, a5 03) — H(@0y, X5, T35 74)

273 ‘—xl

(6)

Wir setzen f(x) als differenzierbar voraus (hier und im folgenden wird Differen-
zierbarkeit mit Ausnahme von sich im endlichen mwicht hiufenden singuliren
Stellen — die also hochstens eine ins Unendliche divergierende Folge bilden —
vorausgesetzt). Dann hat die linke Seite von (6) bei Néhern von a, zu 2, einen
Grenzwert, also auch die rechte, so dass die partielle Ableitung F (z,, v,, 2, 2,)
existiert. Wir wihlen etwa z; = 0 und erhalten

f (x) f(x = xz) e f(x e x-i) ) F,:a((), &5 0, x4) .
fle —xy) — f(@)  flx) — fle — )
Durch Einsetzen von w; = x, folgt hieraus wieder

Fi,(0,2,,0,2,) =0

(7)

und so folgt aus (7) durch Division mit z, — «,
f(=) flx — x3) — flx — x,) 1
flx — x5) — f(x) Ty — %y f(®) — f(x — z,)
L F (0, 24, 0, 2,) — Fy (0, 25, 0, %)
Ty — Xy

(8)
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Wegen der Differenzierbarkeit von f(x) hat die linke Seite einen Grenzwert bei
x4 — ,, also auch die rechte, so dass auch F% , (0, z,, 0, x,) existiert und so wird
aus (8)

SO —m) g0 00
(f(z) — flx — =,))?
und mit * — x, =y, h(t) = — Fy,(0,¢0,¢) wird
'@ 1)
9 T = fh(x —y).
g G —fay Y
Aus
2=h(x — y)
folgt aber
2. +2,=0,
so dass aus (9) mit
f'() f'(y)

T (o — 1)y
sich das Bestehen von
(10) (fl@) — @) (F"@) f'(@) + 1 () () = 2 ' (@) f ) (' (@) — F (@) (=) #=1(@))
ergibt, falls f(z) zweimal differenzierbar ist.

§ 3. Setzen wir in (10) einen konstanten Wert y, fiir y ein (f'(y,) 5= 0:
ein solches 7, existiert, denn sonst wire f’(y) = 0, also f(y) konstant, was
ausgeschlossen wurde), so erhalten wir fiir » = f(z) eine Gleichung der Gestalt

(11) au” + bu’ + cuu’ + (uu” — 2u'2) =0.

Setzen wir voraus, dass f(x) finfmal differenzierbar ist, so ergibt dreimaliges
Differenzieren und Elimination der Konstanten a, b, ¢ (die fiinfte Ableitung
von u fillt heraus):

w' u uu uu'’' —2u'?
ulll ul! uuli + ul2 uu’ll — 3ulu/!
u[V uu/ uu/// + 3u/u// uu[v - 2uluul -— 9 uuz

w uwV wulV 4w 302 uuV —uwuV — 8w

u// u/ 3ulull = uuz
u""u/' 4.’1,6,’11/,” + 3,“//2 qu[V Ln 8uuuru
uu ’U/I ulz - ’U;”U;”
u]vu/n 4ululll + 3 ull2 ululv - 8 unuru -

= (w2 —4u'v'u" +3u"3)2=0

’

d.h.
2u'u — 3u'’2\
u'?

’3
0=u’2ulv_4u’u”u”'+3u”3=u_ = 1
2
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Da u” = 0 auf Punktmengen mit Hiaufungspunkt im endlichen ausgeschlossen
wurde, muss (hochstens mit Ausnahme von sich im endlichen nicht hiufenden
singuldren Stellen) der zweite Faktor verschwinden. Das Integrieren ergibt

2ul ulll 4t 3“”2

’¢

(12)
u'?

=4K  (konstant).

Man bemerkt, dass auf der linken Seite eben die sogen. Schwarzsche Ableitung
steht.

Schreiben wir (12) in die Gestalt

o ”n

2u'u’' u'" —3u'? u

u't u'?

und integrieren, so erhalten wir

”o
L MY X R
u'3 u'
d.h.
f“[:ou@—4kwt (C == 0)
dx

(C = 0 wiirde K = 0, " = 0, u = ax - b ergeben, was in der Endformel (13)
auch enthalten sein wird) und durch nochmaliges Intergrieren (Cu’ — 4K =
= [_2)

dt

du’
i ju’l/C'u'—ziK J1+4Kt?

— 2t (K = 0)

—%arctg,‘zkt (K== 0) ,

e B 1K B}

k
L ea
2
1t
t={ — —tgk(x — ;) ,
2kg( o)

1
s th k(x — z,)
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= : ol o
(x — @,)®
__4K 1 B
1 =] ———— (Bs0).
“ C o - Ct? sin2 k(x — x;) (B+0)
Sl
sh? k(x — ;)

Integrieren wir noch einmal, so erhalten wir schon — héchtens mit Ausnahme
einer ins Unendliche divergierenden Folge von singuliren Stellen — die
allgemeine (fiunfmal differenzierbare) Liésung

b
PREN TLOLCTRE.
+ B(x — =,) rd
fe ks
(18)  fl@) =u= A-{—Bctgk(x—xo)zjtggk—iid (ad — b ==0)
athkx-+b
AL Bothlils waya2 2 TE
Ll e e Sarr e

der Funktionalgleichung (2). (Natiirlich bleiben diese auch an den vorher
ausgeschlossenen singuliren Stellen giiltig — iiberall, wo f(x) stetig ist.)

§ 4. Man kann aber (10) (oder (11)) auch ohne Voraussetzung der Existenz
von Ableitungen hoherer Ordnung als der zweiten 16sen. Besonders einfach gestal-
ten sich die Rechnungen, wenn wir in Betracht nehmen, dass zusammen mit
f(x) auch alle g(z) von der Gestalt (4) die Funktionalgleichung (2) und damit
auch (10) erfiillen:

(14) (9(2) — )(g” gy + 9 @) g"(y)) =
=2¢')g'®) (9@ —g'®) (9(x)F9®).

So konnen die in (4) figurierenden Konstanten a, b, ¢, d so gewihlt wer-
den, dass g(y,) = 0, ¢'(y,) = 1, 9" (y,) = 0 sei. Tatséchlich wird das bei

- a=2f(Y), b=—2fY)f ("), c=Ff") d=2F(¥)*— (Y)Y
eintreffen. Hier ist
ad — be = 4 f'(y,)* 40

falls f"(y,) # 0 ist, und ein solches ¥, gibt es immer, da laut Voraussetzung
f'(x) == 0 war. Im folgenden kénnen wir ohne Einschrinkung der Allgemein-
heit y, = 0 setzen, also gilt

(18) g(0)=0, ¢g'(0)=1, ¢"(0)=0
fiir
(16)  gl@)=2F(0) f(x) — £(0)

17(0) f(z) + 2£(0)2 — £(0) "(0)
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Setzen wir in (14) y = 0 ein, so erhalten wir fiir v = g(z) die Differen=
tialgleichung

(17) uu" =2u' (v — 1),
ein bekannter Typus (x kommt dusserlich nicht vor). Division durch %3 (fiir

% == 0)

wru" —2uu'(u — 1)

=0
ud
und Integration ergibt
u —1 _K
u?

d.h.

du

— =1 4+ Ku?,

dx i

(was wegen (15) schon auch fiir x = 0, w = 0 giiltig ist) und nach nochmaliger
Integration (wegen %(0) = 0)

U (K = 0)

. du %arc tghku (K =4k2>0),
r=| —
Jl—}—kuZ
0 1
—l;ar thku (K= —k? <0)

T

1
—tokx .
I g

lth kx
k

Wegen (4) (oder (16)) sind also tatsédchlich (13) die allgemeinen (2weimal diffe-
renzierbaren) Losungen von (2). — Der scheinbare Widerspruch, dass in der
durch (15) (scheinbar sogar iiber-) bestimmten Losung (18) der Differential-
gleichung zweiter Ordnung (17) noch eine beliebige Konstante % figuriert,
erklart sich dadurch, dass %(0) = 0 eine singulidre Stelle der rechten Seite von

’ I___l
g 2W ' =1)
u
ist.
§ 5. Wenn man nun nur die Huistenz einer stetigen ersten Ableitung

von f(x) voraussetzen will, so kann man von (9) ausgehen. Wieder ist es zweck-
méssig statt f(z)

(19) g(x) = f(z) — 1(0)
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zu betrachten, die im Sinne von (4) der Funktionalgleichung (2) und damit
auch der Funktionaldifferentialgleichung (9) ebenfalls geniigt:

(20) 9@ I _ g

(g(x) — g(v))? =

fiir die aber schon
g(0) =0

gilt. (Wire eben 0 eine singulédre Stelle von f, so kann man einen beliebigen
anderen konstanten Wert von @ wihlen, die beziiglichen Betrachtungen bleiben
mit kleinerer Modifikation auch so giiltig.) So folgt aus (20) mit y = 0

(21) aey— L@ 0

Ist ¢g’(0) = 0, so wird A(z) = 0 und wegen (19) und (20) f'(z) = g’(x) = 0,
was ausgeschlossen war. Also ist
(22) g'(0)=0.

Aus (20) wird wegen (21)

9

(23) 70 0@ —0@) _ gw—y>

g'(x)g'(y) g'(x—1y)

(ausser fiir die Nullstellen der Nenner). Nehmen wir die Quadratwurzel des
Betrages beider Seiten, so erhalten wir

ge—y _ g V'g’(o)\_ 9) V‘ g'(0)
4 g

Miee—v] Tid@]

g'(¥) 19'(y) | ()
so dass fiir
() g'(0)
24 8(x) = g : )— V‘—
e lg' (@] b g'(@)

die Funktionalgleichung
(@ — y) = s(x) c(y) — 8(y) c(2)

besteht. Die (in einem Punkte) stetigen Losungen dieser Gleichung sind aber
(vgl. etwa [8] und [1] Nr. 3.2.3.) ausser s(z) = 0 (was wegen (19) und (24)
ausgeschlossen ist)

s(x) = Bz, c(x)=cx+1

s(x) = Bsinkx,  c¢(x) = csinkx + cos kx

8(x) = Bshikx, ¢(x) = csh kx 4 ch kx,
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so dass (24) (mit 4 = B|[g’ (0)]

g(x) =

die allgemeinen (stetig differenzierbaren) Losungen von (2). —

ACZEL—FLADT—HOSSZU

T+ 0)

axr +b
cx +1
atg ke +0b
ctg ke +1
athkx4 b

cthkr 41

Az
cx +1

A tg kx
ctghr 41

A th kx
¢ th kz 4 1

(@ —bc=0)

(In den bisherigen

Betrachtungen wurden die Vorzeichen der Quadratwurzeln nicht prizisiert, dain
§§ 7—8 ohnehin exakte Untersuchungen unter schwicheren Bedingungen folgen.)

§ 6. Ja, es geniigt sogar die Existenz einer in Umgebung eines einzigen
Punktes existierenden und stetigen Ableitung der stetzgen Funktion f(x) voraus-

zusetzen. — Wir kénnten dies auch von (2) (bzw. (

5)) direkt ableiten, wir

wollen aber (2) zuerst auf eine andere, dquivalente Gestalt bringen, die auch

im weiteren vorteilhaft sein wird.

(t=1,2,3,4) in
f(t) — f(ts) 1(ty)

— f(ty)

(25)
fits) — fits) 1(t,)

— [ty

odér mit z = ¢, F(0, z,, x,, x,) = G(—x,, —x;, —%,) In

fty) — fts) 1(ts)

— [(t,)

(26)
f(ts) — fits) fty)

— [ty

(vel. auch (1)) tiber. Setzen wir in (26) £, = 0, so haben wir

(5) geht nimlich mit » — a; =¢;
=Fx—1, t—1t, ©—1,;, x—1,)
= G(ly — ty tg—1t, 1y — 1)

Gty 1o, 1 = 1O = 1) flt) — 1)
f(ts) — f(t5) F(0) — f(ty)
also
=1 = Tt —fe—t
Bl — el bl — L
Ll Sl vy Ty
so dass (26) in
i) — 1 )f) f(t4) i =i t) =t la—2)
fit)) — 18s) ft) — [(&)  fla—t)) — flla—1)  F(O) — fity —t)
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itbergeht. Daher gilt bei fixem f, = ¢, (wo die Nenner nicht verschwinden)
f(ts) = f(tz) f(t3 e t1) = f(tz _t1)

Hit,, ) = [ — 1) — flo— 1) f(t) — f(t)
F0) — flto —1t))  f(ts) — f(ty)

d.h.
(28)

£(ts) — f(t,) L _ g gy fts—=t) —£0) 1
ts—t,  flts) — f(ty) : ts—t  flts—t,) — fity—

Bei dem Grenziibergang t,— ¢, (¢! = t, — {, — 0) sieht man, dass

(29) o i R L f(0)

-0 t
existiert, falls
tot,  lg— 1

fiir ein t, existiert, und umgekehrt, wenn schon (29) existiert, so existiert
auch (30) fiir alle t,. Also ist f(z) (h6chstens mit Ausnahme von sich im endlichen
nicht hdufenden — isolierten — singuldren Stellen) @berall differenzierbar und
die Ableitung ist in einem Punkte stetig. So konnen wir den Gedankengang in
§ 5 verwenden und erhalten wieder (13) als allgemeine Losung.

Man kann iibrigens (23) auch hieraus ableiten: Falls der in Rede stehende
Grenziibergang ¢, — ¢, durchfithrbar ist, wird aus (28)
(31) =t

fity) — fitz) 1(0) — fits — 1) °
Ebenso folgt aus (27) durch Multiplikation mit #; — ¢, und Grenziibergang
iy — 1,
f(tz) ['(ta —1)
Dividieren wir (32) mit (31), wo die Nenner nicht verschwinden, (aus (31)
ist H(t,t)[f(0) 50 — abgesehen von isolierten Stellen — ersichtlich), so

erhalten wir
(f(ts) — f(t))* _ (flty — 1)) — f(0))?
I'(t)f(t) 1)t —1t)
d.h. mit der Bezeichnung (19) eben die Gleichung (23).

§ 7. Endlich sefzen wir schon gar keine Differenzierbarkeit voraus. — Wir
setzen aber natiirlich auch weiter voraus, dass f(x) hichstens in einer Punkt-
menge ohne endlichen Hiufungspunkten — d.h. in einer ins Unendliche diver-
gierenden Punktfolge — mnicht definiert (unendlich) und hichstens auf solchen
Punktmengen konstant ist. Man kann ohne Einschrinkung der Allgemeinheit

(32)
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voraussetzen, dass f(0) einen Sinn hat (endlich ist). Laut Voraussetzung gibt
es eine Stelle z, wo f(z,), f(—z,), f(2x,) endlich und

f@o) #1(0),  f(— ®) F(0), f(220) # [(0)

sind. Denn wiirde in jedem Punkte entweder f(x) = f(0) oder f(—z) = f(0)
oder f(2x) = f(0) gelten, so wiirde f(z) auf einer Menge mit endlichem Hiu-
fungspunkt konstant sein. Wieder kann man ohne Kinschrinkung der All-
gemeinheit voraussetzen, dass x, = 1 ist, also

) #££0), f(—1)=££0), f(2)=10)
— Im Sinne von (4) bleibt (2) — und damit auch (25) — auch fiir die Funktion

flx) — f(1) 1(0) g(x) — /(1)

33 e e NI ==
. " =m0 7w -
mit

fil) — 1) 1 1(0) — /(0) .
34 l=——=0,——_=0, —1), g(2 dlich
e T e ol e
gltig:
(35) g(t,) — g(ts) g(ty) — g(ty) — F(@—t, @ty & — by, & — 1) .

g(ta) — g(ts) 9(t;) — g(ty)
Mit @ = 0 folgt hieraus
I{'(_ tl’ 5 53 tzy o= t3,— t4,) — g(tl) e g(tS) g(t2) ey g(t4)

d.h.

Fw_%vx_%ﬁ_wa_hkzma—xr—m%—x)ma—xw—mu~@
gt, — x) — g(ts — x) g(t, — x) — g(t, — @)

so dass (35) in
g(ty) — g(ts) g(ts) — gts) _ g(ty — %) — g(ts — %) g8, — %) — gty — %) __
g(ts) — g(ts) g(ty) —g(ty)  g(t, — ) — glts — ) g(t; — %) — gty — )
(36) gty — )
b —x) gty — o) — g(ty — @)

g(
gty — =) g(t, — x) — g(ts — )
(tl —#)

iibergeht. Wegen (34) wird aus (36) fir x = ¢, ¢, =1 + 1
(37) g(t,) —g(t;) gty + 1) —g(ty) i gty — 1) )
gty + 1) — g(t)  g(t) — g(ts) gty —t,)
Aus (37) folgt einerseits mit £, = 1, t, = 0 wegen (34)
g(ty) —g(2) _ _ g(ta— 1)
9(ts) g(—1)
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(9(— 1)~ 0 wie wir gleich sehen werden) d.h. mit

(38) . g—1=K, g2)K=cC
fiir #, =1
C

(39) el

i g(t)
und fiir ¢t — 1 = s auch

C

40) +1)=—"
( g(s + 1) E—g)

(bei g(t) # 0, g(s) 5= K), wobei C == 0 ist, (denn sonst wire g(x) konstant)
und wegen (38) und (34) auch K == 0. Anderseits folgt aus (37) mit ¢, = 1
wegen (34) und (40)
(t) gt + 1) —g(ty)
glt, — &) = g(1 — ;) Tl % d
Y Vgt +1) gt) —glt)
. c g(ty) — g(ty)

Das Spezialisieren ¢, =, — 1 ergibt wegen (38) und (39)

%)
c— [K = ](K — gty)
Bl —4) 9((;1) 9t,) =

(41)

(42)
g(t,) Kg(¢,)? — K*%(t,) + CK .

C g(t)*— Kgt,) +C

(da K = 0 ist und g(t,) = 0 bzw. g(t,)* — Kg(t;) -+ C = 0 hochstens auf einer
Menge ohne Hiufungspunkt im endlichen gelten kann), d.h.

t
—g(1—1,) g1 —1,) %K,

g(t;)
(43) NEIAE SRS
(h6chstens mit Ausnahme von sich im endlichen nicht hdufenden singuliren
Stellen), so dass (41) mit {, = @, ¢, = y in

g(®) g(y) — Kg(x) + C
9(y) — g(x)

(44) gx—y) =

iibergeht.

Nun kann man einerseits bemerken, dass alle etwa in einem Punkte
stetige (oder messbare) Losungen einer Funktionalgleichung der Gestalt (44)
auch (beliebig oft) differenzierbar sind (vgl. etwa [2] und [1] Abschn. 2.2),
so dass die in §§ 2—6 gegebenen Losungsmethoden dieselben allgemeinen Lisungen
(13) won (2) auch unter so allyemeinen Bedingungen ergeben.
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Anderseits ldasst sich (44) auch direkt losen: Man setze
h(zx) + AK
45 T et e B e
(45) g(x) S
(4 = 0 eine spiter zu bestimmende Konstante) in (44):

hz—y)+ AK _ (k@) 4 AK)(h(y) + AK) — 2 AK(h(x) + AK) + 4 4°C
24 2 A(h(y) — h(x))

um

hx) h(y) + 4%4C — K?)
46 h(x —y) =
i il h(y) — k(@)

zu erhalten. Zur Losung von (46) (vgl. [3] und [1] Kap. 2) treffe man die
Fallunterscheidung

1 4C — K2=0,

O 4C —K2>0,
8L 4C —K2< 0.
Im Falle 1 fithre man in
h(x) h
h(y) — h(x)
die neue Funktion
1
48 h(z) = ——
(48) () ")

ein, so dass (47) in

k(x —y) = k(x) — k(y)
oder
(49) k(y + 2) = k(y) + k(2)

(z =x — y) iibergeht, und die allgemeine, etwa in einem Punkte stetige
Losung dieser Funktionalgleichung ist

k(x) = kx

(k eine Konstante), so dass wegen (48)

1
50 R o
o ) kx
besteht.
Im Falle 2 wihle man in (46) 4° = . £
4C — K?
h(x) h(y) + 1
(51) B == ————,
h(y) — h(x)

(52) h(x) = ctg k(x)
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wird aus (51)

ctg k(x — y) = otg (k(x) — k(y)) d.h. k(x — y) = k(z) — k(y) (mod x)
oder

(53) k(y 4 2) = k(y) + k(z) (modm).
Die allgemeine (etwa in einem Punkte stetige) Losung dieser Funktional-
kongruenz (vgl. [6]) ist

k(x)=kx (mod x),
so dass wegen (52)

(54) h(x) = ctg kx
besteht.
Endlich wiihlt man im Falle 3 in (46) 42— — >
10— K*
(55) g DAMN —1
_ h(y) — h(x)
Mit
(56) h(x) = cth k(x)

wird aus (55)
cth k(x — y) = cth (k(z) — k(y))

d.h.

(49) k(y 4 2) = k(y) + k(=) .

So folgt auch hier (fiir in einem Punkte stetige k(x))
k() = ke

und mit (56)

(57) h(x) = cth kx.

(50), (54) und (57) ergeben mittels (45) und (33) hichstens mit Ausnahme
einer ins Unendliche divergierenden Punktfolge

a+blx ar+b

¢+ dfz cx+d

o) — a+botgkr  atghkx 40
¢ + dctgkx ctgke 4+ d

a+bcethkr  athkxr b

¢+ dcthkx ctghkx 4 d

als die allgemeinen in einem Punkte stetigen Losungen von (2).
Wir hétten (50), (54) und (57) auch so aus (47) bzw. (51) bzw. (55)

erhalten kénnen, dass wir f, (x) = lbzw. fo(x) = ctg x bzw. fi(z) = cth &
@

als Losungen dieser Gleichungen erkennen und bemerken, dass die allgemeinen
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(etwa messbaren oder in einem Punkte stetigen) Losungen von Gleichungen
wie (47), (51) und (55) durch
f(@) = fo(k2)

angegeben sind, wo f,(x) eine partikuldre Losung ist (vgl. etwa [3] und [1]
Abschn. 2.2). — Bei der obigen Beweisanordnung enthalten aber (48), (52)
und (56) auch iiberall unstetige (nichtmessbare) Losungen von (47) bzw.
(61) bzw. (55), falls fir k(x) auch die iiberall unstetigen (nichtmessbaren)
Lisungen der Funktionalkongruenz (53) bzw. falls fir k(x) auch die unstetigen

(nichtmessbaren) Losungen der Funktionalgleichuxg (49) in betracht genommen
werden; dann enthdilt

ak(x) + b
ck(x) +d
atg k(x) +

c tg k(x) +

a th k(x) + b
cthk(z) +

auch die @berall unstetigen (nichtmessbaren) Liésungen von (2).

§ 8. Die folgende Umformung fiihrt {2) auf einen allgemeinen Funktional-
gleichungstypus (1) zuriick, der auch in sich interessant zu sein scheint.
(5) lasst sich auch in die Gestalt

a

- fle+9) — flo + ) f@ +9s) — f@
f+y,) —flx+y) flx+g)— f(x+y,)
= F(—Y, — Yor — Y3» — Yy) =
B () — 1ys)  £(y,) — 1(y,)
1) — Hys)  1(y1) — 1(¥a)
(vgl. (1)) schreiben, was mit y;, =y, y; =0, und ¥, = y,, ¥ = z, (beide
konstant) in
fet+y) —f@) _ f@+yo) —fl®)  fly) — (@) fly) — f(0)
f@+y) — @+ ) f(x+yo0) —f@+x) (o) —F0) f(y) — (o)

oder mit

f@+y) — @) [(H) — )

k x) e (x + 0/ h = )
ox A L R g ey iy e
_ ) — f0)
_ "= o) = f
n
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iibergeht. Also gilt
(60) flx+y) =

1 — g(y) h(z)
Wir nehmen (59) in betracht:
__ fy) —f9)
"= ) =t
so dass (60) in eine Gleichung von der Gestalt
a(x) f(y) + b(x)
61 1 g} e BEL Y O
al M0 = o) ) + ato

iibergeht. Dies ist eine Verallgemeinerung der auch in [5] betrachteten Funk-
tionalgleichung

f(@ + y) = a(x) f(y) + b(x)

(s. auch [1] Nr. 3.1.3). — Die Losung der allgemeineren Funktionalgleichung
(61) ist unserer Meinung nach eine interessante, aber ohne Spezialisierung
der Funktionen a(z), b(x), ¢(x), d(x) schwierigere Aufgabe als die von (2).

Der hier folgende Gedankengang leistet eine starke Reduktion, die auf
leicht 16sbare Fille fithrt und zeigt zugleich die Verwandtschaft der obigen
Umformung mit dem im § 7 gefolgten Ldsungsweg.

Ahnlich wie im § 7 gibt es zwei Werte z, und «, derart, dass f(z,) und
f(xy) fl—=a,), f(2x,) endlich sind und,

f(@o) = f(20),  F(—2o) = f(20),  F(2%,) 5= F(2)

besteht und man kann ohne Einschrinkung der Allgemeinheit z, = 0, 2, =1
nehmen. Also wird

1(1) # f0), [(—1) = £(0), f(2)=1(0)
Im Sinne von (4) bleibt wieder (2) — und damit auch (58) auch fiir

@) — 1(0) £(1) g(a) — £(0)
62 el T S g SN BN
e B =S = e
(vgl. (59)) mit
(63) 9(0) — 0,ﬁ=0, g(— 1) 0 und g(2) £0
giiltig:

9@+ y) —g@+ys) 9@+ ) —g+y,)
g+ Y,) —9(x + ;) 9(x +9,) — 9=+ y,)
9y,
9W) —9(s) 9(%.) —9Ws)  9@) —9(¥s) 9(y,)
(¥,)

9ws) — 9(s) 9 — 9. 9w —g(ys) gy)
9(Y,)

8 A Matematikai Kutaté Intézet Kozleményei VII. A/s.



350 ACZEL—FLADT—HOSSZU

Wegen (63) wird hieraus mit y;, =y, ¥y, =2, y3 =0, yy, =1

(64) ge+y)—g) gEt+2—glx+1) g0y
g +2) —gx) glz+y)—glx+1) g
Aus (64) folgt einerseits mit * = 1, z = —1 wegen (63)
g9(2) _ 9%

92) —gly+1) g(—1)

Hieraus folgt, dass weder - 0 noch

= 0 sein kann, da sonst g(y) =

g g(—1)
= g(—1) oder g(2) = 0 (oder 1 = 0) wire trotz (63) und dass
C c
(65) -5 gpiy-x-
, L ST e e e 79)
gilt, wobei
(66) g2)=K,g(—1)K=C (C=0,K+0), g(— 1)=-§
war (vgl. (63)). Andererseits folgt aus (64) mit z = 1 — x wegen (63)
gr+y) —glx+1) 9(1—=2)
Das Spezialisieren y = —1 ergibt wegen (65) und (66)
c
~ —¢(2)
0. _g—=1 - ge—1—glx) __K—gl) _glx)
Kgl—2) g(l—a) gle—1)—gl+1) g w0 K
K —g(x) g(x)
d.h.

g(@) g1 —2)=C.
Hiermit und mit (65) geht (67) in

[K—lQmm—o

9(x+y) =
(68) 9(y) — g(1 — ) i = A

g=+1)g9(y) — g(x)g(1 — =)

_ Kg(x) g(y) — Cg(x) — Cg(y)
g9(x)9(y) — C
iitber und dies ist der gesuchte Spezialfall von (61).
Wieder sind alle etwa messbare Losungen von (68) auch differenzierbar

(vgl. etwa [2] und [1] Nr. 2.2.3, 2.2.4, wo eben solche Gleichungen behandelt
werden), man kann andererseits um sie direkt zu l6sen, in ihr

2 ACh(x)
(69) 9(96)—1———+ AKK()
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(4 =~ 0 eine spéter zu bestimmende Konstante) setzen, damit man mit einer
leichten Rechnung

i h(x) + h(y)

1 — A%(4 C — K?) h(z) h(y)

(auch Spezialfall von (61)) erhalte. Wir unterscheiden wieder die drei Félle

L 4C—K*=0, h(@+y)=h@)+ k@),
2. e iy TOe T P O T e L
Uil 1 — A(x) h(y)

1 h(x) + h(y)
3. i - Kt Ades — . B el L
i i et 1 + h(x) h(y)

Dies sind noch allgemeiner bekannte Funktionalgleichungen als die Gleichun-
gen (47), (51) und (55) (s. etwa [3] und [1] Nr. 2.2.8), ihre allgemeine etwa
messbare (oder in einem Punkte stetige) Losungen sind

kx
hz)= 3 tgkz,
th kx

so dass wir mittels (69) und (62) wieder — hdchstens mit Ausnakme einer ins
Unendliche dievrgierenden Punktfolge —

ax +b

cx +d

atgkx +0b

=)= ad — b 0
f() T eIA ( ¢ = 0)
athkx + b

cthkx 4+ d

als die allgemeinen, etwa messbaren (oder in einem Punkte stetigen) Losungen
von (2) erhalten, wihrend wieder

ak(x) + b
ck(x) + d

(70) flo) =) “EBEDOEL g oo, k@ +y) = k@) + k()

ctg k(@) +d ¥ ) ‘
ahdbiih - =k Al Gooded)

¢ th k(z) - d

auch nichtmessbare (iberall wnstetige) Lisungen von (2) enthilt. —

Alle unsere Betrachtungen lassen sich auch auf komplexe (die in §§
7—8 mit Endergebnis (70) auch auf allgemeinere) Funktionen anwenden.
Im Komplexen kénnen natiirlich die Fiélle mit tg und mit th vereint werden.

8*
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In den obigen Betrachtungen kénnen, wie man leicht sieht, die Mengen
ohne endlichen Héufungspunkt durch beliebige Mengen mit der Eigenschaft
I ersetzt werden. Dabei sagen wir von einer Menge, dass sie die Eigenschaft #
hat, falls bei einer beliebigen Einteilung des unendlichen Grundbereiches (des
Definitionsbereiches: etwa der Menge der rellen oder der komplexen Zahlen)
in endlich viel Teilmengen (deren Vereinigung also der Grundbereich ist)
wenigstens eine Teilmenge die Eigenschaft A nicht besitzt und Summen von
endlich viel Mengen mit der Eigenschaft £ auch die Eigenschaft £ haben.
U. a. haben auch die (im Grundbereich) nirgends dichten Mengen, die abzédhl-
baren Mengen (bzw. die Mengen kleinerer Michtigkeit als die des Grund-
bereiches) usw. die Eigenschaft E.

Die Funktionalgleichung (2) und die weitere (61) konnen auch durch
eine von E. ViNcze in [7] ausgearbeitete allgemeine Methode zur Losung
mehrerer Funktionalgleichungstypen behandelt werden.

(Eingegangen: 10 April, 1962.)
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PELIEHHUE OJHOIo0 ®YHKUMOHAJIbHOI0 YPABHEHMS,
MMEKOIIEIo CBsi3b ¢ AHTAPMOHHUUYECKHM OTHOIIEHHWEM

J. ACZEL, K. FLADT u M. HOSSZU
Pesome

B crarbe npuBefieHO HECKOJIbKO METOMOB pellleHusl (QYHKIUMOHAJILHOTO
ypaBHeHusi (2) — npu NOCTeleHHO cJlabelolX YCJIO0BUAX PeryJsipHOCTH.

HauGosee ofuiee HenpepbIBHOE peleHne, COOTBETCTBEHHO Haubojee obuiee
pellenne (Hampumep, 3a MCKJIOUeHHeM pacXojgdlleiicss I10CJef0BaTeIbHOCTH
Touek) umeer Buj (13), coorn. (70).

I10 GYHKUMOHAJIbHOE YypaBHeHHE ITOSIBUJIOCh B aKCHMOMATHYeCKOM ITOCT-
poenuy 1m0 Palixen0axy TeOpHUM OTHOCHUTEJIBLHOCTH M €r0 MO)KHO TOJIKOBaTb U
TaK, YT0 reoMeTpHYecKOe AHTAapMOHMUECKOe OTHOUeHMe JOJDKHO ObiTh HMHBaA-
PHAHTHBIM OTHOCHTEJIbHO OJIHOBPEMEHHOH TpaHCIALMM YeTHIPEX OTMETOK Ha
He 0053aTeJIbHO JIMHEHO pa3MeuveHHOH IIKaJle.
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