
LÖSUNGEN EINER MIT DEM DOPPELVERHÄLTNIS ZUSAMMEN-
HÄNGENDER F UNTION ALGLEIC H UNG 

Herrn G. Ilajós zum 50-sten Geburtstag gewidmet 

von 

J . ACZÉL,1 K. FLADT 2 und M. HOSSZÚ3 

§ 1. H. R E I C H E N B A C H [5] gelangte bei seiner Einführung des relativisti-
schen Zeitbegriffes zu der Funktionalgleichung 

m + u - m i fv + u - f j t + t ß = 

f(t+t2)-f(t)i f{t + t 2 ) ~ f ( t f - t x ) 

(rechte Seite von t unabhängig). Der Symmetrie halber setzen wir 

t — X #3 ) tß — »Kß Ä/j j — #3 #2 > í j — 3/ß X^ 

und erhalten 

(2) f(x - xß - f(x - x3) j K x - x J - n z - z J =F{XiiX2tX3;Xi) 

(rechte Seite von x unabhängig), wobei 

G(Xo X^ , Xß Xß t Xß ip^ 1 > ' ' ^4) 

geschrieben wurde. — Auch umgekehrt folgt (1) aus (2) mit x3 = 0, xx = —t3, 
x2 = —t2, x4 = —tx, so dass (1) und (2) äquivalente Funktionalgleichungen sind. 

Der in [5] zur Lösung von (1) verwendeter Gedankengang ist — wie J . 
von N E U M A N N darauf hingewiesen ha t — unvollständig und ergibt auch nicht 
alle Lösungen. Das Ziel, wofür die Lösung von (1) dor t gebraucht wurde, kann 
übrigens auch an anderen Wegen erreicht werden ([5], [4]), die Funktional-
gleichungen (1) und (2) sind aber auch sonst interessant, da sie die Invarianz 
des auf einer nicht unbedingt linear geeichten Skala gerechneten Doppelver-
hältnisses gegenüber gleichzeitiger Verschiebung der vier Koten fordert. 

Wir wollen hier die Funktionalgleichung (2) unter sukzessiv reduzierten 
Regularitätsbedingungen lösen. — Ihre Gültigkeit wird natürlich nur dort 
vorausgesetzt, wo sie einen Sinn haben, (also die Nenner/(ж — xß — f(x — x3) 
und f(x — xß — f(x — xß nicht verschwinden), insbesondere werden (auch 
an einer unendlichen Punktmenge mit endlichem Häufungspunkt) konstante 
Funktionen f(x) im vorherein ausgeschlossen. 

1 Debrecen. 
2 Calw. 
3 Miskolc. 

3 3 5 
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(2) wird u. a. durch 
(3) f(x) = x, tg Ax, th Ax 

erfüll t und wenn f(x) eine Lösung von (2) ist, so sind auch alle 
af(x) + b 

(4) g(x) -
cf(x) + d 

mit beliebigen Konstanten a, b, c, d (ad — bc У 0) Lösungen. — Wir wollen 
zeigen, dass mit (3) und (4) im wesentlichen die Lösungen erschöpft sind. 

§§ 2, 4 und 8 stammen vom ersten, §§ 1 und 3 vom zweiten, §§ 5,6 und 7 
im wesentlichen vom dritten Verfasser, die Verff. haben aber die Bemer-
kungen von einander und von anderen Kollegen, insbes. die der Herren Z. 
D A R Ó C Z Y (Debrecen) und E. V I N C Z E (Miskolc) mehrfach verwendet. 

§ 2. Wir schreiben (2) in die Gestalt 

f{x - jex) - f(x - x3) f(x - x2) - f(x - x4) 
1°) 7, i 7, i i, ч tt \ ~ ^ 1 ' 2 ' 3 ' 4' f(x - x2) — /(X - x3) f(x — xx) - f(x - x4) 

und setzen íCj — x3 G1H. • So sehen wir, dass 

F(xx, x2, x4, x4) = 0 

ist. Nach dieser Feststellung dividieren wir beide Seiten von (5) durch x3 — xx: 
f(x - xx) - f(x — x3) I f(x — x2) - f(x — x4) = 

x3 - xx f(x - x2) — f(x - x3) f(x — xx) - /(x — x4) 
(6) 

_ X2' X3> XÀ) P(X\> X2' XV Xi) 
X 3 X 1 

Wir setzen f(x) als differenzierbar voraus (hier und im folgenden wird Differen-
zierbarlceit mit Ausnahme von sich im endlichen nicht häufenden singulären 
Stellen — die also höchstens eine ins Unendliche divergierende Folge bilden — 
vorausgesetzt). Dann ha t die linke Seite von (6) bei Nähern von x3 zu xx einen 
Grenzwert, also auch die rechte, so dass die partielle Ableitung F'xf(xv x2, xx,x4) 
existiert. Wir wählen etwa xx = 0 und erhalten 

<7) Г - К й ' - Т Г Т ^ ф = п<0.*, 

f(x - x2) — f(x) f(x) — /(X - x4) 

Durch Einsetzen von x4 = x2 folgt hieraus wieder 

F'xf 0, x2, 0, x2) = 0 

und so folgt aus (7) durch Division mit x4 — x2 
f'(x) f(x - x2) - /(x - x4) 1 f(x - x2) — f(x) x4 - x2 f(x) - f(x - x4) 

_ Fit(0, x2, 0, x4) - F 1(0, x2, 0, x2) 
Xл Xn 
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f'(x)f'(x-x2) 

Wegen der Differenzierbarkeit von f(x) hat die linke Seite einen Grenzwert bei 
xi—+xi, also auch die rechte, so dass auch F'j3Xi(0, x2, 0,x2) existiert und so wird 
aus (8) 

und mit x 

( 9 ) 

(/(*) - f(x - x2))2 - F"XtXi(0,*v0,xz) 

x2 = y, h(t) -F'M0,t,0,t) wird 

f\*)f'(y) 

Aus 

folgt aber 

so dass aus (9) mit 

(/(*) - Ш ) 

z = h(x — y) 

h(x — y). 

zx + zy= 0, 

z = m n v ) 
(/(«) - MY 

sich das Bestehen von 

(10) (f(x) - f{y)) (F(x) f'(y) + f'(x) f(y)) = 2 fix) f'(y) (f'(x) —f(y)) (f(x)=j=f(yj) 

ergibt, falls f(x) zweimal differenzierbar ist. 
§ 3. Setzen wir in (10) einen konstanten Wert y0 Tür y ein (f'(y0) =j= 0: 

ein solches y0 existiert, denn sonst wäre f'(y) = 0, also f(y) konstant, was 
ausgeschlossen wurde), so erhalten wir für и = f(x) eine Gleichung der Gestalt 

( И ) au" + bu' 4 - cuu' 4 - (uu" — 2 u'2) = 0 . 

Setzen wir voraus, dass f(x) fünfmal differenzierbar ist, so ergibt dreimaliges 
Differenzieren und Elimination der Konstanten a, b, с (die fünfte Ableitung 
von и fällt heraus): 

и и uu 
uu' 

UlV u'" uü 

и и 

и и 

uu" —2 и'2 

4-м' 2 uu'" — Зи'и" 
4- 3 и'и" ии™ - 2 и'и'" — 3 и"2 

I V + 4 M V " - f 3 м " 2 M M V - M 'M I V - 8 И " И ' " 

Зм'м" - З м " 2 

4 M V " 4 - З М " 2 M ' M I V — 8 M ' V " 

2 _ 1,'п," и 
4 и'и'" + 3 и"2 M ' M I V — 8 и"и'" 

(m'2miv — 4 и'и" и'" + 3 м"3)2 = 0 

d.h. 

0 = M ' 2 M i v - 4 и'и"и'" 4 - 3 м"3 = м ' 2 M V " — 3 м"2 \ ' 
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Da и' = 0 auf Punktmengen mit Häufungspunkt im endlichen ausgeschlossen 
wurde, muss (höchstens mit Ausnahme von sich im endlichen nicht häufenden 
singulären Stellen) der zweite Faktor verschwinden. Das Integrieren ergibt 

(12) 
2 и' u' 3 u"2 

и 
= 4 К (konstant) 

Man bemerkt, dass auf der linken Seite eben die sogen. Schwarzsche Ableitung 
steht. 

Schreiben wir (12) in die Gestalt 

2u' и" и"'-Ъи"2 _и" 
= 4 А — 

11! 2 

und integrieren, so erhalten wir 

l" 2 

d. h. 
u ' 3 

du' 
dx 

и 

= С и'3 — 4 А и'2 (Сф 0) 

(С = 0 würde К = 0, и" = 0, и = ах + b ergeben, was in der Endformel (13) 
auch enthalten sein wird) und durch nochmaliges Intergrieren (Си' — 4 К = = f-2) 

x xo — ~T 
J и 

du' 
УСя' — 4 Ä 

dt 
J 1+4 К t2 

— 2 t (K = 0) 

arc tg 2 Zí (AT = Z2 > 0) , 
к 

ar th 2 kt (K = -k2< 0) 
Z 

t = 1 
2 Z 

1 
2 Z 

tg Z(x - х0) , 

th Z(x — x0) 



LÖSUNGEN E I N E R , FUNKTIONALGLEICHUNG 3 3 9 

G Ct2 

В 
(х- %)2  

В 

sin2 k(x — x0) 

В 
sh2 k(x — x0) 

(Вф 0) . 

Integrieren wir noch einmal, so erhalten wir schon — höchtens mi t Ausnahme 
einer ins Unendliche divergierenden Folge von singulären Stellen — die 
allgemeine (fünfmal differenzierbare) Lösung 

(13) f(x) =u = 

A + B(x — x0 1 - 1 : 

А -f- В ctg k(x — x0) = 

А -f В eth k(x — x0) = 

ax + b 
cx + d 
atgkx + b 
ctgkx + d 
athkx + b 
ethkx + d 

(ad —Ъсф 0) 

der Funktionalgleichung (2). (Natürlich bleiben diese auch an den vorher 
ausgeschlossenen singulären Stellen gültig — überall, wo f(x) stetig ist.) 

§ 4. Man kann aber (10) (oder (11)) auch ohne Voraussetzung der Existenz 
von Ableitungen höherer Ordnung als der zweiten lösen. Besonders einfach gestal-
ten sich die Rechnungen, wenn wir in Betracht nehmen, dass zusammen mit 
f(x) auch alle g(x) von der Gestalt (4) die Funktionalgleichung (2) und damit 
auch (10) erfüllen: 

(14) (dix) - g(y)) (g"(x) g'(y) + g'(x) g"(y)) = 
= 2 g'(x) g'(y) (g'(x) - g'(y)) (g(x) ф g(y)). 

So können die in (4) figurierenden Konstanten a, b, c, d so gewählt wer-
den, dass g(y0) — 0, g'(yü) = 1, g"(yf) = 0 sei. Tatsächlich wird das bei 

a = 2f'(y0), b=-2f(y0)f'(y0), c = f"(y0), d = 2f'(y0)2 - f(y0) f"(yf) 

eintreffen. Hier ist 
ай-Ъс = 4Г(уффО 

falls f'(y0) Ф 0 ist, und ein solches y0 gibt es immer, da laut Voraussetzung 
f'(x) ф 0 war. Im folgenden können wir ohne Einschränkung der Allgemein-
heit yg = 0 setzen, also gilt 

(15) 

für 

(16) g(x) = 2/'(0) 

g(0) = 0, g'(0) = l , flr'(O) = о 

/ ( * ) - / ( 0 ) 
/"(0)/(x) + 2 / ' ( 0 ) 2 - / ( 0 ) / " (0 ) 
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Setzen wir in (14) y = 0 ein, so erhalten wir fü r и = g(x) die Differen-
tialgleichung 

(17) uu" = 2 u'(u' - 1), 

ein bekannter Typus (x kommt äusserlich nicht vor). Division durch u3 (für 
иф 0) 

u2u" -2uu'(u' - \ ) 

und Integration ergibt 

d .h . 

u' - 1 
u2 

и4 

= K 

^ = 1 + Ku2, 
dx 

(was wegen (15) schon auch für x = 0, и = 0 gültig ist) und nach nochmaliger 
Integration (wegen u( 0) = 0) 

< 7 
du 

-f- ku2 

и (K = 0) 

arc tg ku (К = к2 > 0) , 

ar th ku (К = —к2 < 0) 

( 1 8 ) и д(х) = . к 

1с 

tg кх . 

th кх 

Wegen (4) (oder (16)) sind also tatsächlich (13) die allgemeinen (zweimal diffe-
renzierbaren) Lösungen von (2). — Der scheinbare Widerspruch, dass in der 
durch (15) (scheinbar sogar über-) bestimmten Lösung (18) der Differential-
gleichung zweiter Ordnung (17) noch eine beliebige Konstante к figuriert, 
erklärt sich dadurch, dass u( 0) = 0 eine singulare Stelle der rechten Seite von 

и = 
2u'(u'-l) 

ist. 
§ 5. Wenn man nun nur die Existenz einer stetigen ersten Ableitung 

von f(x) voraussetzen will, so kann man von (9) ausgehen. Wieder ist es zweck-
mässig stat t f(x) 

(19) g(x)=f(x)-f( 0) 
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zu betrachten, die im Sinne von (4) der Funktionalgleichung (2) und dami t 
auch der Funktionaldifferentialgleichung (9) ebenfalls genügt: 

(20) 

fü r die aber schon 

g'(x) 9\У) 
(д{*) - 9(У)} 

(7(0) = 0 

= h(x — y), 

gilt. (Wäre eben 0 eine singuläre Stelle von / , so kann man einen beliebigen 
anderen konstanten Wert von x wählen, die bezüglichen Betrachtungen bleiben 
mit kleinerer Modifikation auch so gültig.) So folgt aus (20) mit у = 0 

(21) Цх) g'Wg'(Q) 
9(x)2 

Is t gr'(0) = 0, so wird Цх) 0 und wegen (19) und (20) f'(x) - g'(x) = 0 , 
was ausgeschlossen war. Also ist 

(22) g ' ( 0 ) ^ o . 

Aus (20) wird wegen (21) 

(g(x) - g(y))2 _ g(x — y)2 

(23) g'( o) 
g\x)g\y) g'{x-y) 

(ausser für die Nullstellen der Nenner). Nehmen wir die Quadratwurzel des 
Betrages beider Seiten, so erhalten wir 

g(* — y) g{x) I g'( o) g(y) [ g'(o) 
Y\g'(*-v)\ Y\g'H\ 1 g'(y) Y\g\y)\ 1 g'(x) 

so dass für 

(24) «(ж) = g ( x ) 

У\7Щ' 
c ( x ) = I g\o) 

1 g'W 

die Funktionalgleichung 

s(x — y) = s(x) c(y) — s(y) c(x) 

besteht. Die (in einem Punkte) stetigen Lösungen dieser Gleichung sind aber 
(vgl. etwa [8] und [1] Nr. 3.2.3.) ausser s(x) = 0 (was wegen (19) und (24) 
ausgeschlossen ist) 

s(x) = Bx, c(x) — cx -f- 1 
s(x) = В sin kx, c(x) = с sin kx -f- cos kx 
s(x) = В sh kx, c(x) = с sh kx + ch kx, 
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so dass (24) (mit A = В Щд' (0)| =f= 0) 

s(x) 
c(x) 

Ax 
cx -}- 1 

A tg lex 
ctgfcc+ 1 

A th lex 
с th lex + 1 

ergibt, d. h. mit (19) sind 
ax + b 
ex + 1 
a tg lex + b 
с tg lex + 1 
a th lex + b 
с th lex + 1 

(а-Ъсф 0) 

die allgemeinen (stetig differenzierbaren) Lösungen von (2). — (In den bisherigen 
Betrachtungen wurden die Vorzeichen der Quadratwurzeln nicht präzisiert, da in 
§§ 7—8 ohnehin exakte Untersuchungen unter schwächeren Bedingungen folgen.) 

§ 6. J a , es genügt sogar die Existenz einer in Umgebung eines einzigen 
Punktes existierenden und stetigen Ableitung der stetigen Funktion f(x) voraus-
zusetzen. — Wir könnten dies auch von (2) (bzw. (5)) direkt ableiten, wir 
wollen aber (2) zuerst auf eine andere, äquivalente Gestalt bringen, die auch 
im weiteren vorteilhaft sein wird. (5) geht nämlich mit x — x, = tt  
(t = 1, 2, 3, 4) in 

(25) m - m m - Ah) ^F {^OC íj) ^ ^ íj 
№ - Ah) Ah) - Ah) 

oder mit x = tv F(0, x2, x3, x4) = G(—x2, —x3, —x4) in 

Ah) - Ah) Ah) - Ah) (26) = G(h — h> h ~ h> h — h) 
Ah) - Ah) Ah) - Ah) 

(vgl. auch (1)) über. Setzen wir in (26) tx — 0, so haben wir 

/(0) - Ah) Ah)-Ah) G(h, t3, tj) = 

also 

G(t2 — h> h — h' h — h) = 

so dass (26) in 

Ah)-Ah) Ah)-Ah) _ 

Ah)-Ah) /(o )-Ah) 

/(o) - Ah - h) Ah - h) - Ah - h) 
Ah-h)-Ah-h) A0)-Ah-h) 

A0) - Ah - h) Ah - h) - Ah - h) 
Ah) - Ah) Ah) - Ah) Ah - h) - Ah - h) A0) - Ah - h) 
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übergeht. Daher gilt bei fixem £4 = t0 (wo die Nenner nicht verschwinden) 

(27) fcMLs^yA-y-Jo) 
m - m Rh-h)-Rh-h) 

Rh - h) - Rh - h) Rh)-Rt0) H(tv t2) 
m - m - h ) Rh)-Rh) 

d.h . 

(28) Rh)-Rh) 1 I . 
h-h Rh)-Rh) h-h Rh - h) - Rh - h) 

Bei dem Grenzübergang f 3 — t y (t = t3 — 0) sieht man, dass 

(29) lim m - / ( 0 ) = /'(0) 
t^o t 

existiert, falls 

(30) lim 
U—>tL t3 — / j 

f ü r a n existiert, und umgekehrt, wenn schon (29) existiert, so existiert 
auch (30) für alle t.v Also ist/(x) (höchstens mit Ausnahme von sich im endlichen 
nicht häufenden — isolierten — singulären Stellen) überall differenzierbar und 
die Ableitung ist in einem Punkte stetig. So können wir den Gedankengang in 
§ 5 verwenden und erhalten wieder (13) als allgemeine Lösung. 

Man kann übrigens (23) auch hieraus ableiten: Falls der in Rede stehende 
Grenzübergang t3 —> tx durchführbar ist, wird aus (28) 

(3D ^ b L - = H(tvt2) f'W 
Rh) - Rh) / (0) - Rh - h) 

Ebenso folgt aus (27) durch Multiplikation mit t3 — t2 und Grenzübergang 

;;í2 fMjzm=H{tv k) Rh-h)~R0). 
f'(h) f'ih-h) 

Dividieren wir (32) mit (31), wo die Nenner nicht verschwinden, (aus (31) 
ist H(tv t2)/'(0) ф 0 — abgesehen von isolierten Stellen — ersichtlich), so 
erhalten wir 

(Rh)-Rh)Y ^ (Rh-h)-RQ))2 

f'(h)f'(h) /'(0) /' (h-h) 
d.h. mit der Bezeichnung (19) eben die Gleichung (23). 

§ 7. Endlich setzen wir schon gar keine Differenzierbarkeit voraus. — Wir 
setzen aber natürlich auch weiter voraus, dass f(x) höchstens in einer Punkt-
menge ohne endlichen Häufungspunkten — d.h. in einer ins Unendliche diver-
gierenden Punktfolge — nicht definiert (unendlich) und höchstens auf solchen 
Punktmengen konstant ist. Man kann ohne Einschränkung der Allgemeinheit 
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voraussetzen, dass / (0) einen Sinn h a t (endlich id) . Lau t Voraussetzung gibt 
es eine Stelle x0, wo /(x0) , /(—x0) , /(2x0) endlich und 

/(®o)¥=/(0). /(—«o)¥=/(°). f(2x0)=ff(0) 

sind. Denn würde in jedem Punk te entweder / (x) = / ( 0 ) ode r / (—x) = / ( 0 ) 
oder /(2x) = /(0) gelten, so würde /(x) auf einer Menge mit endlichem Häu-
fungspunkt konstant sein. Wieder kann man ohne Einschränkung der All-
gemeinheit voraussetzen, dass x0 = 1 ist, also 

/ ( ! )¥= / (0 ) , /(— i)¥=/(°)> № Ф № -

— I m Sinne von (4) bleibt (2) — und damit auch (25) — auch für die Funktion 

(33) M Ы - / ( 0 ) ^ - / ( 1 ) 
/(x) - /(0) \ g(x) - 1 

mi t 

(34) 9 ( 1 ) = Ы = о , - L J i ° b M = 0 , , ( - 1 ) , g(2) endlich 
/( i) —/С0) g( 0) / ( 0 ) - / ( i ) 

gültig: 

(35) g(h)-g(h) g(t2) - g(h) = , ж _ , я _ í } . 
- g(tз) <K) - flf(/«) 

Mit x = 0 folgt hieraus 
gih) - g(k) g(t2) - g(k) F(-t1,-t2,-t3,-t„) = ' 

F(x — t-^, x ^4) — 

gfo) - g(«s) gik) - g(*«) 
d.h. 

Sf(q - x) - 9-(i3 - x) gr(f2 - x) - g(tA - x) 
g(t2 - x) - g(t3 — x) g(tx - x) — g(i4 — x) 

so dass (35) in 

g(t 1) - g(h) g(t2) — Ю = g(*i — x) — g{t3 - x) g(t2 — x) - fir(t4 — x) = 

g(*2) — gih) g(t1) - 0(̂ 2 — — gih - x ) g(h — x)~ g(tt — x) 
(36) l g(t3 - x) 

g(h - x) gih — x) - g(h -
j _ g(t4 - ж) 0(t2 - ®) - 0(^3 — ») 

gr(q - x) 

übergeht. Wegen (34) wird aus (36) fü r x = q, t2 = q + 1 

( 3 7 ) g(*i) - g(*») g(<i + l ) - g ( < « ) = g(t4 - q) 
AT(«1 + 1) - 0(<a) g(*i) - g(<«) g(«3 - il) 

Aus (37) folgt einerseits mit q = 1, i3 = 0 wegen (34) 

g(h) - g(2) _ g(h - 1)  
g(f«) g ( - 1) 
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(g(— 1)ф0 wie wir gleich sehen werden) d.h. mit 

(38) q(-\)=K, g(2)K = C 

f ü r tA — t 

(39) g ( t - l ) = K - C 

g(t) 
und für t — 1 = s auch 

С (40) g(s + 1) = 
K-g(s) 

(bei g(t) ф 0, g(s) ф К), wobei С ф 0 ist, (denn sonst wäre g(x) konstant) 
und wegen (38) und (34) auch К ф 0. Anderseits folgt aus (37) mit t3 = 1 
wegen (34) und (40) 

yU 11 1}дЬ + 1) 9(h)-g(t4) 
(41) 

= Qn _ t ) sVJC-rttJjK-Mi)) 
1 С g(tx) — gr(i4) 

Das Spezialisieren tx = tx— 1 ergibt wegen (38) und (39) 

С C—\K 
K = g( l-tl)g-M 1 

(К - g(tj)) 

дф)-К+ C 

g(tx) 

( 4 2 ) = , (1 - y ^ W z M H ^ = „ ( 1 
G дф)2 - Кдф) + С С 

(da К ф 0 ist und g(tx) = 0 bzw. g(tf)2 — Kg(tf) + С = 0 höchstens auf einer 
Menge ohne Häufungspunkt im endlichen gelten kann), d.h. 

(43) g( l - t x ) ^ = l 
G 

(höchstens mit Ausnahme von sich im endlichen nicht häufenden singulären 
Stellen), so dass (41) mit Z4 = x, tx = y in 

g(y) - g(x) 
übergeht. 

Nun kann man einerseits bemerken, dass alle etwa in einem Punkte 
stetige (oder messbare) Lösungen einer Funktionalgleichung der Gestalt (44) 
auch (beliebig oft) differenzierbar sind (vgl. etwa [2] und [1] Abschn. 2.2), 
so dass die in §§ 2 — 6 gegebenen Lösungsmethoden dieselben allgemeinen Lösungen 
(13) von (2) auch unter so allgemeinen Bedingungen ergeben. 
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Anderseits lässt sich (44) auch direkt lösen: Man setze 

.... h(x) + AK 
(45) g(x) = 

2 A 
(А ф 0 eine später zu bestimmende Konstante) in (44): 

Цх - y ) + AK _ (Цх) + AK) (Цу) + AK) - 2 AK(h(x) + AK) + 4 A2C  
2 А ~ 2 А(Цу) - Цх)) 

um 
(46) Ц х _ 9 ) ж , Ю * м ) + а щ о - К * ) 

Цу) — Цх) 
zu erhalten. Zur Lösung von (46) (vgl. [3] und [1] Kap. 2) treffe man die 
Fallunterscheidung 

1. 4 С — К 2 = О, 

2. 4 С1 — К 2 > О, 

3. 4 С — К2 < 0 . 

Im Falle 1 führe man in 

(47) Ц х - у ) = h { x ) M y ) 

Цу) - Цх) 
die neue Funktion 

(48) Цх) — f 
Цх) 

ein, so dass (47) in 
4х — y) = 4X) - ЧУ) 

oder 

(49) Цу + z) = Цу) + Цг) 

(z = x — y) übergeht, und die allgemeine, etwa in einem Punkte stetige 
Lösung dieser Funktionalgleichung ist 

Цх) = kx 

(k eine Konstante), so dass wegen (48) 

(50) Цх) = f 
kx 

besteht. 

Im Falle 2 wähle man in (46) A2 = 

(51) Цх — у) = 

4 C - K 2  

Цх) Цу) + 1 
Цу) - Цх) 

Mit 

(52) Цх) = ctg Цх) 
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wird aus (51) 

ctg k{x — y) = ctg (k(x) — Цу)) d. h. k(x — y) = k(x) — Jc(y) (mod л ) 
oder 
(53) Цу + z) = Цу) + k(z) (mod л). 

Die allgemeine (etwa in einem Punkte stetige) Lösung dieser Funktional-
kongruenz (vgl. [6]) ist 

k(x) = kx (mod л), 
so dass wegen (52) 

(54) h(x) = ctgkx 

besteht. 

Endlich wählt man im Falle 3 in (46) A2 = — 1 

(55) h(x - y ) = 

4C-K2  

Цх)Цу) - 1 

My) — Mx) 
Mit 

(56) h(x) "= cth k(x) 

wird aus (55) 
cth k(x — y) — cth (k(x) — k(y)) 

d.h. 
(49) k(y + z) = Цу) + k(z). 

So folgt auch hier ( für in einem Punkte stetige k(x)) 
k(x) = kx 

und mit (56) 

(57) h(x) = cthkx. 

(50), (54) und (57) ergeben mittels (45) und (33) höchstens mit Ausnahme, 
einer ins Unendliche divergierenden Punktfolge 

a -j- b/x ax + b 

f(x) = 

с + d\x ex -f d 

а + b ctg kx a tg kx + b 
с + d ctg kx с tg kx + d 

а -\-Ъ cth kx a t h kx + b 
с + d cth kx с tg lex + d 

als die allgemeinen in einem Punkte stetigen Lösungen von (2). 
Wir hätten (50), (54) und (57) auch so aus (47) bzw. (51) bzw. (55) 

erhalten können, dass wir /„ (x) =—bzw. f0(x) — ctg x bzw. f0(x) = cth x 
x 

als Lösungen dieser Gleichungen erkennen und bemerken, dass die allgemeinen 
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(etwa messbaren oder in einem Punkte stetigen) Lösungen von Gleichungen 
wie (47), (51) und (55) durch 

f(x) = f0(kx) 

angegeben sind, wo f0(x) eine partikuläre Lösung ist (vgl. etwa [3] und [1] 
Abschn. 2.2). — Bei der obigen Beweisanordnung enthalten aber (48), (52) 
und (56) auch überall unstetige (nichtmessbare) Lösungen von (47) bzw. 
(51) bzw. (55), falls für k(x) auch die überall unstetigen (nicht messbar en) 
Lösungen der Funktionalkongruenz (53) bzw. falls für k(x) auch die unstetigen 
(nichtmessbaren) Lösungen der Funktionalgleichuxg (49) in betracht genommen 
werden; dann enthält 

ak(x) + b 

№ 

ck(x) + d 
a tg к(х) + b 
с tg k(x) -f d 
a th k(x) + b 
с th k(x) + d 

auch die überall unstetigen (nichtmessbaren) Lösungen von (2). 

§ 8. Die folgende Umformung f ü h r t (2) auf einen allgemeinen Funktional-
glei chungstypus (1) zurück, der auch in sich interessant zu sein scheint. 

(5) lässt sich auch in die Gestalt 

(58) /(* + Vj) - /(* + yj) f{x + yj) - f(x + y4) = 

f(x + yj) - f(* + y3) f(x + yj) - f(x + yj) 
= F(-yL,-y2,-y3,— yj) = 

_ Ш-/(Уз) f { y j ) - f { y j 
f(y2)-f(y3) К у О - К у * ) 

(vgl. (1)) schreiben, was mit yx = y, y3 = 0, und уг = y0, i/4 = x0 (beide 
konstant) in 

f(x + y)-f(x) 1{X + y0) - f(x) /(i/o) - /(*o) f(y) - / (0) 
f(x + y ) - f ( x + x0) f(x + y0) — f(x + xa) / Ы - / ( 0 ) f(y) — f(x0) 

oder mi t 

k(x) = f(x + x0), h(x) - f { x + y°] - f ( x ) f{yo) - f{Xo) 

(59) 

g(y) = 

/(® + Уо) - /(* + x0) /(i/o) - /(0) 

f[y) - /(0) 

in 
f(y) - K*o) 

f(x + У) - f(x) = ( f(x + y)~ k(x)) h(x) g(y) 
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übergeht. Also gilt 

(60) / { х + у ) = м ^ ш т ± . 
1 — g(y) h(x) 

Wir nehmen (59) in betracht : 

/(У) - f(xo) 

so dass (60) in eine Gleichung von der Gestalt 

a(x)f(y) + b(x) 
( 6 1 ) f(x + y) = 

c(x) f(y) + d(x) 

übergeht. Dies ist eine Verallgemeinerung der auch in [5] betrachteten Funk-
tionalgleichung 

f(x + y) = a(x)f(y) + b(x) 

(s. auch [1] Nr. 3.1.3). — Die Lösung der allgemeineren Funktionalgleichung 
(61) ist unserer Meinung nach eine interessante, aber ohne Spezialisierung 
der Funktionen a(x), b(x), c(x), d(x) schwierigere Aufgabe als die von (2). 

Der hier folgende Gedankengang leistet eine s tarke Reduktion, die auf 
leicht lösbare Fälle f ü h r t und zeigt zugleich die Verwandtschaft der obigen 
Umformung mit dem im § 7 gefolgten Lösungsweg. 

Ahnlich wie im § 7 gibt es zwei Werte z0 und x0 derart, dass f(z0) und 
f(xo) / (—+) , /(2x0) endlich sind und, 

/(*o)¥=/(2o). /(-*<>)¥=/(Z0). / ( 2 * o W ( Z 0 ) 

besteht und man kann ohne Einschränkung der Allgemeinheit z0 = 0, x0 = 1 
nehmen. Also wird 

/ ( i ) ^ / ( o ) , /(-1)ф/(о), №Фт. 

Im Sinne von (4) bleibt wieder (2) — und damit auch (58) auch fü r 

(62) M = M I [ m = M * ( * ) - № ] 

(vgl. (59)) mit 

(63) 0(0) = 0 , - 1 - = 0, g ( - 1) ф 0 und gr(2) ф 0 
9(1) 

gültig: 
g(x + Ух) — g(x + Уз) g ( x + у») - g(x + y4) = 

g(x + у г) - g(x + Уз) g(x + у Y) - g(x + y Y) 

д(Уз) 
g(yi) - g(y3) д(Уг) - g(y4) _ g(yf) - g(y3) g(y* 

д(Уг) - я(Уз) д(Ух) - g(y4) g(y2) - g(y3) д(Ух) __ 1 

д(у4) 

8 A Matematikai Kutató Intézet Közleményei VII. A/3. 
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Wegen (63) wird hieraus mit yx = у, уг = z, y3 = 0, yi = 1 

(64) g(x + y) - g(x) g{x + z) - g(x + i) = g(y) 
g(x + z)-g(x) g(x + y)-g{x + 1) g(z) ' 

Aus (64) folgt einerseits mit x = 1, z = — 1 wegen (63) 

g( 2) = g(y) 

g(2)-g(y+l) g(- 1) ' 

Hieraus folgt, dass weder — = 0 noch — 1 — = 0 sein kann, da sonst g(y) = 
g{ 2) £ ( - 1 ) 

= gr( — 1) oder gr(2) = 0 (oder 1 = 0) wäre trotz (63) und dass 

(65) g(y) = - ^ — — , g ( y + l ) = K - ~ 
K - g(y+ 1) g(y) 

gilt, wobei 

(66) g{2) = K,g{-l)K = C (Сф0,Кф0), g(- 1) = ^ 
JA 

war (vgl. (63)). Andererseits folgt aus (64) mi t z = 1 — x wegen (63) 

(67) g{x Фу) — g(x) = g(y) 
9(x + y) — g(x + 1) !7(1— X) 

Das Spezialisieren у = — 1 ergibt wegen (65) und (66) 
C 

q(x) 
С _ g ( - l ) _ g(x-l)-g(x) _ K-g(x) g(x) 

Kg(l-x) g( 1 - х ) g(x- 1) - g(x + 1) С R С К 
К - g(x) g(x) 

d.h. 
g(x) g(l-x) = C. 

Hiermit und mi t (65) geht (67) in 

K-—\g(y)-C 
a(x i v\ = g(x + l)g(y) -g(x)g(i -») = gW) = 

g)y)-g(i-x) , ч С 
(68) ' д ( У ) - — 

g(x) 
^ Kg{x) g(y) - Cg(x) — Cg(y) 

g(x) g(y) — с 
über und dies ist der gesuchte Spezialfall von (61). 

Wieder sind alle etwa messbare Lösungen von (68) auch differenzierbar 
(vgl. etwa [2] und [1] Nr. 2.2.3, 2.2.4, wo eben solche Gleichungen behandelt 
werden), man kann andererseits um sie direkt zu lösen, in ihr 

/ ß f n , , 2ACh(x) 
(69) g(x) = 1 + АКЦх) 
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(A =f= 0 eine später zu bestimmende Konstante) setzen, damit man mi t einer 
leichten Rechnung 

ц х + у ) = № + m  

l - A2(4C - K2)h(x)h(y) 

(auch Spezialfall von (61)) erhalte. Wir unterscheiden wieder die drei Fälle 
1. 

2. 

3. 

4 0 -

4 0 

K2 = 0, 

• K 2 > b , A 2 = 

Цх + y) = Mx) + Цу). 
1 

4 0 - К 2 < 0, А2 = 

4 C - K 2 

1 

, h(x + у) 

4 0 - К 2 - , 4х + у) = 

h(x) + Цу)  
1 — h(x) h(y) 
h(x) + Цу) 

1 + h(x)h(y) 

Dies sind noch allgemeiner bekannte Funktionaigleichungen als die Gleichun-
gen (47), (51) und (55) (s. etwa [3] und [1] Nr. 2.2.8), ihre allgemeine etwa 
messbare (oder in einem Punkte stetige) Lösimgen sind 

h(x) = 

leoe 

t g kx , 

t h kx 

so dass wir mittels (69) und (62) wieder — höchstens mit Ausnahme einer ins 
Unendliche dievrgierenden Punktfolge — 

f(x) = 

ax + Ь 
cx + d 
a tg kx -f- b 
с tg kx + d 
a th kx + b 
с t h kx + d 

(ad —bc=f= 0) 

als die allgemeinen, etwa messbaren (oder in einem Punkte stetigen) Lösungen 
von (2) erhalten, während wieder 

(70) 

ak(x) -f- b 
ck(x) + d 
a tg k(x) + b 
с tg k(x) + d 
a th k(x) + Ъ 
с th k(x) + d 

{ad -Ъсф 0, k(x + y) = k(x) + Цу)) 

(k(x + y) = k(x) + k(y) (mod л:)) 

auch nichtmessbare (überall unstetige) Lösungen von (2) enthält. — 
Alle unsere Betrachtungen lassen sich auch auf komplexe (die in §§ 

7 — 8 mit Endergebnis (70) auch auf allgemeinere) Funktionen anwenden. 
Im Komplexen können natürlich die Fälle mit tg und mi t th vereint werden. 

8 * 
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In den obigen Betrachtungen können, wie man leicht sieht, die Mengen 
ohne endlichen Häufungspunkt durch beliebige Mengen m i t der Eigenschaft 
E ersetzt werden. Dabei sagen wir von einer Menge, dass sie die Eigenschaft!? 
ha t , falls bei einer beliebigen Einteilung des unendlichen Grundbereiches (des 
Definitionsbereiches: etwa de r Menge der rellen oder der komplexen Zahlen) 
in endlich viel Teilmengen (deren Vereinigung also der Grundbereich ist) 
wenigstens eine Teilmenge die Eigenschaft E nicht besitzt und Summen von 
endlich viel Mengen mit de r Eigenschaft E auch die Eigenschaft E haben . 
U. a. haben auch die (im Grundbereich) nirgends dichten Mengen, die abzähl-
baren Mengen (bzw. die Mengen kleinerer Mächtigkeit als die des Grund-
bereiches) usw. die Eigenschaft E. 

Die Funktionalgleichung (2) und die weitere (61) können auch durch 
eine von E . V I N C Z E in [ 7 ] ausgearbeitete allgemeine Methode zur Lösung 
mehrerer Funktionalgleichungstypen behandel t werden. 
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РЕШЕНИЕ ОДНОГО ФУНКЦИОНАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ, 
ИМЕЮЩЕГО СВЯЗЬ С АНГАРМОНИЧЕСКИМ ОТНОШЕНИЕМ 

J . ACZÉL, К . FLADT и М. HOSSZÚ 

Резюме 

В статье приведено несколько методов решения функционального 
уравнения (2) — при постепенно слабеющих условиях регулярности. 

Наиболее общее непрерывное решение, соответственно наиболее общее 
решение (например, за исключением расходящейся последовательности 
точек) имеет вид (13), соотв. (70). 

Это функциональное уравнение появилось в аксиоматическом пост-
роении по Райхенбаху теории относительности и его можно толковать и 
так, что геометрическое ангармоническое отношение должно быть инва-
риантным относительно одновременной трансляции четырёх отметок на 
не обязательно линейно размеченной шкале. 
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