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von 
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1. In der Literatur f inden sich auch mehrere Arbeiten, in denen die 
charakteristische Funktion der normalen Verteilung durch die Funktional-
gleichung 

(1') <p(x) = <p(ax) cp(bx) 

charakterisiert ist. Vor allem sind zu diesem Problem die Arbeiten von Ю. В. 
Линник [3] und G. B A X T E R [2] (vgl. [4], S. 182) zu erwähnen. Ein ähn-
liches Verfahren enthält auch das Buch von A. R É N Y I [5]. Die Gleichung 
( 1 ' ) hat auch J . A C Z É L [ 1 ] (S.96) unter stärkeren Bedingungen gelöst. 

In der vorliegenden Arbeit wollen wir dieselbe Gleichung auflösen, 
ohne jedoch voraussetzen, dass <p(x) eine charakteristische Funktion ist. 

2. Wir betrachten die komplexe Funktionalgleichung 

(1) cp(x) = <p(ax) <p(bx) (a, b > 0 ;a2 + b2 — 1), 

in welcher a, b feste Konstanten bezeichnen, weiter diese und auch x reell 
sind. Es gilt der folgende 

Satz. Die einzige komplexe, nicht identisch konstante und an der Stelle 
x = 0 zweimal derivierbare Lösung der Funktionalgleichung (1) ist 

cp( x) = emx\ 

wobei т(ф 0) eine beliebige komplexe Konstante bezeichnet. 

Beweis. Aus (1) geht hervor, dass <p(x) = 0 und cp(x) = 1 je eine Lösung 
von (1) darstellen; im weiteren sollen diese trivialen Lösungen ausgeschlossen 
bleiben. 

Wir können annehmen, dass a >.b ist. Mit x = 0 ergibt sich aus (1) 

99(0) [1 — 99(0)] = 0, 

d.h. <p(0) = 0 oder <p(0) = 1. Falls nun qo(0) = 0, dann ist cp(x) = 0, denn die 
Funktion <p(x) ist an der Stelle x = 0 stetig, es gilt also 

(2) I <P(X) I < E, wenn I ж| ^ A. 
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Aus (1) ergibt sich ferner 

q>(x) = cp(ax) (p(bx) = cp(a2x) <p(abx)2 cp(b2 x) = . .. 
... = II <p(avb"x), 

( 3 ) 

worin die Anzahl der Faktoren des Produktes 2" beträgt. D a 0 < b f . a < 1, 
lässt sich zu jedem Wert x = x0 durch entsprechende W a h l von n erreichen, 
dass 

(4) avl"x0 g,a"x0 ^ ö. 

Mit den Gleichungen (2) u n d (3) erhalten wir nun 

M * o ) | = V / I <p(av b11 x0) I < e2", 
v+p=n 

und da wir den Wert e beliebig klein wählen können, ist f ü r jeden beliebigen 
Wert x0 cp(x0) = 0, also cp(x) = 0. 

Besitzt also die Gleichung (1) eine nicht identisch versehwindende Lösung, 
so ist cp(0) = 1. 

Hieraus geht ferner hervor , dass cp(x) =f= 0. Da nämlich die Funkt ion 
<p(x) an der Stelle x = 0 stet ig ist, kann m a n Ô > 0 so angeben, dass 

(5) I<p(x) — 11 < 1 \x\^ô 

wird. Auch bei beliebigem Wer t x = x0 können wir du rch entsprechende. 
Wahl von n s tets erreichen, dass (4) gültig wird. Dann gil t (5) für <p(av b" xu), 
also ist <p(av 6" xn) =j= 0 und wegen (3) ist tp(xo) =h 0 für jeden beliebigen W e r t x0. 

Suchen wir jetzt die Lösung der Funktionalgleichung (1) in der Form 

<p(x) = p(x) eir(-*>, 

wo p(x) (> 0) und r(x) reelle Funktionen bezeichnen, dann erhalten wir aus (1) 

p(x) e'dA = p(ax) eir(°*) p(bx) 

(6) p(x) = p(ax) p(bx), 

(7) r(x) = r(ax) + r(bx) (mod 2 л). 

Wir betrachten zuerst die Gleichung (6) für x ^ 0. Führen wir die 
Bezeichnung 

def 
y>ßx2) = log P(x) [X А 0; p(x) > 0] 

ein, dann kann man s ta t t (6) die Gleichung 

Vi(f ) = Vi(«i) + V>i№ . 
0 <b2 = ß f a = a2< 1, a ß — 1 

( 8 ) \t 2 U = x • 
schreiben. Es sei hier bemerkt , dass die Substitution ipßx2) = logp(x) wegen 
der Bedingimg x А 0 umkehrbar ist. Die triviale Lösung уД!) = 0 [d.h. 
p(x) = 1, x 0] kann ausser acht bleiben. 
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Durch Induktion ergibt sich 

(9) = 2 
fc=о 

Für n = 1 geht diese Gleichung in (8) über u n d aus den Gleichungen 
n-1 

(9a) Vi(f) = 2 
л=о 

n - 1 
ftta»-1-*ßk I ) , 

ip1(a"-1~kßk i) = y>1(a
n~k ßk I) + ¥>i(cin~1~k/5k+11) 

(jfc = 0, 1, . . 1 ) 

folgt tatsächlich, dass 

Vx(f) = 2 
fc=0 

1 

к 
\ip1(an~kßk I) + y1(a"-1-* iőfc+i!)] = 

n — 1 n-1 
1 L 1 ( a " / S0 i ) + 2 

6 1 /£=1 

m - 1 
ifc - 1 

+ 71- 1 
71 — 1 k=0 

+ 

71 
к 

71 — 1 
к 

f1(a"~k ßk + 

V l K / 3 B f ) = < 2 L v i K - ' M -

Aus (8) ergibt sich ух(0) = 0. Wir beweisen, dass auch die Funktion 
V»x(|) an der Stelle 1 = 0 derivierbar ist, falls m a n die Funktion (p(x) und dami t 
auch p(x) an der Stelle x = 0 zweimal derivieren kann. Wegen 

(10) p"( 0) = lim p'(x) - p'(0) 
x-0+0 X — 0 

existiert p'(x) in einer (kleinen) Umgebung der Stelle x 0, also lässt sich 
aus (6) die Gleichungen 

p'(x) = ap'(ax) p(bx) -j- bp'(bx) p(ax) 

p'(0) = (a + b)p'(0) 

schreiben, woraus p'(0) = 0 folgt. Wenn f[{0) existiert, dann ist 

v i ( 0 ) = lim - y i ( Q ) = lim . 
Î-0 1 — 0 x-0+0 X" 

( x ^ 0) , 

D a wegen (10) und p'(0) = 0 

lim l 0 g P { X ) 

X—0+0 X 2 

bm - J _ ^ M = V ( 0 ) 
x^o+o 2 p(x) x 2 
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gilt, existiert '/>{(0) tatsächlich und ist 

Vi(0) = -P'(0)=m1. 
2 

Diese Formel bedeutet auch, dass ô > 0 für beliebige £ > 0 so existiert, 
dass die Ungleichung 

(11) (7«! - £) ! А ipßS) g (m, + £) I 0 ^ I 

gültig ist. D a 0 < ß g a < 1, folgt hei entsprechender Wahl von n f ü r beliebi-
gen Wert x 0 die Ungleichung 

a"-kßk£0ga."£0gö, 

wir können also auf Grund von (11) die Ungleichung 

(7«! — £) an-k ßk£0 g I ^ Vl(a"-k ßk |0) ^ (mx + e) 
к 

a"-k ßk S0 

(Z = 0, 1, . , . , « ) 

schreiben. Addieren wir diese Ungleichungen und beachten wir die Formel 

an-k ßk = ( a + ß)" = 1 , 

fc=0 
dann ergibt sich 

(tox -e)£0g Vl(S0) Ф К + £) So (e > 0). 

Da man den Wert e beliebig klein wählen kann und diese Ungleichung für 
jedes I = | „ gilt, ist y j ! ) = mv£ (my ф 0), also erhalten wir im Falle x > 0 

p(x) = em'x" (TOj ф 0, konst.). 

Gleichfalls erhalten wir aus (6) f ü r x g 0 die Lösung 

p(x) = em'W (т] ф 0, konst.), 
aber wegen 

lim Ш = р " { 0 ) = hm 
x - * 0 + 0 X x-*0—0 X 

müssen TOj und rn[ übereinstimmen. 
Bei der Funktionalkongruenz (7) können wir wegen der Existenz (p"(0) 

annahmen, dass die Funktion r(x) in (einer kleinen Umgebung) | x \ < h 
stetig ist, also folgt aus (7) 

r(x) = r(ax) -f- r(bx) J x I < ô. 

Diese Gleichung können wir ebenso auflösen, wie (6) und wir erhalten aus 
(7) für beliebiges x 

r(x) = то2 x2 + 2 k(x) л, 
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wo k(x) s tets eine ganze Zahl ist [in | x | < ô k(x) = 0]. 
Dami t ist tatsächlich 

<p(x) = e(m'+imhx' 

und der Beweis ist vollendet. 
3. Man kann die Frage aufwerfen, ob es genügt, f ü r cp(x) s tat t der zwei-

maligen Derivierbarkeit an der Stelle x = 0 weniger voraussetzen, so aber, 
dass die Lösung von (1) noch dieselbe Funkt ion bleibe. Die Frage muss ver-
neint werden, wie dies ein interessantes Beispiel von J . A C Z É L (briefliche 
Mitteilung) zeigt: 

Es seien q(x) eine beliebige nach со periodische Funktion und log а = rxco, 
log b = r2 со (rv r2 ganz), dann ist 

cp(x) = exp [x2 g(log|x|)] 

eine einmalig derivierbare Funktion, die der Gleichung (1) genügt. 

(Eingegangen: 25. August , 1959; in veränderter Fo rm: 18. April, 1962.) 
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ЗАМЕЧАНИЕ К ХАРАКТЕРИЗАЦИИ ФУНКЦИИ ОШИБКИ ГАУССА 
E. VINCZE 

Резюме 

Статья примыкает к работам Ю. В. Линника [3], G. B A X T E R [2] (сравн. : 
Е . L U K Á C S [4] и A. R É N Y I [5]) которые пользуются функциональным урав-
нением 

(Г) ер(х) = <р(ах) cp(bx) ; (а2 + b2 = 1) 

для характеризации характеристической функции нормального распре-
деления. Уравнение (1') решается для комплексных значений функции, 
однако в процессе решения не обуславливается, что ср(х) является харак-
теристической функцией. Автор иллюстрирует при помощи одного примера 
(сообщённого ему письменно J . A C Z É L ) , ЧТО условия дальше ослаблять уже 
нельзя. Полученная теорема является по существу, обобщением одной 
теоремы J . A C Z É L [1] (стр. 96). 
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