BEMERKUNG ZUR CHARAKTERISIERUNG DES GAUSS’SCHEN
FEHLERGESETZES

von

E. VINCZE!

1. In der Literatur finden sich auch mehrere Arbeiten, in denen die
charakteristische Funktion der normalen Verteilung durch die Funktional-
gleichung

i) @(x) = ¢(ax) p(bx)

charakterisiert ist. Vor allem sind zu diesem Problem die Arbeiten von 10. B.
JIunnuk [3] und G. BAXTER [2] (vel. [4], S. 182) zu erwéhnen. Ein &hn-
liches Verfahren enthilt auch das Buch von A. Rixyr [5]. Die Gleichung
(1’) hat auch J. AczfL [1] (S.96) unter stirkeren Bedingungen geldst.
In der vorliegenden Arbeit wollen wir dieselbe Gleichung auflésen,
ohne jedoch voraussetzen, dass ¢(x) eine charakteristische Funktion ist.
2. Wir betrachten die komplexe Funktionalgleichung

(1) () = glax) p(bx) @b>0;a2+b2=1),

in welcher a, b feste Konstanten bezeichnen, weiter diese und auch z reell
sind. Es gilt der folgende

Satz. Die einzige komplexe, nicht identisch konstante und an der Stelle
x = 0 zweimal derivierbare Losung der Funktionalgleichung (1) ist

(@) = ™,
wobet m(== 0) ewne beliebige komplexe Konstante bezeichnet.

Beweis. Aus (1) geht hervor, dass g(z) = 0 und ¢(x) = 1 je eine Losung
von (1) darstellen; im weiteren sollen diese trivialen Losungen ausgeschlossen
bleiben.

Wir kénnen annehmen, dass a > b ist. Mit @ = 0 ergibt sich aus (1)
¢(0)[1 —¢(0)] =0,

d.h. ¢(0) = 0 oder ¢(0) = 1. Falls nun ¢(0) = 0, dann ist ¢(z) = 0, denn die
Funktion ¢(z) ist an der Stelle @ = 0 stetig, es gilt also

(2) |p(x)| < e, wenn |x| <.

1 Technische Universitéit fiir Schwerindustrie, Miskole—Egyetemvéros.
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Aus (1) ergibt sich ferner

o

(3) { p(x) = p(ax) p(bx) = p(a*x) p(abz)* gp(b?x) = . ..
. =v+£!n p(a’ b x),

worin die Anzahl der Faktoren des Produktes 2" betrigt. Da 0 <b < a < 1,
lasst sich zu jedem Wert x = «, durch entsprechende Wahl von n erreichen,
dass

(4) a’bla, <ax, = 0.
Mit den Gleichungen (2) und (3) erhalten wir nun
[#@o) | = 11 |g(a”b )| < &,
v+pu=n

und da wir den Wert ¢ beliebig klein wihlen konnen, ist fiir jeden beliebigen
Wert z, ¢(x,) = 0, also ¢(x) = 0.

Besitzt also die Gleichung (1) eine nicht identisch verschwindende Lésung,
so ist ¢(0) = 1.

Hieraus geht ferner hervor, dass ¢(z) == 0. Da nidmlich die Funktion
@(x) an der Stelle = 0 stetig ist, kann man 6 > 0 so angeben, dass

(5) |p@) —1] <1 |z| =6

wird. Auch bei beliebigem Wert « = 2, konnen wir durch entsprechende.
Wahl von n stets erreichen, dass (4) giiltig wird. Dann gilt (5) fiir p(a” b* z,),
also ist @(a” b* x,) # 0 und wegen (3) ist p(z,) =~ 0 fiir jeden beliebigen Wert «,,.
Suchen wir jetzt die Losung der Funktionalgleichung (1) in der Form

¢(x) = p(x) €7,
wo p(x) (> 0) und r(z) reelle Funktionen bezeichnen, dann erhalten wir aus (1)

p(x) eir(x) — p(ax) eir(ax)p(bx) eir(bx),

(6) p(x) = plax) p(bx),
(7) r(x) = r(ax) + r(bx) (mod 2 ).

Wir betrachten zuerst die Gleichung (6) fiir « = 0. Fithren wir die

Bezeichnung
def

¥1(2?) = log p(2) [# 2 0; p(x) > 0]
ein, dann kann man statt (6) die Gleichung
=22, 0<b2=f<oa=a’<l,a+pf=1

schreiben. Es sei hier bemerkt, dass die Substitution v,(2?) = log p(x) wegen
der Bedingung x > 0 wmkehrbar ist. Die triviale Losung v(&) = 0 [d.h.
p(x) =1, x = 0] kann ausser acht bleiben.
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Durch Induktion ergibt sich

n

(9) () = D

k=0

Z] py(on—k fr g

Fir n = 1 geht diese Gleichung in (8) iiber und aus den Gleichungen

n—1

n—1
(92) we=>"
k=0

]wl(a"“‘—"ﬂ" ),

pi(an—1-kBHE) = yy(an—k frE) 4y (an—1-kfk+1§)
(b=0,1,..:,m—1)

folgt tatsdchlich, dass

n—1

wi@) = (" |t p(aniperi ) =
%=0
n—1 ol B0 n_l-n—l el n—k gk
=" ot ﬂ5)+§“k_l]+[ o ||penrsot
== 1 Sy L - gl
o7 ey k:zo(kjwlw pe).

Aus (8) ergibt sich y,(0) = 0. Wir beweisen, dass auch die Funktion
y,(&) an der Stelle & = 0 derivierbar ist, falls man die Funktion ¢(z) und damit
auch p(z) an der Stelle x = 0 zweimal derivieren kann. Wegen

x->0+0 x— 0

existiert p’(z) in einer (kleinen) Umgebung der Stelle > 0, also ldsst sich
aus (6) die Gleichungen

P (%) = ap’(ax) p(bx) + bp’ (bx) p(az) (= 0),
?'(0) = (& +b) p'(0)
schreiben, woraus p’(0) = 0 folgt. Wenn w;(0) existiert, dann ist
log p(z)

9i(0) = lim Y18 =00, logp(®)
&0 E—0 x—>0+0 2

Da wegen (10) und p’(0) = 0
x>0+0 2 x>0+02 p(x) x 2
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gilt, existiert y;(0) tatsédchlich und ist
’ 1 "
Pl = kO =1y

Diese Formel bedeutet auch, dass 6 > 0 fiir beliebige € > 0 so existiert,
dass die Ungleichung

(11) (my — &)= 9y (8) = (my +€) & 0=§6<96

giiltig ist. Da 0 < f < a < 1, folgt bei entsprechender Wahl von » fiir beliebi-
gen Wert z, die Ungleichung

on-kpEE, < a"E =4,

wir kénnen also auf Grund von (11) die Ungleichung

(my — €) [:] on—k Bl g, <

Z]wl(a" K BRE) < (my + )

kJan—kﬂk§°
(k=0,1, ...,n)

schreiben. Addieren wir diese Ungleichungen und beachten wir die Formel

n

(o) = a4 1 =

k=0

dann ergibt sich
(my — &) & = p1(&) = (m; +€) & (e>0).

Da man den Wert ¢ beliebig klein wéhlen kann und diese Ungleichung fiir
jedes & = &, gilt, ist v, (&) = m& (m, 5= 0), also erhalten wir im Falle > 0

p(x) = em* (m, %= 0, konst.).
Gleichfalls erhalten wir aus (6) fiir # < 0 die Losung
p(x) = emx? (mj == 0, konst.),
aber wegen
ey p(x)::pqo)::]hn P'(x)
x—-0+0 € x—0—-0 x

miissen m, und m; iibereinstimmen.
Bei der Funktionalkongruenz (7) kénnen wir wegen der Existenz ¢”/(0)

annchmen, dass die Funktion r(z) in (einer kleinen Umgebung) |z | <6
stetig ist, also folgt aus (7)
r(x) = r(ax) + r(bx) %] < 9.

Diese Gleichung konnen wir ebenso aufl6sen, wie (6) und wir erhalten aus
(7) fir beliebiges x

r(x) =m, 22 + 2 k(x) 7,
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wo k(x) stets eine ganze Zahl ist [in |2 | <6 k(z) = 0].
Damit ist tatsdchlich

(p(x) — e(mx‘l'ima)x’

und der Beweis ist vollendet.

3. Man kann die Frage aufwerfen, ob es geniigt, fiir ¢(z) statt der zwei-
maligen Derivierbarkeit an der Stelle * = 0 weniger voraussetzen, so aber,
dass die Losung von (1) noch dieselbe Funktion bleibe. Die Frage muss ver-
neint werden, wie dies ein interessantes Beispiel von J. AczirL (briefliche
Mitteilung) zeigt:

Es seien q(x) eine beliebige nach o periodische Funktion und log a = r; o
logb =r, w (ry, vy ganz), dann ist

@(x) = exp [22 g(log | z|)]

eine einmalig derivierbare Funktion, die der Gleichung (1) gewiigt.

(Eingegangen: 25. August, 1959; in verdnderter Form: 18. April, 1962.)
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3AMEYAHHUE K XAPAKTEPU3AIIMU ®YHKIHUHU OLIMBKHU T'AYCCA
E. VINCZE

Pe3iome

Crarbst npumbikaeT K pa6oram 0. B. Jlunnuxa [3], G. BAXTER [2] (cpaBH.:
E. LukAcs [4] u A. RENYI [5]) KoTOpBIe 1OJIB3YIOTCS (HYHKIMOHAILHBIM ypaB-
HeHHeM

(1) ¢(@) = plax) p(bx); (@ + b2 =1)

IUIST XapaKTepusalul — Xapakmepucmudeckoil (fyHKkyuu HOPMaJbHOI0 pacrpe-
neneHusi. YpasHenue (1’) pelnaercst JJIsi KOMIUIEKCHBIX 3HauyeHHii (QyHKUUH,
0/HAKO B IIpollecce pellleHMsI He 00ycJaBIMBaeTcs, 4To ¢(x) sIBIseTcsl Xapak-
TepUCTHUECKOH (yHKUMel. ABTOP MIITIOCTPUPYET IPU IIOMOLM OJHOTO NpUMepa
(coobmEHHOro eMy nucbMeHHO J. ACZEL), 4YTO ycJI0BUS Jajiblle 0CHa0JsaTh yiKe
Henb3sl. TlonydeHHasi TeopeMa sIBIsieTCsl 10 CYIIeCTBY, 0000meHHeM OJ(HOM
Teopembl J. AczgL [1] (cTp. 96).



	7. kötet / 3.sz.�����������������������
	VINCZE, E.: Bemerkung zur Charakterisierung des Gauss'schen Fehlergesetzes���������������������������������������������������������������������������������

	Oldalszámok������������������
	357����������
	358����������
	359����������
	360����������
	361����������


