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II. MITTEILUNG: VERWENDUNG EINER LINEARISIERUNGSWEISE
DES KANTOROWITSCH-SCHEN AUSDRUCKS-GRAPHEN

von

Ro6zsa PETER

1. In den Folgenden handelt es sich um Ausdriicke, die aus Variablen
(von welchen eine abzdhlbare Folge zur Verfiigung steht) mit Hilfe von 1-
und 2-gliedrigen Operationen aufgebaut werden. Dabei werden verschiedene
Einklammerungsweisen, und auch klammernfreie Bezeichnungsweisen benutzt.
Wenn man einen Ausdruck von gewissen Variablen ausgehend so aufbaut,
dass sooft man auf einen inzwischen auftretenden Teilausdruck a,0 a,, wo @
eine zweigliedrige Operation ist, wieder eine Operation anzuwenden hat,
a, @ a, immer zwischen Klammern setzt, erhilt man jene Form des Ausdruckes,
die ich kurz seine wolleingeklammerte Form« nennen werde (diese ist etwas
abweichend von der in der I. Mitteilung gebrauchten Form; aber auch damit
gingen die folgenden Betrachtungen, nur nicht so einheitlich).

In der Praxis werden meistens Zwischenstufen zwischen der vollein-
geklammerten und der klammernfreien Bezeichungsweise gebraucht. Man
nimmt gewisse Konventionen in Betracht, nach welchen eine Operation
sstirker bindet« als die andere (z. B. bindet die Multiplikation stirker als die
Addition, und die Negation stérker als die zweigliedrigen logischen Operationen;
bereits im vorhin erwihnten »volleingeschachtelten« Fall werden die einglied-
rigen Operationen stirker bindend als die zweigliedrigen betrachtet). Ferner
wird bei gleich stark bindenden Operationen iiblicherweise die Reihenfolge
von links nach rechts gemeint (vor Kenntnis von Klammern bedeutet fiir
ein Schulkind z.B. die Aufgabe 8 — 3 +4 2, dass 3 aus 8 abzuziehen, und 2
zum Ergebnis zu addieren ist). Die Bezugnahme solcher Konventionen fiithren
zu einer Form eines Ausdrucks, die ich seine »konventionelle Form¢nennen werde.

Aber am iiblichsten wird vielleicht eine »nichi-konsequent-konventionelle
Form« der Ausdriicke benutzt, wobei neben den in der konventionellen Form
notwendigen Einklammerungen auch iiberfliissige Kinklammerungen ver-
wendet werden diirfen, aber nicht miissen (z.B. wird in der Programmierungs-
sprache »Algol 60« mit einem Ausdruck a grossziigig immer auch (a) als Aus-
druck betrachtet).

Es kommt nun darauf an, die verschiedenen Formen eines Ausdrucks
aufeinander zu tibersetzen (auf die »halbeingeklammerte Form« von KALMAR
komme ich nach seiner Publikation zuriick).

. In der I. Mitteilung dieser Arbeit! wurde die Primitiv-Rekursivitit der
Ubersetzungstransformationen zwischen der volleingeschachtelten und der

1 Ebanda 7 (1962) S. 69—78.
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Luxasiewiczschen klammernfreien Form auf einer geeigneten Wortemenge
gezeigt. In einer Arbeit, die im Acta Math. Acad. Sci. Hungaricae im Erscheinen
ist?,habe ich dasselbe auch fiir andere klammernfreie Bezeichnungsweisen gezeigt,
wobei als Hilfsmittel eine Linearisierung des KANTOROWITSCH-schen Aus-
drucks-Graphen verwendet wurde. Derselbe Hilfsmittel eignet sich fiir alle
solche Ubersetzungstransformationen; so auch zwischen velleingeklammerten,
konventionellen und nicht-konsequent-konventionellen Formen der Aus-
driicke, worum es sich in dieser Arbeit handelt.

2. Betrachten wir z.B. den folgenden logischen volleingeklammerten
Ausdruck (kurz »o-Ausdruck«):

(xv(y&2)v(u—"1v).

Da hler das Hauptoperationszeichen v ist, und die beiden Glieder der Haupt-
operation die (durch Weglassen der dussersten Klammern erhaltenen) »Ent-
hiillten« der beiden Seiten dieses Zeichens:

vy &z2) und w— o,
mit den Hauptoperationszeichen v bzw. — sind, wo zum ersten

xz und y &z,
zum zweiten

w und o

als Glieder gehoren, wobei das Hauptoperationszeichen von y & z natiirlich
& ist, mit den Gliedern y und z, und die Hauptoperation von 1 » natiirlich 7

ist, mit dem einzigen Glied », so kann unserem Ausdruck der folgende Hilfs-
graph zugeordnet werden:

(xv(y &2))v(u—>0)

u—Tv

Tv

Werden nun dle]enlgen der in den Knotenpunkten stehenden Teilaus-
driicke, welche auch Operatlonszelchen enthalten, durch ihre Hauptoperati-
onszeichen ersetzt, so entsteht im wesentlichen der KANTOROWITSCH-sche Graph:
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In meiner in Fussnote? zitierten Arbeit habe ich die derartigen Graphen
(die gerichtete Wurzelbdume sind, mit einer gegebenen Reihenfolge der aus
je einem Knotenpunkt hinauslaufenden Kanten) folgenderweise durch Paaren-
mengen linearisiert: Den Knotenpunkten sollen Variationen gewisser Elemente
entsprechen — hier, wo hdéchstens zweigliedrige Operationen vorkommen,
geniigen dazu zwei Elemente ¢ und b6 — und zwar so, dass dem Ausgangs-
punkt (dem Wurzelpunkt) die mit A bezeichnete »leere Variation« (»Wariation
0-ter Klasse«) entspricht, und falls einem Knotenpunkt, dem ein 1-bzw.
2-gliedriges Operationszeichen zugeordnet ist, die Variation v entspricht, so
dem Endpunkt der aus diesem Knotenpunkt hinauslaufenden Kante die
Variation va entspricht, bzw. den Endpunkten der aus ihm hinauslaufenden
beiden Kanten der Reihe nach die Variationen ve und vb entsprechen. So
gehort dann zu jedem Knotenpunkt ein Paar aus einem Operationszeichen
und einer Variation, und die Menge dieser Paare charakterisiert den Ausdrucks-
Graphen vollstidndig. Die Paarenmenge unseres Beispiels besteht aus folgenden
Paaren:

(v, 4), (v,a), (—,b), (x,aa), (& ab), (u,ba), (71, bd),
(y, aba), (2,abb), (v,bba).

Diese Reihenfolge, wobei eine Variation hoherer Klasse immer spéter an die
Reihe kommt, und die Variationen derselben Klasse in der iiblichen Reihen-
folge stehen, werde ich, wie in meiner in der Fussnote? zitierten Arbeit, mit (P)
bezeichnen; die so geordnete Paarenmenge werde ich kurz »Paarenfolge«
des Ausdrucks nennen. Damit hat man eine Linearisierung des KANTORO-
WITSCH-schen Graphen.

3. In einem Ausdruck in konventioneller Form (kurz »k-Ausdruck«)
kommen keine tiberfliissige dussere Klammern vor; ein k-Ausdruck ist seine
eigene »Enthiillte«. In einem nicht-konsequent-konventionellen Ausdruck
(kurz wn-k-k-Ausdruck«) — unter diesem Begriff fallen als Spézialfille auch
die Begriffe des v-Ausdrucks und des k-Ausdrucks — konnen dafiir sogar
mehrere iiberfliissige dussere Klammernpaare vorkommen; man enthiillt einen
solchen Ausdruck durch sukzessive Streichung dieser Klammernpaare. Beginnt
ein Ausdruck a mit keinem (-Zeichen, so gilt fiir seine Enthiillte *a natiirlich
*a = a. Dasselbe gilt auch, falls a mit ( beginnt, aber noch bevor von links
nach rechts gehend sein letztes Zeichen erreicht ist, die Anzahl der (- und) -
Zeichen ausgeglichen wird. Wenn dies nur dann geschieht, wenn das letzte
Zeichen von a erreicht wird, dann hat man, um *a zu erhalten, das dusserste
Klammernpaar wegzulassen, und dieses Verfahren auf den iibrigbleibenden
Teilausdruck so oft wie moglich zu iterieren.

4. Um das Hauptoperationszeichen eines Ausdrucks herauszufinden,
hat man den Aufbau der Ausdriicke ndher zu betrachten.

Nehmen wir an, dass eine unendliche Folge 8 von Variablen gegeben ist,
ferner endlich viele von diesen abweichende Zeichen

4, 4y, ..., 4,

fiir eingliedrige Operationen, die gleich stark binden, aber stirker als eine

2 Uber die Primitiv-Rekursivitiit einiger den Aufbau von Formeln charakterisie-
renden Wortfunktionen. (Eingegangen am 24. Mai, 1962.)
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zweigliedrige Operation, ferner endlich viele, von diesen und von den Variablen
verschiedene Zeichen

op, 69, ..., 6V,
0P, 69, ..., 69,
0N, 69, ..., 69,

fiir zweigliedrige Operationen, von welchen die mit demselben oberen Index
gleich stark binden, und @¢» bei jedem 4, und i, fiir j; < j, stirker als @y
bindet.

Ein beliebiger Ausdruck (worunter hier nur eine aus Variablen, Opera-
tionszeichen und Klammern bestehende Zeichenreihe verstanden wird) soll
vauf j-ter Stufe abgeschlossen« genannt werden, wenn darin vor jedes vorkom-
mende Zeichen @Y’ mit j’ > j mehr Anfangsklammern als Endklammern
stehen.

Unter der »abgeschlossenen Hiille j-ter Stufe« a/* eines Ausdrucks a soll
fiir auf j-ter Stufe angeschlossenes a dieses a selbst, und sonst (a) verstanden
werden.

Ein Ausdruck heisst abgeschlossen, falls darin vor jedes vorkommende
Zeichen @} mehr Anfangsklammern als Endklammern stehen. Die abgeschlos-
sene Hiille a* eines Ausdrucks a ist a selbst, falls a abgeschlossen ist, und
(a) sonst.

Es ist klar, dass ein Ausdruck a dann und nur dann auf j-ter Stufe
bzw. schlechthin abgeschlossen ist, falls a/* = a bzw. a* = a gilt.

Mit diesen Begriffen kann der Begriff wn-k-k-Ausdruck« wie folgt defi-
niert werden:

1) Jede Variable ist ein n-k-k-Ausdruck.

2) Ist a ein n-k-k-Ausdruck, so ist fir jedes 1 < ¢ <7r auch 4, a*
ein n-k-k-Ausdruck.

3) Sind a; und a, n-k-k-Ausdriicke, so ist fiirjedes 1 < j < ;1 < ¢ < 7y
auch af* O af/—D* ein n-k-k-Ausdruck.

4) Mit a ist auch (a) ein n-k-k-Ausdruck.

5) Alle n-k-k-Ausdriicke entstelien durch endlichmalige Verwendung
von 1), 2), 3) und 4).

Wenn 4) weggelassen, und fiir »n-k-k-Ausdruck« tiberall »k-Ausdruck«
gesetzt wird, so geht diese Definition in die Definition der k-Ausdriicke iiber.

Bei dem Aufbau der v-Ausdriicke werden alle zweigliedrigen Operationen
als gleich stark bindend betrachtet (so hat es keinen Sinn, diese mit oberen
Indizes zu versehen), und es wird auch keine Reihenfolge ihrer Verwendung
ausgezeichnet. Hier ist also jedes a/* mit a* gleichbedeutend, und so wird aus
der Definition der k-Ausdriicke die Definition der v-Ausdriicke, wenn fiir
a/* und a0—* darin a*, und fiir »k-Ausdruck « iiberall »v-Ausdruck«gesetzt wird.

5. Nun erhilt man das Hauptoperationszeichen eines beliebigen n-k-k-
Ausdrucks a aus seiner Enthiillten *a wie folgt:
(1) Ist diese der Form

*a=A,4a',

wobei a’* = qa’ ist, so ist dieses /; das Hauptoperationszeichen von a.
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(2) Sonst (angenommen natiirlich, dass a iiberhaupt Operationszeichen
enthiilt) hat man zunichst in *a jene O)-Zeichen mit moglichst grosstem
oberen Index zu suchen, deren beide Seiten je genau so viele (-Zeichen als)-
Zeichen enthalten. (Fir einen v-Ausdruck enthédlt *a einen einzigen solchen
Zeichen.) Das Hauptoperationszeichen von a ist dann dasjenige dieser Zeichen,
welches von rechts nach links gehend zuerst an die Reihe kommt.

Im Fall (1) ist das einzige Glied der Hauptoperation die Enthiillte des
nach dem Hauptoperationszeichen /; stehenden Ausdrucks.

Im Fall (2) sind die Glieder des Hauptoperations die Enthillten der
beiden Seiten des Hauptoperationszeichens .

6. Man erhilt nun folgenderart die Paarenfolge eines beliebigen n-k-k-
Ausdrucks:

Erst bildet man eine Hilfsfolge (im Sinne des Anfangs von Nr. 2). Das
erste Paar davon ist (*a, A). Angenommen, dass die ersten » Paare schon
als Paare von Enthiillten gewisser n-k-k-Ausdriicke und Variationen der
Elemente ¢ und b gebildet sind, bildet man das » + 1-te Paar wie folgt:
Ist bisher ein Paar (*af, v) vorgekommen, wo *a’ auch Operationszeichen
enthilt, und entweder 1. die Variation va in keinem bisherigen Paar vorkommt,
oder II. das Hauptoperationszeichen von o’ zweigliedrig ist, und v in einem
bisherigen Paar vorkommt, aber vb in keinem, dass sei (*aj, v;) das erste solche
Paar; besteht dafiir Fall I, dann sei der erste Komponent des n - 1-ten
Paars das erste (oder einzige) glied des Hauptoperations von aj, und sein
zweiter Komponent »; a; besteht fiir (*af, »;) Fall II, dann sei der erste
Komponent des n + 1-ten Paars das zweite Glied der Hauptoperation von
a;, und sein zweiter Komponent »; b. Nach endlich vielen Schritten wird
schon kein Paar mit I oder II vorhanden sein; dann ist die Bildung der
Hilfsfolge beendet. Nun hat man die ersten Komponenten der Paare durch
ihre Hauptoperationszeichen zu ersetzen. (Es empfiehlt sich das Verfahren
am Beispiel von Nr. 2 auszuprobieren.)

Wie man aus klammernfreien Ausdriicken ihre Paarenmengen (und
umgekehrt) — und durch verschiedene Anordnungen dieser Mengen auch
ihre unmittelbare Ubersetzungen auf einander — erhilt, das habe ich in meiner
in Fussnote® zitierten Arbeit gezeigt.

7. Aus der Paarenfolge (in der Reihenfolge (P)) eines Ausdrucks erhilt
man dann ihre konventionelle oder volleingeklammerte Form (auf die man
iibersetzen will) wie folgt:

Wir ersetzen die Folge Schritt fiir Schritt durch eine andere. Bei jedem
Schritt suchen wir in der gerade vorhandenen Folge von rechts nach links
das erste solche Paar (v, ), worin b ein Operationszeichen ist. Ist darin b
ein 4;, dann soll b durch vf* ersetzt werden, wo f der erste Komponent des
Paars mit dem zweiten Komponent va ist (ein solches Paar gibt es unbedingt).
Ist b = O, dann gibt es unbedingt Paare (f;, va) und (f,, vb), und v soll durch
] OV E—D* bzw. durch ¥ O % ersetzt werden, je nachdem man die kon-
ventionelle oder die volleingeschachtelte Form des Ausdrucks erhalten will.
Die anderen Paare bleiben dabei unberiihrt. Nach endlich vielen Schritten
kommt man so zu einer Folge, in welcher schon kein Paar mit einem blossen
Operationszeichen als erster Komponent vorkommt. Dann ist der erste Kompo-
nent des ersten Paars der Folge die gesuchte Form des Ausdrucks. (Man
priife dies am Beispiel der Nr. 2 nach.)



378 PETER

8. Nun kommt es darauf an, zu zeigen, dass die dargestellten Uber-
setzungs-Algorithmen auf einer geeigneten Wortemenge primitiv-rekursiv
sind. Ich zidhle hier erst auf, was ich aus der rekursiven Theorie der Worte-
mengen iiber den in der I. Mitteilung Verwendeten, deren Kenntnis ich hier
voraussetze, noch benutzen werde.? Betreffs der Kenntnisse tiber zahlentheo-
retische rekursive Funktionen berufe ich mich auf mein Buch.*

Zuerst mochte ich an die folgenden, auch in der I. Mitteilung erwihnten
Tatsachen erinnern:

1) Fiir ein Wort x = a,a, ... a,, Wo a,,a,, ...,a, Buchstaben sind,
ist o(x) = n.

2) Die natiirlichen Zahlen

0, sy 20

Ak G SR

identifiziert werden (( wird unter den Buchstaben unseres Alphabets vorkom-
men). Alle primitiv-rekursive zahlentheoretische Funktionen konnen zu
primitiv-rekursive Funktionen einer bebliebigen Wortemenge erweitert
werden.

3) In jeder Wortemenge gibt es primitiv-rekursive Funktionen

konnen etwa mit

ef), Ux), T, a7

die fiir eine natiirliche Zahl ¢ < o(z) der Reihe nach: das aus den ersten
bzw. letzten ¢ Buchstaben von x bestehende Wort, den Rest von z nach
Weglassung von e,(x) vom Anfang, bzw von /,(x) vom Ende von x bedeuten.

4) Es ist y ein Vorginger von @, in Zeichen y = , falls y ein Abschnitt
(ein zusammenhingender Bestandteil) von z ist.

5) Einer Wortefolge x,, z;, ..., x, kann in jeder Wortemenge ein Wort
cn(®g, @y, - .., x,) als fir festes n primitiv-rekursive Funktion derart zugeord-
net werden, dass mit primitiv-rekursivem k;(x) und long (z) fir¢ = 0,1, ..., n

wr= Eilelwe « - <, %,)) © und - n=long (o, (% : - i %))
gilt.

Ausser den in der I. Mitteilung aufgezihlten Kenntnissen werde ich
hier noch die Primitiv-Rekursivitidt in einer beliebigen Wortemenge der
folgenden Funktionen gebrauchen:

6) b;(x), das fiir eine natiirliche Zahl ¢ den i-ten Buchstaben von x
bedeutet.

7) K®(z), fiir einen beliebigen festen Buchstaben b, das die Anzahl
des Auftretens von b in x angibt.

8) subst (z, y, z), welches fiir y == A das aus « entstehende Wort bedeutet,
wenn darin von rechts nach links gehend jedes vorkommen von y durch z

ersetzt wird, vorausgesetzt, dass dies kein neues Vorkommen von y in z
zustandebringt.

3 Niheres dariiber siehe (neben?): R. PETER, Uber die Verallgemeinerung der Theorie
der rekursiven Funktionen fiir abstrakte Mengen geeigneter Struktur als Definitions-
bereiche, Acta Math. Acad. Sci. Hungaricae, I.Teil 12 (1961) S. 271—314; II.Teil 13
(1962) S. 1—24.

4 R. PETER, Rekursive Funktionen (Budapest, 1957), 2-te Auflage.
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9) Mit einer Funktion von 2, ..., x, ist immer auch eine solche Funktion
von y, ..., &,, ¢ primitiv-rekursiv, die fiir eine natiirliche Zahl 7 die ¢-te
Iteration der Funktion an der Stelle z,, ..., z, angibt.

10) Mit einer Funktion f(z,, ..., %, y) ist auch die Funktion

s v s 8 Y = Gogys(H(@ys ~ o 5% 0),/7(951, S RN .,7(951, o n g Bs O(Y)))
primitiv-rekursiv.

9. Das Alphabet 9 unserer Wortmenge It enthélt also die Elemente
der Variablenmenge %8, die Zeichen 4, und &%) der 1- und 2-gliedrigen Opera-
tionen, die — als Buchstaben des Alphabets fettgedruckten — Klammer-
zeichen, und die von all diesen verschiedenen Buchstaben @ und b. Man sieht
leicht, wie in der I. Mitteilung, dass die charakteristischen Funktionen

fe(@),  fa(@),  folx), fen(®)

der Beziehungen: »eine Variable, bzw. eines der 4, bzw. eines der @, bzw.
eines der @Y zu sein¢ primitiv-rekursiv in I sind.

Die Enthiillte *2 eines Wortes « kann nach Nr. 3 z. B. durch die o(x)-te
Iterierte der Hilfsfunktion

el {(—m)—l, falls o(x) = y; [i = o(x) &h(()(gi(x)) £8 h(”(e,-(x))] )
x sonst

als in M primitiv-rekursive Funktion definiert werden.

Auch die Bezichungen B,,(x), BY), (x): »abgeschlossen, bzw. auf j-ter
Stufe abgeschlossen zu sein«, und die Funktionen z*, z/* (die abgeschlossene
Hiille, bzw. die abgeschlossene Hiille j-ter Stufe von z) sind primitiv-rekursiv
in I, da sie der Reihe nach wie folgt definiert werden konnen (siche Nr. 4):

B pgla) = (i) [i = () > (fo(b) = A — ke (x)) < BO(e)))]
BY@)= () (7)[i 2 o(@) > (1" 2 1> (Jou (b)) = A~ (j < |~
— hO)(e(x)) < h«)(e,-(a:)))))]

o o z, falls B j,()
(x) sonst,

o — [® falls BY,(x)
() sonst.
Hiernach ist auch die Beziehung B, j_i() »ein n-k-k-Ausdruck zu
sein« (und #dhnlich auch die Beziehungen B (z) und B,(x) »ein k-Ausdruck

bzw. ein v-Ausdruck zu sein«) primitiv-rekursiv in I, laut der Definition
ihrer charakteristischen Funktion f,_;_(z) (siehe Nr. 4):

fn—k—k(/l) =4
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und fiir ¢ € B
' A, falls fg(we) = A v (f4(by(x)) = A & B 55~ (ac)) &
& frr—i(T(we)) = A) v (By,) (Ey,) (By) (Ej) [y, y = 2 &
/ (w6) = &y, = Ywe) &j 2 1& Bdy(y,) & B V(y,) &
n—k—k ==

& fri—i¥1) = Froi—(Y2) foor () = A &2 = y,9yy,]1 v
VIEY) [y=22&frinly) =A&x=(y)]
( sonst,

die eine Wertverlaufsrekursion ist (das zeigt man wie in den dhnlichen Fallen
der I. Mitteilung).

10. Nach dieser Definition sind fiir ein n-k-k-Ausdruck folgende drei
Fille zu unterscheiden:

1) « enthilt keine Operationszeichen, d.h. es besteht die Beziehung:

Bu(w) =fa(*x) = 4.

2) Das Hauptoperationszeichen von x ist ein 4-Zeichen d.h. es besteht

nach Nr. 5 die Beziehung
B (@) = [4(by(*2)) = A & (T (*@))* = 7'(*2).

3) Wenn keines dieser Beziehungen besteht, diese Eigenschaft soll mit
Bg(x) bezeichnet werden (diese Beziehung ist mit den vorangehenden auch
primitiv-rekursiv in M), da in diesem Fall das Hauptoperationszeichen von
x ein @-Zeichen ist.

In Fall 3) brauchen wir nach Nr. 5 zur Definition des Hauptoperations-
zeichens von « die folgenden Hilfsdefinitionen:

Sei Bo,(j, i, ) die Beziehung: »der ¢-te Buchstabe von *u ist ein OU-
Zeichen, dessen beide Seiten genau so viele ( - als )-Zeichen enthalten«. Dann ist

Boy(i, 1, @) = fon(b(*2)) = A & O (e,(*x)) = hD (e,(*x)) & O (Z(*x)) =
— 10 (-i(*)),
und das grosste j, zu welchem es ein solches ¢ gibt, ist
j(2) =y [ 2 1&(Bi) [§ = 0(*2) & Bo(j, 5, )] & () ' 2 1> (j < j' —
— (§) [i 2 o(*2)— 7 B, (7,4, 2)])]] ;

endlich ist das grosste (von rechts nach links gehend das erste) solche ¢, fiir
welches mit diesem j(x) die Beziehung Bo,(j(x), i, x) besteht:

i(@) = ;i 2 0o(*x) & Bo,(j(@), i, @) & (i) [i' 2 o(*x) > (1 < i’ —
— 71 By (j(@), i, 2))] | -

Dann lautet die Definition des Hauptoperationszeichens Hop(z) eines
n-k-k-Ausdrucks « (die fiir keine Operationszeichen enthaltende Ausdriicke
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x belanglos ist):
A, falls By(x)

Hop(x) = { b,(*z), falls B4(x)
biy(*z) sonst,

daher ist diese eine in M primitiv-rekursive Funktion, und mit ihr auch die
Glieder der Hauptoperationen, da diese nach Nr. 5 durch

—1(*z), falls B ,(x)
Gl (%) = { *e;xy-,(*x), falls Bg()

A sonst
und
¥(—i) (*x)), falls Bg(x)

B {A sonst

definirt werden konnen.

11. Nach Nr. 6 definiert man die Paare der Hilfsfolge zur Paarenfolge
eines n-k-k-Ausdrucks wie folgt: Sei

f(z, A) = ¢,(*x, A)
und fiir d € Y, falls mit

Biay; )= " B%(ko(f(w: ?/1))) & (y,) [yz = y—>k(f(x, 9,))
'—7& kl(f(x: yl)) a’]

und
By(2,y,9,) = Be(ki(f(x,9,))) & (Eyy) [y 2 y &Ey(f(2, ,)) =
= ky(f(x, 9,)) a]&(y2 [yz 2 Y= k(f(x, y,)) = ko (f(=, 94 )b]
B(z,y,y,) = B,(%, ¥, 4,) V By(2, ¥, ¥,)
und

Y:(2,9) = my [y, 2 Yy & B2, ¥, 4,)
gesetzt wird,
o (6L (kolf( 1@ )., ol 9@, ) a)
falls B (2, v, y,(x, ¥))
e yd) =1 o, (61, (ka(f( 92, ) » Bal(2, sl 9))) B)
o (2

falls B,(x, y, y,(x, y))
A sonst.

Man sieht leicht, dass dies eine Wertverlaufsrekursion ist. Die Werte
der damit auch in It primitiv-rekursiven Funktion

10 A Matematikai Kutaté Intézet Kozleményei VIL. A/3.
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Fo.y) = [[@ ), Talls Bu(ko(/(.9)))
'Y = 1subst (f(ﬁl?, Y), ko(f(x, y)), Hop (ko(f(z, y)))) sonst

liefern die Paare der zu x gehorigen Paarenfolge; man hat nur noch die Anzahl
dieser Paare zu bestimmen. Es ist klar, dass soviele Paare gebildet werden,
wieviele Operationszeichen und Variablen in « vorhanden sind, wie lang also
das durch Streichung der Klammern aus « iibrigbleibende Wort ist. Diese
Anzahl ist also

m(x) = o(subst(subst(z, (, 4),), 4).
Daher ist das zur Paarenfolge vom n-k-k-Ausdruck = gehérige Wort
07(90, m(x)),

also eine in M primitiv-rekursive Funktion von .

12. Sei nun umgekehrt z das der Paarenfolge eines n-k-k-Ausdrucks
zugeordnete Wort. Dann verfolgen wir den Gedankengang von Nr. 7.

Sei B,(xz) die Beziehung: »die zu x gehorige Folge enthilt ein Glied,
worin der erste Komponent ein Operationszeichen istq:

By(@) = (B)) [i 2 long (@) &(fa(ko(ki(@))) = AV fo(ko(ki(x))) = 4)] .

Von rechts nach links gehend geschieht das zum erstemal mit #,(z), wo
@) = g = Tong (2) & [kl k) = AV folklk) = 4) &

& (&) [i* 2 long (@) — (i < i 7 (falko(ki(2))) = 4) & (fo(ko(ki())) = A)))]]

Wir brauchen noch die Hilfsfunktionen
j(x) = u; [7 = l&fe‘f>(ko(kil(x)(x))) — A]

und
1,(Z, 2) = p; [i = long () & kl(ki( ) = kl(kh(x) ]
Dann sei
g(x7 A) =
und fiir ¢ € YA
subst (g(x’ Y), ko(ki,’g(x y))(g(xr y)))'
ko(kilfg(x,y))( @, y))) kg (ki 3(x,y),a)( ))>’
falls B,(g(@, y)) & f4ko(ki,gx, 3, (9(2, 9)))) = 4
o go) = ) 05t (009 Rolkige (9@ 9))

ef* (i, g0, 30, (95 9))) oKty g0, (925 )
RU=D* (i, gx,v,0) (9(, 9) ))) :

falls B,(g(@, ) & faon(ko(ki, g, )(9(@: 9))) = 4
g(x,y) sonst
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wo j fir j(g(x,y)) steht (will man die volleingeschachtelte Form des Aus-
drucks erhalten, dann soll hier statt @0 einfach @, statt beiden von f*
und f{—V* einfach f# stehen.

Wird fiir y eine mindestens so grosse Zahl gesetzt, wieviele Operations-
zeichen in x enthalten sind, z.B. o(x), so erhdlt man immer dasselbe Wort:
das der Hilfsfolge der solchen Paare zugeordnete Wort, deren erste Kompo-
nenten die den betreffenden Ausdruck aufbauenden Teilausdriicke sind. Der
erste Komponent des ersten Gliedes dieser Folge ist der gesuchte k-Ausdruck
(bzw. v- Ausdruck) Dieser ergibt sich daher als

ko(ko(g(x’ 0(1')))) J

also, da die Definition von ¢(x, ) eine primitive Rekursoin in It ist, als eine
in §m primitiv-rekursive Funktion.

13. So ergeben sich die hier betrachteten Ubersetzungs -Algorithmen
primitiv-rekursiv in M, da nach Nr. 11 die Paarenfolge eines n-k-k-Ausdrucks
« (der speziell auch ein v-Ausdruck oder ein k-Ausdruck sein kann) primitiv-
rekursiv von z abhingt, und nach Nr. 12 von der Paarenfolge sich sowohl
die volleingeschachtelte als auch die konventionelle Form auf primitiv-
rekursive Weise herstellen lésst.

Es wiirde keine neue Schwierigkeit bedeuten, wenn auch rechtsseitig zu
setzende eingliedrige Operationszeichen (wie z.B. n! in der Arithmetik)
anzuwenden, und verschiedene Bindungskonventionen fiir eingliedrige Opera-
tionen zu beriicksichtigen wiéren.

(Eingegangen: 15. August, 1962.)

0 PEKYPCUBHOCTU NEPEBOJHbIX INPEOBPA30BAHUM.
II-OE COOBIIEHHME:
NPUMEHEHHME OJHOro0 METOJA JIMHEAPU3ALIMH
IF'PA®A-BbBIPAJYKEHHSI KAHTOPOBUYA

R. PETER
Pe3iome

B mepBom coobmenuu [l] aBTOp 3aHMMajach IIepeBOJOM BbIpAXKCHUI
«T0JIHOCTBIO CcKOOouHOT0» («volleingeschachtelty) Bupa B 0e3cko00UHBI BuJ
Jlvkamesuua u o6paTHO. B ofHOli, Iocse 9TOr0 HaNMCaHHOH, ellle He I10SIBUB-
lejica Apyroil crarbe [2] aBTop fajia sl eTHX IepeBOAOB M ISl IepeBOJIOB
MHBIX 0e3CKO00UHBIX BBIPAYKeHHit NyTEM HEKOTOPOH JIMHeapusauuu rpada-Bbipa-
)Kennst KantopoBuua TaKOH MepeBOJHBIN anropum, KOTOPLIA ABJISAETCS TPUMK-
THBHO-PEKYPCHBHBIM Ha OJHOM IOAXOJsIINEM MHO)KeCTBe CJIOB. ABTOD IpuMe-
HseT B HacTosuem 11-om coo0lieHMH ITOT MeTOJ B IlepeBOjle HEKOTOPBIX «I10JI-
HOCTBIO CKOOOYHBIXY, «KOHBEHLMOHAJBHBIX» ¥ «He KOHCEKBEHTHO KOHBEHIMO-
HaJIbHBIX» BUJOB BbIpa)KeHUH. B «KOHBEHLMOHATLHOM» CI0C00e MpUMeHeHHUSsI

10*
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CKOOOK IpUHUMAaeTCsl BO BHUMaHUe, UTO HEKOTOpBIe Olepalldy I10 COIJalleHHIo
«CBSI3bIBAIOT CUJIbHEE», YeM JpyTrHve U UTO OJHAKOBO CHJIbHO CBA3bIBAlOIME Olle-
pauuy NPUHATO BBHINOJHATL MJs1 clieBa HalpaBo. B nHauGojee yacTo BeTpeyaro-
1[eMCSl  «HeKOHCEKBEHTHO KOHBEHLIMOHAJLHOMY CI1I0co0e INpUMEHEHUST CKOOOK
MOYKHO, HO He 00513aTeJbHO HY)KHO YAAJUTb J1I00YI0 U3 Nap CKOOOK CTaHOBUB-
Lelicsl M3JIMIIHBIMU BCJIECTBUE COrJlalleHusi. ABTOp JaeT K KayKIOMy U3 9TUX
TPEX BUJOB BBIp@YKEHMII anropudm, npeobpasylominii uxX B yIOMSIHYTBI JiMHe-
apu30BaHHBIA BUJL I'pada-BeIpayKeHUsI; Jajlee OHA TAK)Ke 3aJaeT TaKoil anropudm,
KOTOpHIl Ipeo0pasyeT JMHeapU30BAHHBI BUJ HEKOTOPOro rpada-BbipaykKeHus:
Oy/ab TO B IOJHOCTHI0 CKOOOUHBIN MJIM B KOHBEHLMOHAJIBHBIA BMJ{ 9TOr0 BhIpa-
ykeHus. Takum o0pa3oM, aBTOp II0Jy4aeT Bce IIepeBOJHBIE ITPe0Opa30BaHMSA
paccmarphiBaeMbIX BUJIOB M [10Ka3bIBaeT, YTO OHU SIBJIAIOTCA NPUMUTUBHO-PEKYp-
CUBHBIMM Ha IIOAXOJSAIIEM MHOYKeCTBe CJIOB.
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