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1. In den Folgenden handelt es sich um Ausdrücke, die aus Variablen 
(von welchen eine abzählbare Folge zur Verfügimg steht) mit Hilfe von 1-
und 2-gliedrigen Operationen aufgebaut werden. Dabei werden verschiedene 
Emklammerimgsweisen, und auch klammernfreie Bezeichnungsweisen benutzt. 
Wenn man einen Ausdruck von gewissen Variablen ausgehend so aufbaut , 
dass sooft man auf einen inzwischen auftretenden Teilausdruck а, О a2, wo в 
eine zweigliedrige Operation ist, wieder eine Operation anzuwenden hat, 
а, 0 a2 immer zwischen Klammern setzt, erhält man jene Form des Ausdruckes, 
die ich kurz seine »volleingeklammerte Forme nennen werde (diese ist etwas 
abweichend von der in der I. Mitteilung gebrauchten Form; aber auch damit 
gingen die folgenden Betrachtungen, nur nicht so einheitlich). 

In der Praxis werden meistens Zwischenstufen zwischen der vollein-
geklammerten und der klammernfreien Bezeichungsweise gebraucht. Man 
nimmt gewisse Konventionen in Betracht, nach welchen eine Operation 
»stärker bindet« als die andere (z. B. bindet die Multiplikation stärker als die 
Addition, und die Negation stärker als die zweigliedrigen logischen Operationen; 
bereits im vorhin erwähnten »volleingeschachtelten« Fall werden die einglied-
rigen Operationen stärker bindend als die zweigliedrigen betrachtet). Ferner 
wird bei gleich stark bindenden Operationen üblicherweise die Reihenfolge 
von links nach rechts gemeint (vor Kenntnis von Klammern bedeutet für 
ein Schulkind z.B. die Aufgabe 8 — 3 + 2, dass 3 aus 8 abzuziehen, und 2 
zum Ergebnis zu addieren ist). Die Bezugnahme solcher Konventionen führen 
zu einer Form eines Ausdrucks, die ich seine »konventionelle Forme nennen werde. 

Aber am üblichsten wird vielleicht eine »nicht-konsequent-konventionelle 
Forme der Ausdrücke benutzt, wobei neben den in der konventionellen Form 
notwendigen Einklammerungen auch überflüssige Einklammerungen ver-
wendet werden dürfen, aber nicht müssen (z.B. wird in der Programmierungs-
sprache »Algol 60« mit einem Ausdruck a grosszügig immer auch (а) als Aus-
druck betrachtet). 

Es kommt nun darauf an, die verschiedenen Formen eines Ausdrucks 
aufeinander zu übersetzen (auf die »halbeingeklammerte Form« von K A L M Á R 
komme ich nach seiner Publikation zurück). 

In der I. Mitteilung dieser Arbeit1 wurde die Primitiv-Rekursivität der 
Übersetzungstransformationen zwischen der volleingeschachtelten und der 

• Ebanda 7 (1962) S . 6 9 — 7 8 . 
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LiTKASiEWiczschen klammernfreien Form auf einer geeigneten Wortemenge 
gezeigt. In einer Arbeit, die im Acta Math. Acad. Sei. Hungaricae im Erscheinen 
ist2,habe ich dasselbe auch für andere klammernfreie Bezeichnungsweisen gezeigt, 
wobei als Hilfsmittel eine Linearisierung des KANTOROWiTSCH-schen Aus-
drucks-Graphen verwendet wurde. Derselbe Hilfsmittel eignet sich für alle 
solche Übersetzungstransformationen; so auch zwischen vollemgekiammcrten, 
konventionellen und nicht-konsequent-konventioncllen Formen der Aus-
drücke, worum es sich in dieser Arbeit handelt . 

2. Betrachten wir z.B. den folgenden logischen volleingeklammerten 
Ausdruck (kurz »v-Ausdruckt): 

Da hier das Hauptoperationszeichen v ist, und die beiden Glieder der Haupt-
operation die (durch Weglassen der äussersten Klammern erhaltenen) »Ent-
hüllten« der beiden Seiten dieses Zeichens: 

als Glieder gehören, wobei das Hauptoperationszeichen von y & z natürlich 
& ist, mit den Gliedern y und z, und die Hauptoperation von v natürlich H 
ist, mit dem einzigen Glied v, so kann unserem Ausdruck der folgende Hilfs-
graph zugeordnet werden; 

(x v (y & z)) v (и -А- П v). 

xv(y&z) und и —>• ~~j v, 

mi t den Hauptoperationszeichen v bzw. —v sind, wo zum ersten 

(xv (y <fez))v(«->--\v) 

z 

lw 

У 

Werden nun diejenigen der in den Knotenpunkten stehenden Teilaus-
drücke, welche auch Operationszeichen enthalten, durch ihre Hauptoperati-
onszeichen ersetzt, so entsteht im wesentlichen der KANTOROWITSOH-Sche Graph : 
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In meiner in Fussnote2 zitierten Arbeit habe ich die derartigen Graphen 
(die gerichtete Wurzelbäume sind, mit einer gegebenen Reihenfolge der aus 
je einem Knotenpunkt hinauslaufenden Kanten) folgenderweise durch Paaren-
mengen linearisiert: Den Knotenpunkten sollen Variationen gewisser Elemente 
entsprechen — hier, wo höchstens zweigliedrige Operationen vorkommen, 
genügen dazu zwei Elemente a und b — und zwar so, dass dem Ausgangs-
punkt (dem Wurzelpunkt) die mit Л bezeichnete »leere Variation« (»Variation 
O-ter Klasse«) entspricht, und falls einem Knotenpunkt, dem ein 1-bzw. 
2-gliedriges Operationszeichen zugeordnet ist, die Variation v entspricht, so 
dem Endpunkt der aus diesem Knotenpunkt hinauslaufenden Kante die 
Variation va entspricht, bzw. den Endpunkten der aus ihm hinauslaufenden 
beiden Kanten der Reihe nach die Variationen va und vb entsprechen. So 
gehört dann zu jedem Knotenpunkt ein Paa r aus einem Operationszeichen 
und einer Variation, und die Menge dieser Paare charakterisiert den Ausdrucks-
Graphen vollständig. Die Paarenmenge unseres Beispiels besteht aus folgenden 
Paaren: 

(v, Л), (v, a), (->,6), (x, aa), {&, ab), (и,Ъа), (~[,bb), 

(;y,aba), (z,abb), (v,bba). 

Diese Reihenfolge, wobei eine Variation höherer Klasse immer später an die 
Reihe kommt, und die Variationen derselben Klasse in der üblichen Reihen-
folge stehen, werde ich, wie in meiner in der Fussnote2 zitierten Arbeit, mi t (P) 
bezeichnen; die so geordnete Paarenmenge werde ich kurz »Paarenfolge« 
des Ausdrucks nennen. Damit hat man eine Linearisierung des K A N T O R O -
WITSCH-Schen Graphen. 

3. In einem Ausdruck in konventioneller Form (kurz »k-Ausdrucke) 
kommen keine überflüssige äussere Klammern vor; ein k-Ausdruck ist seine 
eigene »Enthüllte«. In einem nicht-konsequent-konventionellen Ausdruck 
(kurz m-k-k-Ausdrucke) — unter diesem Begriff fallen als Späzialfälle auch 
die Begriffe des v-Ausdrucks und des k-Ausdrucks — können dafür sogar 
mehrere überflüssige äussere Klammernpaare vorkommen; man enthüllt einen 
solchen Ausdruck durch sukzessive Streichung dieser Klammernpaare. Beginnt 
ein Ausdruck a mit keinem (-Zeichen, so gilt für seine Enthüllte *a natürlich 
*a = a. Dasselbe gilt auch, falls a mit ( beginnt, aber noch bevor von links 
nach rechts gehend sein letztes Zeichen erreicht ist, die Anzahl der ( - und ) -
Zeichen ausgeglichen wird. Wenn dies nur dann geschieht, wenn das letzte 
Zeichen von a erreicht wird, dann hat man, um *a zu erhalten, das äusserste 
Klammernpaar wegzulassen, und dieses Verfahren auf den übrigbleibenden 
Teilausdruck so oft wie möglich zu iterieren. 

4. Um das Hauptoperationszeichen eines Ausdrucks herauszufinden, 
ha t man den Aufbau der Ausdrücke näher zu betrachten. 

Nehmen wir an, dass eine unendliche Folge iß von Variablen gegeben ist, 
ferner endlich viele von diesen abweichende Zeichen 

Ax, A2, . . . , Ar 

f ü r eingliedrige Operationen, die gleich stark binden, aber stärker als eine 

2 Über die Primitiv-Rekursivität einiger den Aufbau von Formeln charakterisie-
renden Wortfunkt ionen. (Eingegangen am 24. Mai, 1962.) 
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zweigliedrige Operation, ferner endlich viele, von diesen und von den Variablen 
verschiedene Zeichen 

вр, вр, . . . , &P, 

вр, вр, . . . , 

» 

0(0, 0(0, . . . , 0(0, 

für zweigliedrige Operationen, von welchen die mit demselben oberen Index 
gleich stark binden, und 0У1' bei jedem ix und i2 für J, < J2 stärker als 0'f 
bindet. 

Ein beliebiger Ausdruck (worunter hier nur eine aus Variablen, Opera-
tionszeichen und Klammern bestehende Zeichenreihe verstanden wird) soll 
»auf j-ter Stufe abgeschlossene genannt werden, wenn darin vor jedes vorkom-
mende Zeichen &p mit j' > j mehr Anfangsklammern als Endklammern 
stehen. 

Unter der »abgeschlossenen Hülle j-ter Stufe« cd* eines Ausdrucks a soll 
für auf J-ter Stufe angeschlossenes a dieses a selbst, und sonst (a) verstanden 
werden. 

Ein Ausdruck heisst abgeschlossen, falls darin vor jedes vorkommende 
Zeichen 0-j mehr Anfangsklammern als Endklammern stehen. Die abgeschlos-
sene Hülle a* eines Ausdrucks a ist a selbst, falls n abgeschlossen ist, und 
(o) sonst. 

Es ist klar, dass ein Ausdruck a dann und nur dann auf J-ter Stufe 
bzw. schlechthin abgeschlossen ist, falls cd* = a bzw. a* = a gilt. 

Mit diesen Begriffen kann der Begriff »n-k-k-Ausdruck« wie folgt defi-
niert werden: 

1) Jede Variable ist ein n-k-k-Ausdruck. 
2) Ist a ein n-k-k-Ausdruck, so ist fü r jedes 1 g i g r auch At a* 

ein n-k-k-Ausdruck. 
3) Sind cq und a, n-k-k-Ausdrücke, so ist für jedes 1 g j g l; 1 g i g r} 

auch a{* 0 p ap~1)* ein n-k-k-Ausdruck. 
4) Mit a ist auch (a) ein n-k-k-Ausdruck. 
5) Alle n-k-k-Ausdrücke entstehen durch endlichmalige Verwendung 

von 1), 2), 3) und 4). 
Wenn 4) weggelassen, und für »n-k-k-Ausdruck« überall »k-Ausdruck« 

gesetzt wird, so geht diese Definition in die Definition der k-Ausdrücke über. 
Bei dem Aufbau der v-Ausdrücke werden alle zweigliedrigen Operationen 

als gleich s tark bindend betrachtet (so h a t es keinen Sinn, diese mit oberen 
Indizes zu versehen), und es wird auch keine Reihenfolge ihrer Verwendung 
ausgezeichnet. Hier ist also jedes aJ* mit a* gleichbedeutend, und so wird aus 
der Definition der k-Ausdriicke die Definition der v-Ausdriicke, wenn für 
cd* und a(J_1)* darin a*,und f ü r »k-Ausdruck« überall »v-Ausdruck«gesetzt wird. 

5. Nun erhält man das Hauptoperationszeichen eines beliebigen n-k-k-
Ausdrucks a aus seiner Enthüllten *ct wie folgt: 

(1) Is t diese der Form 
*a = Ai a', 

wobei a'* = a ' ist, so ist dieses zl; das Hauptoperationszeichen von n. 
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(2) Sonst (angenommen natürlich, dass a überhaupt Operationszeichen 
enthält) hat man zunächst in *a jene ©^-Zeichen mit möglichst grösstem 
oberen Index zu suchen, deren beide Seiten je genau so viele (-Zeichen als )-
Zeichen enthalten. (Für einen v-Ausdruck enthält *a einen einzigen solchen 
Zeichen.) Das Hauptoperationszeichen von a ist dann dasjenige dieser Zeichen, 
welches von rechts nach links gehend zuerst an die Reihe kommt. 

Im Fall (1) ist das einzige Glied der Hauptoperation die Enthüllte des 
nach dem Hauptoperationszeichen At stehenden Ausdrucks. 

Im Fall (2) sind die Glieder des Hauptoperations die Enthüllten der 
beiden Seiten des Hauptoperationszeichens 0 \ ' \ 

6. Man erhält nun folgenderart die Paarenfolge eines beliebigen n-k-k-
Ausdrucks: 

Ers t bildet man eine Hilfsfolge (im Sinne des Anfangs von Nr. 2). Das 
erste Paar davon ist (*a, Ä). Angenommen, dass die ersten n Paare schon 
als Paare von Enthüllten gewisser n-k-k-Ausdrücke und Variationen der 
Elemente a und Ъ gebildet sind, bildet man das n -f- 1-te Paar wie folgt: 
Ist bisher ein Paar (*a[, v) vorgekommen, wo *a' auch Operationszeichen 
enthält , und entweder I. die Variation va in keinem bisherigen Paar vorkommt, 
oder I I . das Hauptoperationszeichen von a' zweigliedrig ist, und va in einem 
bisherigen Paar vorkommt, aber vb in keinem, dass sei (*n[, v f ) das erste solche 
Paar; besteht dafür Fall I, dann sei der erste Komponent des n -f- 1-ten 
Paars das erste (oder einzige) glied des Hauptoperations von a[, und sein 
zweiter Komponent vx a\ besteht f ü r (*a[, v{) Fall II, dann sei der erste 
Komponent des n + 1-ten Paars das zweite Glied der Hauptoperation von 
aj, und sein zweiter Komponent vt b. Nach endlich vielen Schritten wird 
schon kein Paar mit I oder I I vorhanden sein; dann ist die Bildung der 
Hilfsfolge beendet. Nun hat man die ersten Komponenten der Paare durch 
ihre Hauptoperationszeichen zu ersetzen. (Es empfiehlt sich das Verfahren 
am Beispiel von Nr. 2 auszuprobieren.) 

Wie man aus klammernfreien Ausdrücken ihre Paarenmengen (und 
umgekehrt) — und durch verschiedene Anordnungen dieser Mengen auch 
ihre unmittelbare Übersetzungen auf einander — erhält, das habe ich in meiner 
in Fussnote2 zitierten Arbeit gezeigt. 

7. Aus der Paarenfolge (in der Reihenfolge (P)) eines Ausdrucks erhält 
man dann ihre konventionelle oder volleingeklammerte Form (auf die man 
übersetzen will) wie folgt: 

Wir ersetzen die Folge Schritt für Schritt durch eine andere. Bei jedem 
Schritt suchen wir in der gerade vorhandenen Folge von rechts nach links 
das erste solche Paar (b, v), worin b ein Operationszeichen ist. Ist darin b 
ein Aj, dann soll b durch bi* ersetzt werden, wo ! der erste Komponent des 
Paars mit dem zweiten Komponent va ist (ein solches Paar gibt es unbedingt). 
Ist b = dann gibt es unbedingt Paare (f,, va) und (f., vb), und b soll durch 
I/* <9jJ)fV_1)* bzw. durch 1* Q{f> ersetzt werden, je nachdem man die kon-
ventionelle oder die volleingeschachtelte Form des Ausdrucks erhalten will. 
Die anderen Paare bleiben dabei unberührt. Nach endlich vielen Schritten 
kommt man so zu einer Folge, in welcher schon kein Paar mit einem blossen 
Operationszeichen als erster Komponent vorkommt. Dann ist der erste Kompo-
nent des ersten Paars der Folge die gesuchte Form des Ausdrucks. (Man 
prüfe dies am Beispiel der Nr. 2 nach.) 
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8. Nun kommt es darauf an, zu zeigen, dass die dargestellten Über-
setzungs-Algorithmen auf einer geeigneten Wortemenge primitiv-rekursiv 
sind. Ich zähle hier erst auf, was ich aus der rekursiven Theorie der Worte-
mengen über den in der I . Mitteilung Verwendeten, deren Kenntnis ich hier 
voraussetze, noch benutzen werde.3 Betreffs der Kenntnisse über zahlentheo-
retische rekursive Funktionen berufe ich mich auf mein Buch.4 

Zuerst möchte ich an die folgenden, auch in der I . Mitteilung erwähnten 
Tatsachen erinnern: 

1) Für ein Wort x = ax аг .. . an, wo av a., . . ., an Buchstaben sind, 
ist o(x) = n. 

2) Die natürlichen Zahlen 

О, I, 2, . . . 
können etwa mit Л, (, ((,... 
identifiziert werden ( ( wird unter den Buchstaben unseres Alphabets vorkom-
men). Alle primitiv-rekursive zahlen theoretische Funktionen können zu 
primitiv-rekursive Funktionen einer bebliebigen Wortemenge erweitert 
werden. 

3) In jeder Wortemenge gibt es primitiv-rekursive Funktionen 

с, ( X ), I f x ) , lX, X 1, 

die für eine natürliche Zahl i o(x) der Reihe nach: das aus den ersten 
bzw. letzten i Buchstaben von x bestehende Wort, den Rest von x nach 
Weglassung von efx) vom Anfang, bzw von I f x ) vom Ende von x bedeuten. 

4) Es ist у ein Vorgänger von x, in Zeichen у t í x, falls y ein Abschnitt 
(ein zusammenhängender Bestandteil) von x ist. 

5) Einer Wortefolge OC Q у Х^ x « • • f X pi kann in jeder Wortemenge ein Wort 
cn(x0, xx, .. ., xn) als für festes n primitiv-rekursive Funktion derart zugeord-
net werden, dass mit primitiv-rekursivem к fx) und long (x) für i = 0, 1, ..., n 

xi = ki(cn(x 0, . . . , x n ) ) und n = long (cn(x0, . . . , xn)) 
gilt. 

Ausser den in der I. Mitteilung aufgezählten Kenntnissen werde ich 
hier noch die Primitiv-Rekursivität in einer beliebigen Wortemenge der 
folgenden Funktionen gebrauchen: 

6) bfx), das für eine natürliche Zahl i den i- ten Buchstaben von x 
bedeutet. 

7) }fb\x), für einen beliebigen festen Buchstaben b, das die Anzahl 
des Auftretens von b in x angibt. 

8) subst (x, y, z), welches für у ф Л das aus x entstehende Wort bedeutet, 
wenn darin von rechts nach links gehend jedes vorkommen von у durch z 
ersetzt wird, vorausgesetzt, dass dies kein neues Vorkommen von у in x 
zustandebringt. 

3 Näheres darübersiehe (neben2): R. PÉTER, Über die Verallgemeinerung der Theorie 
der rekursiven Funktionen fü r abs t rakte Mengen geeigneter Struktur als Definitions-
bereiche, Acta Math. Acad. Sei. Hungaricae, I .Tei l 12 (1961) S. 2 7 1 - 3 1 4 ; II . Teil 13  
(1962) S. 1 — 24. 

4 R. P É T E R , Rekursive Funktionen (Budapest, 1 9 5 7 ) , 2-te Auflage. 
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9) Mit einer Funktion von xv ..., xn ist immer auch eine solche Funk t ion 
von xv ..., xn, i primitiv-rekursiv, die f ü r eine natürl iche Zahl i die г-te 
Iteration der Funktion an der Stelle xv . .., xn angibt. 

10) Mit einer Funkt ion f(xv . . . , xn, y) ist auch die Funkt ion 

cf(xv ...,xn,y)= ^ ( / ( X j , . . ., xn, 0), f(xv . . . , xn, I), . . . , J(xv . . . , x„, o(y))) 

primitiv-rekursiv. 
9. Das Alphabet 21 unserer Wortmenge Sil enthäl t also die Elemente 

der Variablenmenge 23, die Zeichen At und 0) J ) der 1- und 2-gliedrigen Opera-
tionen, die — als Buchstaben des Alphabets fe t tgedruckten — Klammer-
zeichen, und die von all diesen verschiedenen Buchstaben a und b. Man sieht 
leicht, wie in der I. Mitteilung, dass die charakteristischen Funktionen 

/«(*). ÍA(x), feix), fe{,)ix) 

der Beziehungen: »eine Variable, bzw. eines der A, bzw. eines der 0 , bzw. 
eines der 0G> zu sein« primitiv-rekursiv in Sil sind. 

Die Enthül l te *x eines Wortes x kann nach Nr. 3 z . B . durch die o(x)-te 
Iterierte der Hilfsfunktion 

ц х ) = í C 1 *)" 1 ' f a l l s = Pi [ l ^ o(x) &Ä(0(e,(x)) = Л0)(еДж))] , 
[ x sonst 

als in 3K primitiv-rekursive Funktion definiert werden. 
Auch die Beziehungen BAg(x), Bf~jfg(x): »abgeschlossen, bzw. a u f / - t e r 

Stufe abgeschlossen zu sein«, und die Funktionen x*, xJ* (die abgeschlossene 
Hülle, bzw. die abgeschlossene Hülle / - ter Stufe von x) sind primitiv-rekursiv 
in Sül, da sie der Reihe nach wie folgt definiert werden können (siehe Nr . 4): 

BAg(x) = (г) [i M o(x) -> ifeihix)) — A-y A<%(x)) M A«>(e,.(x) ))] , 

B%{x) = (i) ( f ) [ i ^ o(x) [f 5L l->(few (АДж)) = A j ' 

-^АО)(е,.(х))< A(0(e,.(x)))))], 

x, falls ВAg(x) 
(x) sonst, 

xj* = \x> falb B%(x) 
[ (x) sonst. 

Hiernach ist auch die Beziehung Bn_k_k(x) »ein n-k-k-Ausdruck zu 
sein« (imd ähnlich auch die Beziehungen Bk(x) und Bv(x) »ein k-Ausdruck 
bzw. ein v-Ausdruck zu sein«) primitiv-rekursiv in 2ft, l au t der Definition 
ihrer charakteristischen Funkt ion fn-k-k(x) (siehe Nr. 4): 

fn-k-tSA) = Л 
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und für с £ 23 
Л, falls fí8(xc)=Av(Ub1(x)) = A&BAg(~1(xc))& 

á fn_k_k(-\xc)) = A) v (ЕУ1) (Eyf) (Ey) (Ej) [yv y g x & 

fn-k-k(xc) = = ~1(XC) В Ш ) & Шф\уг) & 
& fn-h-кШ = fn-k-Áyf)/в«(У) = л &х = УуУУъ\ v 
v (Еу) [;у g x&fn_k_k(y) = Л&х = ( у ) ] 

( sonst, 

die eine Wertverlaufsrekursion ist (das zeigt man wie in den ähnlichen Fällen 
der I. Mitteilung). 

10. Nach dieser Definition sind für ein n-k-k-Ausdruck folgende drei 
Fälle zu unterscheiden: 

1) x enthäl t keine Operationszeichen, d.h. es besteht die Beziehung: 

Вя(х)=М*х)=Л. 

2) Das Hauptoperationszeichen von x ist ein Zl-Zeichen d.h. es besteht 
nach Nr. 5 die Beziehung 

ВД=fÁ4**)) = л&(~Ч*х))* = ~Ч*Х) • 

3) Wenn keines dieser Beziehungen besteht, diese Eigenschaft soll mit 
Be(x) bezeichnet werden (diese Beziehung ist mit den vorangehenden auch 
primitiv-rekursiv in SR), da in diesem Fall das Hauptoperationszeichen von 
x ein 0-Zeichen ist. 

In Fall 3) brauchen wir nach Nr. 5 zur Definition des Hauptoperations-
zeichens von x die folgenden Hilfsdefinitionen: 

Sei B0p(j, i, x) die Beziehung: »der i-te Buchstabe von *x ist ein 0(J)_ 
Zeichen, dessen beide Seiten genau so viele ( - als )-Zeichen enthalten«. Dann ist 

B0p(j, i, x) = /ew(b((*x)) = Л & MO (e,(*x)) = hO) (ef*x)) & Л«) (~'(*x)) = 
= hO) (~i(*x)), 

und das grösste j, zu welchem es ein solches i gibt, ist 

j(x) = ftj [j gl & (Ei) [i g o(*x) & B0p(j, i, x)} & ( f ) j' gl->(j< )' -> 

-> (г) [г Ф o(*x)^ B0p(j', i, X)])]] ; 

endlich ist das grösste (von rechts nach links gehend das erste) solche i, fü r 
welches mit diesem j(x) die Beziehung Bop(j(x), i,x) besteht: 

i(x) = ftj [« g o(*x) & B0p(j(x), i, x) & (i') [i' g o(*x) (i < i' -> 

AB%(j(x),i',x))]\. 

Dann lautet die Definition des Hauptoperationszeichens Hop(x) eines 
n-k-k-Ausdrucks x (die für keine Operationszeichen enthaltende Ausdrücke 
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x belanglos ist): 

Hop(x) = 

Л, falls В gj (ж) 

bf*x), falls В f x ) 

Ъцх)(*Х) sonst, 

daher ist diese eine in Sit primitiv-rekursive Funktion, und mit ihr auch die 
Glieder der Hauptoperationen, da diese nach Nr. 5 durch 

~Ц*х), falls BA(x) 

und 

Gl f x ) = < *ei(x)^1(*x), falls Be(x) -Kxy 
sonst 

Glfx) 

{Л S 

_ j *(-iM (**)), falls Вв[х) 
A sonst 

définirt werden können. 
11. Nach Nr. 6 definiert man die Paare der Hilfsfolge zur Paarenfolge 

eines n-k-k-Ausdrucks wie folgt: Sei 

f(x,A) = cf*x,A) 
und fü r d £ 2Í, falls mit 

Bfx.y, yj) = "1 B%{kff(x, yj)) & ( y j [y2 A y ^ k f f ( x , yj)=j= 

Ф ki(f(x' Vi))a] 
und 

B2(x, y, y j — Be(k0(f(x, y j ) ) & (Eyj [y2 ^ у & k f f ( x , y j ) = 

= Vi)) a] & {yj) \Уг ^ У K{KX> yj)) Ф hMx' Vi)) 

B(X, y, y j = В f x , у, y j V В f x , у, y j 
und 

gesetzt wird, 

f(x, yd) = 

yßx, У) = l*Vl\.y I йУ& B(x, у, y j 

С1 (ЩК(АХ> УЛХ> У)))] ' k f f i x , у f x , у))) а) , 

falls В f x , у, у f x , у)) 

сх [Gl2[ka(f(x, у f x , у)))) , k f f ( x , у f x , у))) b) , 

falls В f x , у, у f x , у)) 
Л sonst. 

Man sieht leicht, dass dies eine Wertverlaufsrekursion ist. Die Werte 
der damit auch in Sit primitiv-rekursiven Funktion 

1 0 A Matematikai K u t a t ó Intézet Közleményei VI I . A/3. 
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J. v ] = f f ( x , y ) , falls B<%(kff(x,y))) 
jsubst (f(x, y), k0(f(x, y)), Hop (k0(f(x, y)))) sonst 

liefern die Paare der zu x gehörigen Paarenfolge; man hat nur noch die Anzahl 
dieser Paare zu bestimmen. Es ist klar, dass so viele Paare gebildet werden, 
wieviele Operationszeichen und Variablen in x vorhanden sind, wie lang also 
das durch Streichung der Klammern aus x übrigbleibende Wort ist. Diese 
Anzahl ist also 

m(x) = o(subst(subst(x, (, Л), ), Л). 

Daher ist das zur Paarenfolge vom n-k-k-Ausdruck x gehörige Wort 

c~f(x, m(x)), 

also eine in 2JÎ primitiv-rekursive Funktion von x. 
12. Sei nun umgekehrt x das der Paarenfolge eines n-k-k-Ausdrucks 

zugeordnete Wort. Dann verfolgen wir den Gedankengang von Nr. 7. 
Sei В f x ) die Beziehimg: »die zu x gehörige Folge enthält ein Glied, 

worin der erste Komponent ein Operationszeichen ist«: 

В f x ) » (Et) [i g long (x) &(ffk0{ki(x))) = Л V /в(А0(А,.(х))) = Л)] . 

Von rechts nach links gehend geschieht das zum erstemal mit q(x), wo 

h(x) = /*, ig, long (x) &{fA(kflci(x))) = Лу fe(K( к fx))) = A)& 

& (%') [." g long (x) (» < V -* ( I ( f f k f k f x ) ) ) = Л) & П (Ukfkfx))) = Л 

Wir brauchen noch die Hilfsfunktionen 

j(x) = /g [j g l&fe<n(k0(khW(x))) = Л] 

i f x , z) = pi [i g long (x) & k f k f x ) ) = A1(A/1(X) (x)) z]. 

Dann sei 

und 

und für с t 2Í 

д(х, yc) 

g(x, Л) = x 

subst (g(x, у), kfkil'g(x)y))(g(x, y))), 

К [Keix,y)){g(x, y)))K{K%x,y),a){gix, y)))], 

falls B0(g(x, y)) & f f k f k t (g(x,y)))] = A 

subst [g(x, у), к0(кцх,у)/(д(х, у))), 

H*{K'gM,y),a){g(x, У))) k0{ktl'ß(Х,у)){д(х, У))) 

Я^ЧК'.лх.Я.ЬМъу))))' 

falls В0(д(х, у)) & /egk0(kií(g(x>y))(g(x, у)))] = Л 

д(х, у) sonst 
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wo j f ü r j(g[x, y)) s t eh t (will man die volleingeschachtelte Form des Aus-
drucks erhalten, dann soll hier s t a t t 00) einfach 0 , s ta t t beiden von Ц* 
und 1)* einfach ig stehen. 

Wird fü r y eine mindestens so grosse Zahl gesetzt , wieviele Operations-
zeichen in x enthalten sind, z.B. o(x), so erhält m a n immer dasselbe Wort: 
das der Hilfsfolge der solchen Paare zugeordnete Wor t , deren erste Kompo-
nenten die den betreffenden Ausdruck aufbauenden Teilausdrücke sind. Der 
erste Komponent des ersten Gliedes dieser Folge ist der gesuchte k-Ausdruck 
(bzw. v-Ausdruck). Dieser ergibt sich daher als 

{gix> °(x)))]> 

also, da die Definition von g(x, y) eine primitive Rekursoin in JJi ist, als eine 
in äft primitiv-rekursive Funktion. 

13. So ergeben sich die hier betrachteten Übersetzungs-Algorithmen 
primitiv-rekursiv in 5Ш, da nach Nr. 11 die Paarenfolge eines n-k-k-Ausdrucks 
x (der speziell auch ein v-Ausdruck oder ein k-Ausdruck sein kann) primitiv-
rekursiv von x abhängt , und nach Nr. 12 von der Paarenfolge sich sowohl 
die volleingeschachtelte als auch die konventionelle Form auf primitiv-
rekursive Weise herstellen lässt. 

Es würde keine neue Schwierigkeit bedeuten, wenn auch rechtsseitig zu 
setzende eingliedrige Operationszeichen (wie z.B. n\ in der Arithmetik) 
anzuwenden, und verschiedene Bindungskonventionen f ü r eingliedrige Opera-
tionen zu berücksichtigen wären. 

(Eingegangen: 15. August, 1962.) 

О РЕКУРСИВНОСТИ ПЕРЕВОДНЫХ ПРЕОБРАЗОВАНИЙ. 
II-OE СООБЩЕНИЕ: 

ПРИМЕНЕНИЕ ОДНОГО МЕТОДА ЛИНЕАРИЗАЦИИ 
ГРАФА-ВЫРАЖЕНИЯ КАНТОРОВИЧА 

R. PÉTER 

Резюме 

В первом сообщении [1] автор занималась переводом выражений 
«полностью скобочного» («volleingeschachtelt») вида в безскобочный вид 
ЛукАШЕвича и обратно. В одной, после этого написанной, еще не появив-
шейся другой статье [2] автор дала для етих переводов и для переводов 
иных безскобочных выражений путём некоторой линеаризации графа-выра-
жения Кднторовича такой переводный алгорифм, который является прими-
тивно-рекурсивным на одном подходящем множестве слов. Автор приме-
няет в настоящем 11-ом сообщении этот метод в переводе некоторых «пол-
ностью скобочных», «конвенциональных» и «не консеквентно конвенцио-
нальных» видов выражений. В «конвенциональном» способе применения 

1 0 * 
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скобок принимается во внимание, что некоторые операции по соглашению 
«связывают сильнее», чем другие и что однаково сильно связывающие опе-
рации принято выполнять идя слева направо. В наиболее часто встречаю-
щемся «неконсеквентно конвенциональном» способе применения скобок 
можно, но не обязательно нужно удалить любую из пар скобок становив-
шейся излишными вследствие соглашения. Автор дает к каждому из этих 
трёх видов выражений алгорифм, преобразующий их в упомянутый лине-
аризованный вид графа-выражения; далее она также задаёт такой алгорифм, 
который преобразует линеаризованный вид некоторого графа-выражения 
будь то в полностью скобочный или в конвенциональный вид этого выра-
жения. Таким образом, автор получает все переводные преобразования 
рассматрываемых видов и показывает, что они являются примитивно-рекур-
сивными на подходящем множестве слов. 
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