EGY OLAJVEZETEK TELEPITESI SZELSOERTEK FELADAT
HEINEMANN ZowntAN! és HOSSZU MikLos!

1. Olajvezeték épitésével kapcesolatban meriil fel a kivetkez6 probléma:
adott » darab olajkut; hova telepitsiik a tartalyallomast, hogy a csGvezeték
epltesi koltsége a legkisebb legyen. A feladatnak természetesen mas megfogal-
mazas is adhato Az ilyen muszakl problémak csak equzoruelto feltevések
mellett oldhaték meg matematikai eszkozokkel, mivel szdmos tényezitol
fuggnek (pl. meglevo lparl létesitményektsl, domborzati viszonyoktol stb.),
igy a megoldés végsé soron a valdésagos viszonyokat csupan megkozelité
modellen alapszik. E bizonytalansag csokken, ha a telepitési szempontok egy
része elhanyagolhaté. Pl. egy adott olajmezi esetében a foldgomb gorbiilt-
ségétdl eltekinthetiink; azonkiviil, minthogy az olajmezé altalaban nem hegy-
vidéken helyezkedik el, kozelitéleg sik terepet vehetiink alapul.

Ennek alapjan egyszertsitsiik le a fent emlitett problémat a kovetke-
zére : adott a sikban n darab pont; hatdrozzuk meg azon pontot a sikban,
melyre nézve az adott pontoktél mért tavolsagok stlyozott 6sszege minimum.
A probléma megoldasara gyakran hasznalt sulypont nem elégiti ki ezt a fel-
tételt; ott a tavolsagok négyzetének sulyozott Osszege minimalis. Sulynak
a vezeték méterenkénti épitési koltségét kell valasztanunk. Ha az iizemel-
tetési koltségeket is figyelembe kivanjuk venni, akkor méar mas jellegii prob-
lémara jutunk.

Egy sikbeli derékszogli koordinata rendszert valasztva, az adott pontok
legyenek az @, = v, % + y,j, egy tetszleges pont pedig az » = ai + yj
helyzetvektor végpontjaban. Egy tetsz6leges pontra a koltség az elmondot-
tak értelmében az

(1) S=pr—al+... +pn!1‘—an|=kg;pk1/(x—xk)‘~'+(y—yk)2

értékkel aranyos, ahol p,, ..., p, az adott pontokhoz tartozé silyok.
Ebben a dolgozatban az S(z,y) figgvény szélsGértékét vizsgaljuk.
A dolgozat nem hasznal fel az analiziselemein tilmend matematikai ismereteket.
2. A Z = S(a, y) kétvaltozés fiiggvény minimumdanak meghatarozasa
céljabol vizsgaljuk a fiiggvény 4altal az «, y, z koordindta rendszerben meg-
hatérozott feliillet geometriai tulajdonsagait. A kovetkezs észrevételeket
tehetjiik:

! Miskole, Nehézipari Miiszaki Egyetem Matematikai Tanszék.
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L. 2z = Si(x, y) = pi | r — a, | egy olyan kupfeliilet egyenlete, melynek
csucsa az a; vektor végpontjaban van, tengelye parhuzamos a z tengellyel,
fél nyilasszoge arc tg py (1. abra), és a z = 0 sik folott helyezkedik el.

II. A

Z=28(y) = ’%Sk(x’ y)

feliilet z-vel parhuzamos valamely (fiigg6leges) sikmetszete, mint a kupok
tengelyeivel parhuzamos szelet: hiperbola dgak és egyenes szakaszok szuper-
pozicidja, alulrél konvex, és feltéve, hogy az a; vektorok végpontjai nem esnek
egy egyenesbe, szigoruan konvex? (1. abra).

III. A z = S(z, y) felilet z = ¢ sikmetszetei (szintvonalai) zart, szigo-
raan konvex gorbék, vagy elfajult esetben egyenes szakasz.

280 s

S
§(6)

a ' a

1. dbra 2. dbra

A magaqségv(malak zartsaga nyilvanvalé annak alapjan, hogy » abszolut

értéke novekedésével 2 pi | ¥ — @ | bizonyos hataron til biztosan nagyobb,

mint akarmilyen megadott ¢ érték. Ha a pontok nem esnek mindannyian egy
egyenesre, akkor a szigorti konvexitas ugy lathaté be, hogy ellenkezé esetben
lehetne taldlni olyan hurt, amely a magassagvonalat ketténél tobb pontban
metszené (2. abra), tehat az erre a hurra illesztett fiigg6leges metszésik sem
jehetne alulrél szigoruan konvex, ellentétben a II. megéllapitassal.

* Egy gorbe alulrél konvex, ha barmely két pontja kozti ive nem megy a két
pontot 6sszekoté hur folé; alulrél szigortian konvex, ha béarmely két pontja kozti iv
mindig a hur alatt van. Egy sikbeli zart gérbe konvex, ha barmely két pontjan at fek-
tetett hur a gorbe altal bezart tartomanynak csak belsé vagy hatarpontjait tartalmazza;
szigordan konvex, ha barmely egyenes legfeljebb két pontban metszi a gorbét. Nyilvan,
két alulr6l konvex fliggvény 6sszege is ugyanilyen; egy alulrél konvex és egy alulrél
szigortian konvex fliggvény, Osszege szigortan konvex.
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Elfajult esetben is csak tgy lehet a szintvonal egyenes szakasz, ha II.
alapjan a pontok mindannyian egy egyenesre esnek, és az illeté szintvonal
éppen szélsGérték (3. abra).

IV. A z = S(x, y) feliletnek a kovetkezd tipusi minimum pontjai
lehetnek:

a) egyetlen, az a, végpontoktél kiillonbozé pont felett;

b) az a; vektorok valamelyikének végpontjanal;

c) két pontot Osszekiotd egyenes szakaszon.

3. Vegyiik sorra az a)—c) eseteket, és vizsgaljuk meg kiilon-kiilon,
hogyan lehet a szélsGértéket meghatirozni.

Legritkdbban ¢ ) fordulhat elg: csak akkor, ha a pontok valamennyien
egy egyenesre esnek, és pl. a paronként egyezé sulyi pontok Gsszekots szaka-

3. abra

szainak van kozos része. E megjegvzé? rogton irdnyt is szab a minimum

pontok meghatarozasara: az S = 2 Ppr| @ — x| tortvonal fiiggvény alsé

pontjat, illetve pontjait kell k1]eloln1 (3. abra).
Az a) esetben az S(x, y) fliiggvény minimum helyét a

s _ Z 2 x — S
(2) [ ox k=1 ’ V(x S xk)z + (?/ = yn)g
as - Y — Yk
=== p = - :0
l oy g V@ — 22 + (7 — wi)?

egyenletek biztosan létezd (és egyetlen) megoldasa hatérozza meg.

A megoldéas 4ltalanos esetben egyszerti eszkozokkel nem hatdrozhaté
meg, ezért kozelit6 moédszerekre vagyunk utalva.

A nem linedris egyenletrendszerek kozelité megoldéasa altalaban sok
szamitasi munkat kovetel meg, ezért nehézkes és szamunkra gyakorlatilag
nem hasznalhat6. Ebben a dolgozatban a kés6bbiek soran a numerikus szi-
mitast lerovidits eljarast targyalunk. A moédszer hatékonysiga lényegében a
szintvonalak és fiiggGleges sikmetszetek szigoru konvexitasian alapszik.
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Az S(r) skalar fuggvenv a sik minden pontjahoz egy skalir értéket
rendel, pontosabban S(r) a sikban értelmezett potencial fiiggvény. Szintvonalai
az S = konstans gorbék és a legnagyobb valtozas irdnyat a grad S vektor
adja.

Ennek értéke (1)-bél:

(3) grad S = p,(r — @,)° + ... + p,(r —a,)°,

ahol —(r — a;)° a tetszbleges » ponthél az a,-ba mutatéd egységvektort
jelenti. A minimumot ad6 pontot (2)-nek megfelelGen a
(2a) grad § = ﬁl - QE =0
o ?/

feltétel jeloli ki.

grad S a sik minden r # @, vektoranak végpontjiban értelmezve van.

Az eddig elmondottakbdél megolddsi lehet8ségként egy mechanikai
modell kinalkozik. Furjunk lyukakat egy vizszintesen elhelyezett lapon
adott (ardnyosan zsugoritott) vektorok végpontjain, és vezessiik rajta keresztiil
egy csomépontbdl kiindulé zsinérokat. Terheljiik az egyes szdlakat az egyes
pontoknak megfelel§ p; stllyal. A esomépontban ébredd erék ekkor éppen
—grad S er6t adnak. Az ellendlldsoktél mentesitett rendszer csomépontja
ez iranyban elmozdulni igyekezvén (2a)-nak megfelels helyzeten keriil
egyensulyba.?

grad S az * = a; pontokban hatirozatlanna vélik, az a; pontok a sik
szinguldris pontjai.

E matematikai modell alapjan targyalhat6 a b) eset is:

Tegyiik fel, hogy a csomépont az a, pontok koziil az m-edikben van,
onnan indul, vagy valami médon oda keriil.

Ha a,-et az a; pontok koziil kizérjuk, akkor a

q——2m — @)°

erG hatdsira, annak iranyaban elmozdul a zsinegek csomépontja. Tetsz6legesen
kicsiny elmozdulés hatédsira azonban p,, (r — @,,)° mar meghatarozott iranyt
nyer. Ha az a,, végpontjanak van olyan kirnyezete, melyben

(5) Pm = [pm(r e m | = ‘ 2 pk r— ak 1111

érvényes, akkor a q és —p,, (r — a,,)° er6k egyiittes hatasara az r végpontja
a,, végpontja iranyaba kozeledve mozdul el; ebben az esetben S(a,,) az S(r)-nek
minimuma, mig az ellenkezs esetben biztosan nem az.

Minthogy ¢ az r-nek folytonos fiiggvénye az » = a,, hely kérnyezetében
is, » kicsiny valtozasival keveset véltozik, tehat a b) esetben végsé megalla-
pltaskent lesztirhetjiik a kovetkezét: A

(5,) Pm = ‘ 2 pk(ak . am)oi
k#m

egyenlGtlenség teljesiilése sziikséges és elegendd ahhoz, hogy éppen az a,,
vektor végpontjan legyen S minimalis.

* A modell alapjan a surl6das ellendllasok, valamint a csomépont merevsége miatt
a gyakorlatban sziikséges pontossagi eredményt adé analég gép nem készitheto.
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4. Nézziik most (2) megoldasat egy jol ismert példan pl. hirom pont
esetében. A koordinata rendszert valasszuk tgy, hogy a haromszog egyik

cstcsa a kezdGpontba essék és egyik oldalaval az x tengelyen fekiidjon (4.
abra). Ekkor az

S@,y)=p V2 + 2+ p, V(@ —2,)2 + 12+ o, V(@ — 3)° + (¥ — y5)?
salyfiiggvény minimumét a

oS x X == B r—x

— =P =D, = + . _. 3 ,

oz Vit T Va—w)ty V(@ — 2+ (v — ys)?

a8 y y Y —Ys
=P ys—— 1T —————— 1P = =
oy Jaz+ o2 Vi@ —a,)? +y V(e — a3)2 + (y — y,)?
Y
A A
-arf/&
A B
Cq
X
4. dbra

egyenletnek elegettevé pontban kell keresni. Az dbran lathaté jelolések szerint
pysina — p,sin f+ p,cosy=0,

Py COS O — P, COS B + pysin y=0;
négyzetre emelés, majd osszeaddas utan

p3(sin?y + cos?y) = p} + p} + 2 p, p,(cos a cos f — sina sin f),
vagyis

2 M — 2
172

érvényes. Itt 5 a p,, p,, p 3 oldalakkal szerkesztett haromszog ps-mal szemben
fekvd szogének kiegészité szoge (4. abra); ugyanilyen médon szamithato,
ill. szerkeszthet6 ¢, és &, 1. Az adott haromszog oldalai folé ezen szogekkel

1 Ra1sz Ivan felhivta a figyelmiinket, hogy az g szogek minden levezetés nélkiil
egyszeriibben nyerheték a p, (* — ay) erévektorok (2a) zarodéasi feltételébdl, melynek
alapjan a rogton a 4. Abréan szereplé haromszoget kapjuk. Kiilonleges esetek részletes
vizsgalatdaval itt nem foglalkozunk, azt elvégezte ForrAT Sandor [3]. O hozta tudoma-
sunkra e kérdés megoldasénak fontossagat a banyaszatban és a banyészati szakirodalom-
ban eziranyban fellelheté [1], [2] eredményeket. Az emlitett dolgozatok koziil [2] bizo-
nyitas nélkiil egy kozelité eljarast ad (2) megoldasara; [1] egy tartoményra tudja leszii-

n

kiteni a siknak azt a részét, melyen beliil az S™ = 3’ p;|»r — a; | fliggvény szélsd-
k=1

értékét ad6 vektorok egyéltalan lehetnek. Ttt megje_gyezziik, hogy modszeriinkkel is
nemesak m = 1 esetén lehetséges a szélséérték tetszdleges pontosséiggal valomegkozelitése,
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szerkesztett latokorok metszéspontja adja a keresett, (2)-t kielégité pontot,
melyben, ha a haromszog belsejébe esik, S értéke nyilvan minimalis. Ha a
latokorok egymast nem belsé pontban metszik, akkor a héromszég egyik
csucspontjaban a legkisebb S érteke éspedig amelyiken (5") teljesiil.

Négy pont esetében, ha p, = p;, p, = p,. a négyszog P,P;, P,P, atléinak
metszéspontja adja a (2)-t kleleglto pontot feltéve, hogy ez a négyszog bel-
sejébe esik. Kz nyilvanvalé amiatt, hogy p, [r — @, | 4+ p; | * — a3 | minimuma
a P, P, vonalszakasz felett van, mig p, |» — @, | + p, | — a, |-é P,P, felett,
és itt kiilon-kiillon mindegyik fuggvény allandé.

5. Ezek utan ratérink a mar jelzett numerikus médszer targyalasara.
Ennek alapjat az ismertetett mechanikai. modell szolgaltatja. Valasztunk
tetszéleges r, kezdeti pontot. Mivel ezen pontban a minimum feltétel altala-
ban nem elégiil ki, a potencialtér hatasira —grad S(r,) irdanyaban elmozduléas
kovetkezik be: —2, grad S(r;) elmozdulds utan », pontba keriiliink, innen
— 2, grad S(r,) utan az r; pontot nyerjik.

Vizsgaljuk, milyen feltétel mellett konvergal az

(6) Tiy1 =0 — ;"I\' grad ASvk, Sk = S(rk)
e I
sorozat a grad S = 0 feltételt kielégité pontba.
A — grad S; alacsonyabb szintvonalak felé mutat, és a k 4 l-edik
pontra biztosan fennall S,., < S;, ha a —1; grad S elmozdulds nem met-
szette mégegyszer az S = S szintvonalat. Hatarozzuk meg tehat az

(7) ’)':’r,‘.——lgl‘ad LSYR, Oél

lIA
8

egyenesnek az S = S szintvonallal balé masik metszéspontjat! Az »r ezen
kifejezését S(r)-be helyettesitve, egy

n
(8) S(4) = 2 p; Va2 + A+ y;, a=(gradS,)2 B;=—2(r;—a;)grad Sy,
B vi= (M —a)®

alaku kifejezést nyeriink. A (7) paraméteres egyenlet mutatja, hogy

n
Sk = S("'k) — S(A)h:o = i;;p[ Vyl e

A metszéspont szamitasa céljabdl becsiiljiilk meg feliilr6l S(4)-t. Mint-
hogy mindegyik

TR — (% a9 i | T
8,(3) = p; Va2 + BA+ vi =p; V7 [1 G {4 24 L l”
Vi Vi
hiperbola metszethez a 4 = 0 pontban a binomidlis sorfejtés alapjan nyert

P,-(z)=p,»VZ[1+§{ ey b z”

94
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simulé parabola jé fels§ korlat (5. abra), ezért nyilvans

s
=

S(}‘) = Si(l) = Pi(l) - P(l) s

i= i=1

Ii
—

ahol az értelmezés folytan P(0) = S(0) = S.

Az S = Sy szintvonallal valé masik metszés tehat olyan u paraméternél
kovetkezik be, mely alulrél megbecsiilhets a P(2) fiiggvénynek az S; magas-
sagi egyenessel vald metszéspontjahoz tartozé » paraméterrel (6. abra),
melyre tehat fennall

P(v) =8(p) = Sy, v .
A I P
5 \ . "l”
a3 .
A v A
5. dbra 6. dabra

Itt azonban » kinnyen szamithaté a P(») = S ill. részletesen: a

= P y 3
Sl e > Uy,
v +V.-VJ]+7:p’Vy’

4

n

...p Vy: [1+

i=1

egyenlet

7'k—a

n
> B Vv, 2
F:P,ﬂz/V% gra‘dSk%p ‘;’rk—al D)

Yy = — —

a ZplVvi  (grad 8, 2 p/Vv:i 1=2: plVvi

i=

gyokeként. Megjegvzendd, hogy
riFa

esetén (8) alapjan y; = 0, kovetkezéleg »(>0) szamithaté a kapott képlettel.
Minthogy végiil az S = S, szintvonal belsejében biztosan kisebb S
értéke S,-nal, a

1

i/r

(9) -

5 [tt felhasznaltuk azt a szemléletes, konnyen igazolhaté tényt, hogy az S; ()
hiperbolat a P; (1) parabola a A =0 és A = — f;/a pontokban érinti, de egyébként
felette helyezkedik el (5. abra).
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paraméter valasztassal (a hur felez6pontjan) biztosan olyan vektorhoz jutunk
a (6) sorozatban, melyre

Sk-{—l = S(l) = S(rk+1) < S,‘.
fennall.

Igy a (6)—(9) alapjan nyert sorozat monoton csokkend. Alulrdl korlatos,
monoton csokkend sorozatnak azonban van hatarértéke. Ehhez az S, hatar-
értékhez tartozd szintvonalon a gradiens nem lehet 0-tél kiilonbozd, mert
kiilonben a megfelels a,y,-vel képezett P(4) harjanak »/20 abszcisszdju
felezGpontjan lehetne talalni S -nal kisebb S-et. Széval az S = S, szintvonal
csak egyetlen pontot tartalmaz, a keresett minimum pontot.

Ezen eljaras csupan az a) esetben alkalmazhaté.

A mddszer elénye, hogy a (6) sorozat konvergenciaja nem tulsagosan
érzékeny a grad S szamitasi pontossagara; igy aztan pl. grafikus eljarassal
is konnyen lehet az 7, vektorhoz alkalmas, a grad S;-tél nem sokban kiilon-
b6z6 vektort szerkeszteni, éspedig ugy, hogy »; végpontjabdl az a; vektorok
végpontja felé p, hosszisagu vektorokat rajzolunk, és szerkesztjitkk a kapott
vektorok Osszegét.S

6. Minthogy (6), (8), (9) alapjan

1 i z (’)'k s a-)
Cir1 =0 — w—— grad dy=1%— — ; E = '. )

1 D;
10 I [T . ERC =l
( ) k+1 n —pL_ :2 "l"k —a,-[ 1

ezért az eljaras gy is értelmezhetd, hogy az r, ., kozelités az a; vektorok

végpontjaban elhelyezettL
" — @
[1, 5, 6]. VinczeE Istvan hivta fel figyelmiinket, hogy ennek alapjan az
ry, 75, ... sorozat konvergencidja az

salyi  pontok tomegkozéppontja. Lasd

S(Tst1) < S(1)

relacié kovetkezménye, mely igen egyszerlien bizonyithaté a kovetkezs,
médon:? r, ., éppen a

n

_— _7)1_ — )2
(pk(,r) T 2 l‘rk i aii ("" al)

i=1

650 kutbol all6 gazmezd esetében, a szokdsos telepitési viszonyok mellett 5—g
1épésben mar megfeleld j6 szdzalékos pontossig érhetd el. A szamitas menete digitilis
szamoloégépre konnyen programozhato.

7lasd: WEISZFELD [6].
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osszeg minimum helye (a stlypont ismert tulajdonsiga alapjan), tehat

n ). s n )
E TR - (P — @) = E oR . - (1 — @) = 8(ry),
f=1 e~ o~ Ty —ay

masrészt
n
7).
2 o . A
=1 ‘/"k = ail

n n
= E piir—a;| + 2 2 PPy — @ — 23 D — @ +
i=1 i=1

2 1y — @) + (P41 — @] — 1 —a)]) ]2 =

i=1

n 1\2
(s — @] — I — @2
‘ Al d 2 S(r, S(ry) +
+i El 0] (Prs1) (1)

s e kettét osszehasonlitva valdban teljesiil S(r,.,) < S(rx), ahol v, = 7y
esetén nem 4allhat fenn egyenlGség.

Vincze Istvan [5] ezzel az eljardssal hatarozta meg altalanosabb
ponthalmazok (gorbék, tartomanyok) esetén a tavolsag hatvanyanak bizonyos
stlyfiiggvénnyel képezett integriljanak minimum helyét.

Megjegyzések. 1. Az S potencialtér nivévonalainak ortogonalis trajek-
toriai azon vonalak, melyek mentén a grad S erd hatasira az elmozdulas tor-
ténik (esésvonalak). Ezek differencialegyenlete:

_ 88 j38 _ P(x,y)
oy CQz,y)

’

A grad § = 0-nak megfelel6 pontban
P(z,y)= @z, y) =0

all fenn. Az egyenletnek tehat itt szingularis pontja van.

Gradiens médszernek nevezik a fiiggvény szélsGértékének az esésvonalak
csomépontjaként torténs meghatarozasat. A fent vazolt modszer tehat
lényegében a gradiens modszernek egy kozelité eljarassal vald osszekapesolasa.

2. A cikkben nem fektettiink stlyt arra, hogy eredményeink alkal-
mazasi teriiletét konkrétan megvilagitsuk. Ezt a hidnyt kivanjuk potolm
néhany sorban. Természetesen vazlatosan, teljességre nem toreksziink, és
jelenleg nem is torekedhetiink.

a) Hosszabb csGvezetékek altalaban nem vezethet6k egyenes vonalban.
Ezzel azonban nem szlint meg a médszer alkalmazasilehetésége. Ha az egye-
nestdl csak kicsit kell eltérniink, az optimdlis egyenes a kitiizésnél éppen tugy
iranyt szab, mint idedlis esetben. Megtorténhet azonban, hogy az eltérés igen
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nagy. Pl. meg kell keriilni a Balatont, mint a zalai olajvezeték épitésekor 20
évvel ezel6tt eld is fordult. A vezetéket ezutan harom iranyba kellett elagaz-
tatni. Ilyen esetekben kijelolheté minden vezeték utols6 kotott pontja. Ezt a
pontot és az idaig vezets utat a foldrajzi adottsagok
szabjak meg. Az elagaztatas helye ezen pontok alap-
jan mar szamithaté.
Lehetséges, hogy egyik vezetékszal lefektetése
! két uton oldhaté meg. Mindkét lehetdségre elvég-
oy - zend§ az elagaztatas helvenok megallapitasa, és a
R \__\@ kevesebh 6sszkoltséglit kell megvalésitani (7. abra).
M" b) Gazkutakhoz tankallomést kivanunk tele-
- ’ . / sy e .
piteni. Szamitjuk az §; pontot, majd egymaéashoz
kozel es6 kutak csoveit egyesitjitk. Az igy nyert
csomoé6pontok alapjan S| korrigalhato.
A stlyok mindig a vezetékek Ft/m koltségét jelentik.
Féleg gazvezetékek tervezésénél latjuk az alkalmazds lehet&ségét.
Olajvezetékeknél az iizemeltetési koltségek nagyobb sulya szab korlatot.

~

7. dbra

6sszef0glalés

A dolgozat olajvezeték gazdasdgos épitésével kapesolatban egy sikban
n db. adott ponthoz olyan pont megkeresésével foglalkozik, melvnek az adott
pontoktél p,, ..., pp stllyal vett tavolsag Osszege minimélis. Ha a pontok
valamennyien egy egvenesbe esnek, akkor foléjik p; irdnytangesti S; =

n
= pi |t — t;| egyenletli tortvonalakat szerkesztve, ezek S = N'S;szuper-
i=1
poziciéjan a legalsé pont jeloli ki a minimumot.

Ha a pontok nem esnek egy egyenesbe, de valamelyik indexti pontban
az (5') egyenl&tlenség teljesiil, akkor ott a legkisebb a stlyzott tavolsag-
Osszeg.

Ha az el6z6 esetek egyike sem all fenn, akkor egy tetszéleges »; vektor
végpontjabol, mely az adott pontok mindegyikétdl kulonbomk a (6), (8),
(9) illetve (10) eléiras alapjan olyan »,, £ = 1,2, ... sorozatot nyerhetiink,
melynek hatarértéke a kivant szélséértéket adja, feltevo. hogy az r, vektorok
koziil egyikiitk végpontja sem esik a megadott pontok valamelyikére. Ez utébbi
feltétel mindig teljesithetd gy, hogy ellenkezd esetben a megfelels 2, értékét
a (9) alattinal valamivel kisebbnek valasztjuk, s ezdltal elkeriiljiikk azt, hogy
az r;,, végpontja éppen valamely megadott pontra essen, ahol grad Sj
értelmét veszitené.

(Beérkezett: 1960. szeptember 22.)
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EIN MINIMUM PROBLEM DER OLBEFORDERUNG
Z. HEINEMANN und M. HOSSZU

Zusammenfassung

Der Aufsatz befasst sich, im Zusammenhang mit dem rentablen Bau
von Olleitungen, mit dem Aufsuchen eines punktes in einer Ebene, dessen
mit den Gewichten p,, ..., pn genommene Entfernung von n gegebenen, in
derselben Ebene liegenden Punkten, summiert ein Minimum ergeben.

Liegen alle Punkte auf einer Geraden, so konstruierten wir iiber ihr
gebrachene Linien mit der Richtungstangente p;, die die Gleichung S; =

n

= p; |t — t;| haben. Auf ihrer Superposition S = >'S; gibt der unterste
i=1
Punkt das Minimum an.

Wenn die Punkte nicht auf einer Geraden liegen aber in einem Punkt,
der den Index m hat, die Ungleichheit (5") erfiillt wird, so ist die gewogene
Entfernungssumme dort die kleinste.

Ist auch das nicht der Fall, so kann aus dem Endpunkt eines beliebigen
Vektors »;, der von allen gegebenen Punkten verschieden ist, auf Grund der
Vorschriften (6), (8), (9) (Bzw. (10)) eine Reihe von Vektoren v, £ = 1, 2, ...
gewonnen werden, deren Grenzwert den gewiinschten Extremwert liefert,
vorausgesetzt, dass keiner der Vektoren r; mit einem der gegebenen Punkte
zusemmenfillt. Letztere Bedingung kann man immer erfiillen, wenn man
den Wert des entsprechenden 7, etwas kleiner wiihlt, als das in (9) angege-
ben ist. Dadurch vermeiden wir, dass der Endpunkt von 7,,, gerade mit
einem gegebenen Punkt zusammenfillt, wo -grad S, , seinen Sinn verlie-
ren wiirde.

OQHA 3KCTPEMAJIbHASA 3AJJAYA O TPAHCIIOPTHPOBKE
HE®TA

Z. HEINEMANN u M. HOSSZU

Peslome

ABTOpBI 3aHUMAIOTCA B 3a/1aueil IKOHOMUYHOM MOCTPOHKU HedTenpoBOIOB, a
MMEHHO OTBICKaHMEM TAKOW TOUKM, CBSI3AHHOW € JI@HHBIMM B OJHON MNJIOCKOCTH
TOYKAMM 7, KOTOpasi UMeeT MUHUMAJIbHYIO CYMMY PACCTOSIHUIA, TIPUHATBIX BecaMu
Py - - -y Pp OT JAHHBIX TOUEK. Eciit Bce TOUKHM pacrolaralorcst Ha 0iHOi u Toil »Ke
NPAMOi, TO MOCTPOMB HAJl HUM JIOMAHHbBIE JIMHUM, UMelllHe YIJI0Bble K03hdH-
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LMeHThl KacaTeJlbHbIX p; ypaBHeHUs1 S; = p; |{ —t;|, HU3IIAS TOYKA HA CyIep-
n

nosumuun S = 'S, aTuX IuHMii onpejieJisieT MeCTO0 MHUHHMYMa.
i=1

Eciu ToOukM He pacnojaraloTcss Ha OJHOH NpsiMoif, HO B HeKOTOpOi
TOYKE HH/EKCOM 711 BBINOJIHSIETCS HepaBeHCTBO (5’), TO TaM HAXOJMUTCS Hau-
MeHbllasi CyMMa CBeLIEHHBIX pacCTOSHUIA.

Eciy He umeer MecTO HU OJHOI0O IpebIAYLIMX CIAy4yaeB, TO U3 KOHEUHOIO
IIYHKTA MpPOM3BOJILHOTO BeKTOpa, 7", OTJMYAlOUlerdcsi OT BceX JAHHBIX TOUEK,
MOYKeM MOJIy4YUTb MOCJef0BaTeIbHOCTb 7, k = 1,2,... 1mo npasuinam (6), (8),
(9), npenen KoTopoit maér Tpedyemblil IKCTpeMyM, 1ojarasi, YT0 HU OJIHOH M3
KOHEYHBIX TOYeK BEKTOPOB 7 He COBNAjaeT C O/HOH M3 3aJaHHBIX TOYEK.
[TocneHoe yciioBre MO)KeT OBbITH BBINOJHEHO BCerjia, ecid Mbl BbiOepeM 3Haye-
HUe COOTBETCTBEHHOI'0 A, HEMHOr0 MeHbllle uYeMm 3HaueHus (9), M M0OITOMY MBI
usberaem, YT0 KOHEUHbIH NYHKT, 7, pacrnojaracst 0bl Ha HeKOTOPOH 3ajaHHoi
TOUKe, rjie BbiparkeHue grad Sy, He UMes0 Obl CMBICJIA.
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