5/9-ES FRAKCIONALIS FAKTORIALIS KiSERLET TERVE
BANKOVI Gyorey és SARKADI KAroLy

Bevezetés

A dolgozatunkban leirt kisérleti tervet a Nagynyoméast Kisérleti Intézet
meghizasabo6l dolgoztuk ki 1961-ben.

A Nagynyomasu Kisérleti Intézet munkatarsai aj eljarast probaltak ki
dieselolajak kéntelenitésére. Az egyik felmeriil§ feladat az volt, hogy a kén-
telenitési hatasfoknak a bedllithaté mtveleti tényez6ktél (nyoméas, hémér-
séklet stb.) valé fliggését megallapitsak (részletesen lasd [1]). Ezen feladat
megoldasa — tekintettel az elvégzendd Kkisérletek nagy szamara — igen
koltséges és hosszu ideig elhuzédé munka lett volna.

A kisérletezés koltségeinek és idGtartamanak jelentds esokkentése érhetd
el a matematikai statisztika alkalmazasa altal. A kisérletezés tervének mate-

matikai alapon val6é kidolgozasa — bizonyos egyszeri feltételek teljesiilése
esetén — lehetévé teszi, hogy a sziikségesnek latszo kisérleteknek csak egy

részét végezzék el, mert a kapott kisérleti eredményekbdl a tébbi (el nem
végzett) kisérlet varhaté eredménye szamitassal igen pontosan becsiilhetd.

Dolgozatunk 1. és 2. §-aban réviden ismertetjiik a faktoridlis kisérletek,
illetve a frakcionalis faktoridlis kisérletek alapelveit. A 3—6. §-okban az alta-
lunk kidolgozott, bizonyos tekintetben 1j kisérleti tervet irjuk le. A 7. §
gyakorlati utmutatas a szamitasok elvégzéséhez.

Megjegyezziik, hogy a dolgozatunkban leirt és ehhez hasonlé kisérleti
tervek nemesak a vegyiparban alkalmazhaték sikerrel, hanem szdmos egyéb
ipardgban, valamint a mezigazdasigban is.

Magyarorszagon a faktorialis kisérleteket a mezGgazdasagban tobb
mint egy évtizede alkalmazzdk, s reméljiik, dolgozatunk hozzajarul ahhoz,
hogy ez a mdédszer az 1parban is elterjedhessen. Tudoméasunk szerint a magyar
nyelvii irodalomban még nem jelent meg olyan mfi, amely a frakcionalis
faktoridlis kisérletek tervezésével foglalkoznék. Dolgozatunk megfogalmaza-
séndal erre a korilményre tekintettel voltunk, és bar a kozolt matematikai
modell teljes megértése feltételezi az idézett szakirodalom ismeretét, a modell
gyakorlati alkalmazdsa a 7. § utmutatdsa alapjan alaposabb szakismeret
nélkiil is megvaldsithaté.

1. §. Faktorialis kisérletek

A mezbgazdasagi és az ipari kisérleteknél igen gyakran eléfordul, hogy
a kisérletek eredményeit befolyasol6 tényezdk egy részét a kisérletezd eldre
be tudja allitani bizonyos értékekre. A kisérletezés célja ilyenkor legtobbszor
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az, hogy a jelenség lefolyasanak a beallithaté tényez6ktsl valé fiiggését
megtalaljak, ami kiilonosen az optimalis feltételek megvalasztasa szempont-
jabdl érdekes.

A matematikai targyalasban a kisérleti koriilmények tudatos megvalasz-
tasanal szerepet jatszé tényezlket faktoroknak' nevezik. A kisérletek soran
mindegyik faktor csak néhany kijelolt értéket vehet fel; ezeket az értékeket
a faktor szintjeinek nevezik és altalaban 0-t6l kezdédéen szdmozzak.?

A faktorialis kisérletek eredményeinek kiértékelése specialis tobbvalto-
z0s regresszio-szamitasi feladat. A legegyszertibb modellnél a kovetkezd fel-
tételezésbdl indulnak Kki:

(1) Z/ij:ﬂ+Ai+Bj+3ij (2,7 =10,1)
ahol

i és j az elsé ill. a masodik faktor szintjei,

y;; a kisérlet mért eredménye,

«  konstans,

A és B; az elsé faktor i-edik, ill. a masodik faktor j-edik szinten valé
fellepesenek tula]domtott hatas,

¢;; normalis eloszlasi val6szintiségi valtozé (véletlen hatas), M(e;;) = O,
D%(¢;;) = o tovdbbéd az e,;-k Osszességiikben fiiggetlen valdszintiségi val-
tozok (7,4 =.0,.1).

Az A; és B; mennyiségekre vonatkozéan nyilvan feltételezhets a

1 1
(2) o Ay=10, X By=1
i=0 Jj=0
1
Osszefiiggések fennalldsa (ha példaul 2 = ¢ # 0 lenne, akkor az (1) 6ssze-
i
fuiggést igy irhatnank:
y;=¢ + 4i+ B; + ¢,
ahol

W=pt—, dj=4—— (i=0,1),

1 2 2
ésigy;O‘A; = 0).
A (2) feltevés mellett

a kisérletsorozat egyszeri végrehajtasanal.

! Példa faktorokra. Novénytermesztési kisérleteknél: ontozés, mitragyazas;
biologiai kisérleteknél: kisérleti allatok neme vagy életkora; ipari kisérleteknél: hémér-
séklet, nyomés.

2 Példaul, ha egy ipari eljarast 2000 C, 300° C és 400° C hémérsékleten probalnak
ki, akkor ezeket a hoéfokokat a ,,hémérséklet’ faktor nulladik, elsd, illetve masodik
szintjeinek tekintik. A faktor qnnt]el csak kilonbozé beallitast, de nem feltétleniil
mennyiségi valtozast jelentenek; igy példaul a him-, illetve néstényéllatok kisérleti
alanyként val6 felhasznélésa a , kisérleti 4llatok neme”’ faktor nulladik, ill. elsé szintjének
tekinthetd.
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Emlitettiik, hogy modellink konstansainak meghatarozasa specidlis
tobbvaltozés regresszidszamitasi feladat. Ha 6sszehasonlitjuk feladatunkat
a regressziészamitas szokasos modelljével (1. pl. [9], 376—380 o.), akkor
feltiinik, hogy mig az idézett helyen a meghatarozandé allanddk szorzéi, az
ay szamok altalaban tetszbleges szdmok lehetnek, a mi esetiinkben ezek csak
0 és az 1 értéket veszik fel (aszerint, hogy a kérdéses &llandé az (1) megfelels
egyenletében szerepel vagy sem). Latszolagos kiilonbséget jelent az, hogy a mi
esetiinkben az egyiitthatok kozott a (2) alatt feltiintetett dsszefiiggések allnak
fenn, ez a kiilonbség azonban a felesleges allandék eliminalasaval kénnyen
kikiiszobolhetd és igy feladatunk a regresszidszamitasi feladatok megoldasdnak
smert moédszerével, a legkisebb négyzetek médszerével is megoldhaté (a dolgo-
zatunkban targyalt modell ezen az Gton 33 ismeretlenes egyenletrendszerre
vezet). Azonban, mint latni fogjuk, a faktoridlis kisérleteknél fellépd szimmet-
riatulajdonsagok megengedik, hogy ugyanehhez az eredményhez sokkal egy-
szerlibb szamitéssal eljussunk.

Féhatdasok és interakcick. Az (1) képlet olyan modellt ir le, amelynél az
egyik faktor kiillonboz6é szinteken kifejtett hatasai nem fiiggnek a masik
faktor szintjét6l.? A modell tovabbfejlesztése a kovetkezs formaban irhaté fel:

(3) Yyij=p+ 4;+ B; + AB;,; + ¢; (4,7 =0,1).

Az (1) képlettdl valé eltérést az A B, ; tag bevezetése jelenti. (Az ¢ 4 j
index mod 2 értendd.) Ezek a mennyiségek annak mérésére szolgalnak, hogy az
els§ faktor hatdsinak megvaltozdsit (a faktor szintje megvaltoztatasanak
kovetkezményeként) a masodik faktor rogzitett szintje mellett, mennyire
befolyasolja a masodik faktor més szinten valé rogzitése. (Ha a masodik
faktor beallitdsa kozombos az els6 faktor hatdsa szempontjabdl, az A B,
mennyiségek nyilvan 0-val egyenl6k; ekkor jutunk az (1) képlethez.)
Az AB jelolés nem szorzat, hanem egységes szimbélum, az A B,,; mennyi-
ségek, amelyeket a két faktor elsérendii interakcicinak neveznek, célszertien
ugy értelmezhet6k, hogy a faktorok sorrendjének semmi jelent8sége se
legyen.

i’ (2)-h6z hasonléan feltehetd, hogy

I -~

(4) AB,=0.

r=

o

Ketténél tobb faktor esetén magasabbrendl interakcidkrol is beszél-
hetiink; igy példaul, ha négy faktor mindegyike két szinten szerepel, az
ABCiyji1y, ABDiyjyy, ACDiyy, BCDjiyy, mdsodrendii interakcick és az
ABCDi . 4 harmadrendi interakciok is figyelembe vehetdk (7, j, k és I az elsd,
masodik, harmadik, illetve negyedik faktor szintjei, az indexek mod 2 érten-
d6k). Az interakcidk Osszeszamlalasakor a csak als6 indexben kiilonbozé
konstansokat altalaban nem szoktak kiilon interakciéknak tekinteni, hanem
azokat ugyanazon interakcié kiilonb6z6 komponenseinek nevezik. Igy pél-
daul az 4 B és A B, konstansokat az 4 B interakcié komponenseinek nevezik.
Ezt a terminolégiat értelemszertien f6hatasokndl is alkalmazzak. Az eddig

3 Az A; és Bj mennyiségeket az elsd, illetve a méasodik faktor féhatdsainak nevezik,
amelyek a faktorok rogzitett szinten kifejtett atlagos hatasanak mérésére szolgalnak.



512 BANKOVI—SARKADI

targyalt esetben, tehat amikor a faktorok szintjeinek szdma 2, az interakciok
is két-két komponenssel rendelkeznek.

Visszatérve arra az esetre, mikor a faktorok szama is csak 2, megfigyel-
hetjiik, hogy az AB interakcié az y,; fiiggvényeket két egyenls osztilyba
osztja: az egyikben, ahol ¢ 4 j péros, az interakei6 a (3) egyenlet kifejezésében
a 0 szinten szerepel, mig a masik osztalyban az 1 szinten. Megjegyezziik
tovabba, hogy a (3) egyenlet szerinti modell feltételezése — meghatarozatlan
konstansokkal — az y;; valtozék vdrhaté értékeire semmi megszoritst sem
jelent, a varhato érték ismeretében a (2) és (4) Osszefiiggések figyelembevéte-
1ével a (3)-ban szereplé konstantsok egyértelmiien meghatarozhaték. (Ezzel
szemben az (1) egyenletnek megfelel6 modell feltételezése esetén fennall a
varhat6 értékek kozott az M(y;;) + M(vy) = M(yy,) + M(yy,) relacio.)

Altalaban, tobb faktor esetén is, ha mindegyik faktor 2—2 szinten
szerepel, ugyancsak érvényes, hogy mindegyik interakcié két egyenld osztalyba
sorolja a lehetséges szintkombindcidk halmazat. Hasonl6képpen igaz az is,
hogy az Osszes lehetséges interakciok szerepeltetése esetén (pl. 3 faktor
(4, B,C) esetén az AB, AC, BC és ABC interakciék alkalmazasa mellett) a
valtozok varhaté értékeire semmilyen megszoritast nem jelent a modell.

Tekintsitk most a hdrom szint esetét. Legyen két faktorunk, mindegyik
3—3 szinten. Most is alkalmazhatjuk a (3) egyenlet altal megadott modellt
(ahol most 7 és j a 0, 1, 2 értékeket veszik fel), természetesen a (2) és a (4)
képleteknek megfelels relaciékat is, csak ezekben 2-ig megy az Osszegezés,
az AB indexei pedig mod 3 értenddk. Konnyen meggy6zGdhetiink azonban
réla, hogy most a (3) képlet nem jelenti a lehetd legaltaldnosabb modellt:
hiszen a valtozok szama 9, a fliggetlen konstansok szdma pedig 7. Tehat itt,
ha dltalanosabb modellt akarunk alkalmazni, még egy elsérendli interakciot
kell szerepeltetniink. Ezt agy definidljuk, hogy az ¢ + 2j értékeinek megfele-
I6en bontsa 3 osztdlyra az y,;; valtozék halmazat. Az 1] interakciét az A B?
jellel jelezziik, komponensei: A B}, AB}, AB3, és az y;; kisérletnek a modell
az ABj.,; komponenst felelteti meg (az index itt is mod 3 értendd). Igy tehat
a modell a kovetkez§ lesz:

yij=#+ 4;+ B;+ AB;;+ AB}y; + & (2,j=0,1,2).

Az AB? szimbolumban a B felett all6 2 index a j egyiitthatéjara utal.

Kénnyen meggy6zddhetiink arrél, hogy ez a modell a 2 faktoros 3 szintes
faktoridlis kisérletlegaltalanosabb modellje: éppen 9 fiiggetlen dllandénk van,
mert a f6hatasok és az interakciék 3—3 komponense mind 0-ra Osszegezidik.
Onként felvetddik azonban a kérdés, hogy miért alkalmazzuk i-nek és j-nek
ezt a két fiiggvényét: az ¢ + j meg az 7 + 2j fiiggvényt interakcik definiala-
sara? Ennek a magyardzata a kovetkezd: a 3-as modulusra vonatkozdéan csak
4 kiilonbozé linearis fiiggvény van, amelyben pontosan 2 véltozd szerepel:

z,+x, *-+2x, 224, 2, 4 2z,.

Ezek koziill a masodik kettd az els§ kett6tsl csak konstans faktorban kiilon-
bozik:

2z, + 2, =2(x;, + 23,),

2%, + 2%, =2 (2; + @,) .

Az egymast6l csak konstans faktorban kiilonbozé linearis fliggvények nem
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alkalmasak kiilon-kiilon interakecié definidlasara, mert az igy nyert interak-
cidk ugyanazt a felosztast generdlndk a kisérletek kozott és ezért egymastodl
megkiilonboztethetetlenek volnanak.

Tovabbmenve 3 faktor esetére, hasonlé elvek alapjan épithetjiik fel
modelliinket. Itt szerepelnek az A4, B, C féhatdsok, az AB, AB2?, AC, AC?,
BC, BC? elsérendii interakciok és az A BC, ABC?, AB>C, AB2C? masodrendii
interakciok. Az interakciok indexei értelemszertien agy éallapitandék meg,
mint az el6z6 esetben. Nem szerepeltetiink itt sem olyan interakcitkat,
amelynek szimbélumaban az els6nek: dll6 ‘beti felett hatvinykitevé van.

4 faktor esetén a fenti modell értelemszertien tovabbfejleszthetd; itt
mar harmadrendfi interakecidk is felléphetnek.

Megismételt kisérletek. Egyszertiség kedvéért térjiink vissza a (3) modell
esetére. Emlitettiik, hogy az y,; valtozék virhaté értékei a modellben szerepld
konstansokat egyértelmilien meghatarozzak. Tehat amennyiben a kisérletek
eredményei véletlen hibatél mentesek lennének, elég lenne a faktorok szint-
jeinek minden kombindciéja mellett egy-egy kisérletet végrehajtani; az igy
kapott négy egyenletbdl a fenti ismeretlenek meghatarozhaték. Ha azonban
a véletlen hatisa nem elhanyagolhaté, az egyenletek megolddsa bizonytalan-
sagot rejt magdban (Gjabb kisérletsorozat esetén mas értékeket kapnank), és
ezen bizonytalansig mértékére nézve nines informéaciénk. A sziikséges infor-
macié megszerzése a kisérletek szamanak novelése utjan torténik.

A fenti példdban a késérletsorozat R-szeri (R = 2,3, ...) végrehaj-
tasa (4R mérés) alapjan o? 4R — 4 szabadsagfoku kifejezéssel becsiilhetd;
o? ismeretében valdszinliségi kovetkeztetések vonhaték le arra nézve, hogy
a u, A, A, stb. kifejezések szamitott értékei mennyire térhetnek el valédi
értékeiktol.

Blokkok. A faktoridlis kisérleti modellek alapfeltevése, hogy a kisérleti
eredmények — a véletlen ingadozast leszamitva — csak a figyelembe vett
faktoroktél fiiggnek, azaz a kisérletezés koriilményei a szintek kiilonbozs-
ségétdl eltekintve véltozatlanok. Ennek a feltevésnek a helyessége sok kisérlet
elvégzése esetén erGsen kétséges lehet; ezen hibaforras kikiiszobolésére szolgal
a kisérletnek kisebb csoportokba, in. blokkokba val6 beosztésa.*

A blokkbeosztast altalaban ugy szoktak megszabni, hogy valamilyen
magasabbrendi interakeiét (interakciokat) valasztunk ki, (elssorban olyant,
amelyr6l feltételezziik, hogy eltlinik) és azok a kisérletek keriilnek azonos
blokkba, amelyekben ez a kivalasztott interakeci6 (interakcidk) egyforma szin-
ten szerepel. Ilyen médon természetesen a kivalasztott interakeié a kisér-
letekbSl nem becsiilheté meg, mert nem tudjuk szétvalasztani a blokkha-
tastol: azt mondjuk, hogy az interakecié keveredik a blokkhatdssal.

Ipari kisérleteknél azonban olykor — és ez igy torténik a mi esetiinkben
is — blokkonként egy-egy kontrollkisérletet is végeznek, annak érdekében,
hogy a blokkhatdst mar a kisérletek végzése kozben is szemmel tudjak tartani
és sziikség esetén a berendezésen bedllitast végezni. A kontrollkisérlet elvég-
zése mindegyik blokkban ugyanolyan beéllitds mellett torténik.

Kisérleti terv. A tudomanyos igény(i kisérletezés a kisérleti terv elkészi-
tésével kezdddik, amely faktoridlis kisérletek esetén a kovetkezSkbdl all:

! Feladatunk megoldasanal szamitésba kellett venniink, hogy a kisérleti berendezés
miikédése bizonyos id6 elteltével kisérletrdl kisérletre fokozatosan valtozik. Az id6ben
kozelesd kisérleteknél ez a vAltozds még nem jelentds, de a tavolesd kisérleteknél nem
hagyhat6 figyelmen kiviil.

4 A Matematikai Kutaté Intézet Kozleményei VII. B/4.
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a) A kisérleti modell megvalasztasa (faktorok, szintek kijelolése, egyes
hatasok elhanyagolasa (lasd 2. §), blokk terjedelmének meghatarozasa).

b) A kisérleti elrendezés felirasa (melyik szintkombindciét hanyszor,
milyen idGsorrendben kell elvégezni; blokkbeosztas felirasa, kontrollkisérletek).

c) A kisérletek kiértékelésére szolgalé moddszer kidolgozasa.

2. §. Frakcionalis faktorialis kisérletek

A faktoridlis kisérleteknél a teljes kisérletsorozat (minden lehetséges
szintkombinacié) megismétlése nem mindig valésithaté6 meg elényosen. Ha az
egyes szintkombinaciékra vonatkozé kisérletek szama nem egyforma, részleges
ismétlésrél beszéliink. Ide soroljuk azt az esetet is, amikor egyes szintkombind-
ci6kra vonatkozéan egyaltalan nem hajtunk végre kisérletet.

Az olyan faktorialis kisérleti terveket, amelyeknél részleges ismétlés
fordul el6, frakciondlis faktoridlis kisérleti terveknek nevezziik. A tovabbiak-
ban azokra a tervekre szoritkozunk, amelyeknél a kisérletek szama kisebb,
mint az Osszes lehetséges szintkombindcidk. Ezen kisérleti tervek jelentGsége
kiilonosen akkor nagy, amikor a teljes kisérletsorozat igen sok kisérletbdl all.

A frakcionalis faktoridlis kisérletek tervezése azon a feltételezésen alap-
szik, hogy a magasabbrendii interakeciék elhanyagolhatéan kicsinyek (elsé koze-
litésben nullak) a f6hatasokhoz és az alacsonyabbrend interakciékhoz képest.
Ez a feltevés 6nkényes, de a gyakorlati esetek nagy részében fenn all. A kisér-
leti adatok birtokaban a feltevés helyességére vonatkozéan utélagos vizsgalatok
végezhet6k. Az egyes interakciok elhanyagolasa kovetkeztében csokken a
becslend§ ismeretlenek szama, és igy az elvégzendd kisérletek szama is.

Azokra az esetekre vonatkozéan, amikor mindegyik faktor két szinten,
illetve harom szinten szerepel, az irodalomban a probléma elméleti targyalasa
mellett kidolgozott kisérleti elrendezések is talalhatok. A [2] dolgozat olyan
kisérleti elrendezéseket kozol, ahol 4—10 faktor mindegyike harom szinten
szerepel és a teljes kisérletsorozatnak 3P-edrésze hajtandé végre (p =1,
2, 3, 4, 5).

Feladatunkban négy faktor mindegyike harom értéket vehetett fel;
a masod- és harmadrendi interakciékat elhanyagoltuk. Kénnyen belathato,
hogy a négyféle f6hatas és tizenkétféle els6rendii interakcié (mindegyike
hérom szinten) és a kisérleti atlag (u) becslése legalabb 33 mérést tesz sziik-
ségessé, ha a vizsgalt hatdsoknak egymassal valé keveredését el akarjuk
keriilni; 27 kisérlet elvégzése az Gsszes (81) helyett tehdt nem minden szem-
pontbdl kielégitd (lasd [2] 11. oldal). Ez a hianyossag kikiiszobolhetd tovabbi
kisérletek elvégzése altal; vagyis a kisérleteket tigy tervezziik, hogy a végre-
hajtandé kisérletek szama nem lesz 3P-edrésze az Gsszes elvégzendd kisérletek
szamanak. Az ilyen frakcionalis kisérleteket, ahol az elvégzett kisérletek
szama nem osztéja az osszes elvégezhetd kisérlet szamanak, irrequldris frak-
cionalis faktoridlis kisérletnek nevezziik [8]. Az irregularis frakei6 alkalmazasa
bizonyos elényok felaldozasat jelenti: a becslések, vagy legalabbis bizonyos
becslések egymassal korrelaltak lesznek, a kisérlet tervezése és kiértékelése
bonyolultabb, mint a szokasos kisérletek esetében. Az informécié viszonylagos
kihasznaldsa gyengébb. Ezen kisebb hatranyokat béven ellensulyozza, hogy
irregularis frakeci6 alkalmazasa esetén az elvégzendd kisérletek szdmat — a
becsiilni kivant f6hatdsok és interakciék szamanak figyelembevételével —
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kozelitéleg optimalisan tudjuk megvalasztani. Az irodalomban talalhaték
kétszintes irregularis frakcionalis kisérleti tervek (lasd [3], [8]). Viszont arra
az esetre vonatkozéan amikor mindegyik faktor harom szinten szerepel,
tudoméasunk szerint ilyen jellegli frakcionalis faktorialis tervtablazat nem
jelent meg.

Dolgozatunkban egy konkrét kisérleti tervet ismertetiink a tervezés
f6bb 1épéseinek felvazolasival. Ha a feladatban a faktorok, szintek, vagy az
egy blokkba sorolandé kisérletek szama megvaltozik, a konkrét kisérleti terv
elkészitése a kozolttdl sokban kiilonbozhet, néhany f6bb elv azonban valto-
zatlan marad, és ezért jogosan beszélhetiink tervezési modszerrdl.

A kiils6 megbizasként kapott feladatban szereplé faktorokat és szint-
jeiket a meghiz6 fél allapitotta meg. Feladatunk négy faktor harom-harom
szinten valé valtozasara vonatkozé olyan Kkisérleti terv kidolgozasa volt,
ahol nem kell az 6sszes (81) kisérletet végrehajtani. A Nagynyomast Kisérleti
Intézetben mar elvégeztek egy 36 kisérlethdl allé sorozatot az 1959-ben alta-
lunk kidolgozott terv alapjan (lasd [1]). A 36 kisérletet tartalmazé terv
hatranya, hogy a kisérletezési hiba mindossze 3 szabadsdgfoka kifejezéssel
becsiilhets. A jelen dolgozatban ismertetett, 45 kisérletet tartalmazé kisérleti
terv legf6bb elénye a fenti tervvel szemben az, hogy a kisérletezési hiba 12
szabadsagfok kifejezéssel becsiilhetd; a tobb informacié miatt természetesen
a kisérletek varhat6 értékére vonatkozé becslések is pontosabbak.

3. §. A Kkisérletek elrendezése

Jelolje x,x,xq2, azt a szintkombindcidt, amelyiknél az els§ faktor az
x,-edik, a méasodik az x,-edik, a harmadik az xj-adik, a negyedik az a,-edik
szinten szerepel (x,,%,, x5, 2, = 0, 1, 2).

A 45 végrehajtandé szintkombindcié kivalasztasa és egyuttal a blokkbe-
osztas elvégzése az alabbi kongruenciarendszer alapjan tortént:

(5) {x1+x2 + x,=a,

%+ 2%, + 2, =a, By 5 Ty 0, By, O = 0,1, 2)

A kongruencia-jel itt és a dolgozat tovabbi részében mod 3 értendd.
A blokkbeosztast az 1. tablazat mutatja.

1. tablazat

Blokk | 1 | 2 | 3 ‘ 4| 5
] a i oo | 0| 1|2 ;
a, I L % |0 Lo ‘ 0 ‘

Az elvégzendd kisérleteket az (5) kongruenciarendszernek (az 1. tabla-
zatban szereplé oy, o, értékparok mellett) eleget tevé szintkombinacidk

4%*
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hatérozzak meg; ezeket a szintkombinaciékat — az 1. tablazat szerinti blokk-
beosztasban — a 2. tablazat tartalmazza.s

2. tablazat

1. blokk | 2. blokk!ti. blokk | 4. blokk | 5. blokk

0001 0002 | 0000 0010 0020

0122 0120 0121 0101 0111

|
\
0210 | 0211 i 0212 0222 0202

1020 | 1021 | 1022 | 1002 | 1012
111 12 | 1110 | 1120 | 1100
1202 | 1200 | 1201 | 1211 1221 |
2012 | 2010 | 2011 | 2021 | 2001
2100 | 2101 | 2102 | 212 | 2122

‘_2221 2292 2220 | 2200 | 2210

A kisérletek tervezésénél az (5) kongruenciarendszer alapul valasztisa
azt jelenti, hogy a szereplé kongruenciaknak megfelels A BC és A B2D inter-
akcidkat, valamint még mindazokat az interakci6kat, amelyek a két kon-
gruencia linedris kovetkezményének felelnek meg: az AC2D? és a BC2D inter-
akcidkat a blokkbeosztasnak és a frakciondlasnak felaldozzuk. Pontosabban:
az oy, ¢, értékparral jellemzett blokkban az ABC és AB*D, komponensek
valamennyi kisérletben szerepelnének, ha mdasodrendii interakciokat is fel-
tételeztiink volna, hasonléképpen, mint arrél konnyen meggyézédhetiink, az

AC?D,, s,, és a BC?D,, .. komponensek is. Ugyanis az (5) kongruencia-
rendszerb6l kovetkeznek az

x4+ 2034 2x,=20a,4 2a,,
z, +2x,+2, =20, +a,

kongruenciak. Meggy6zddhetiink arrél is, hogy tobb ilyen kongruencia mar
nincsen, kivéve azokat, amelyek ezektdl, vagy az eredeti két kongruencia
valamelyikétél csak konstans faktorban kiilénboznek.

Megéllapithatjuk tehat, hogy az (5) kongruenciarendszer véalasztésa
mellett csak maésodrend(i, azaz modelliinkben nem szereplé interakciokkal
keveredik a blokkhatas, illetve a frakcionalds. Ez a koriilmény kedvezd,
mert ha f6hatassal, vagy elsérend(i interakciéval keverednének, ezeket becsiil-

5 A végrehajtand6 szintkombindcioknak kongruencia-rendszeralapjan torténé kiva-
lasztésa és elrendezése altalanos modszer a frakeionalis faktorialis kisérleti tervek elkészi-
tésénél. Ez a modszer a kisérleti eredményekbdl nyert becslések bizonyos optimélis
tulajdonsdgai mellett a probléma kénnyebb matematilai kezelhet8ségét is biztositja.
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hetetlenné, vagy legalabbis — a kontrollkisérletek felhasznalasa esetén —
becslésiiket inefficienssé tennék. Az (5) kongruenciarendszer e kever§ tulajdon-
saga annak a kovetkezménye, hogy sem magdban a kongruenciarendszerben,
sem kovetkezményei kozott nem szerepel olyan kongruencia, amely csak
egy vagy két valtozét tartalmaz.

Az olvasé kérdezheti, hogy milyen szempont szerint tortént az (5)
kongruenciarendszer megvalasztasa, illetve hogy van-e még mas négyvaltozés
linearis kongruenciarendszer is, amely hasonlé tulajdonsaggal rendelkezik?

Az alabbiakban megmutatjuk, hogy (5) lényegében az egyetlen olyan
kongruenciarendszer, amely a kovetelményeknek megfelel; pontosabban
szllva, ha a

{ﬂx=ﬂ1x1+ﬂ2w2+ﬁ3x3—{—ﬂ4x45a]
YE=7,Ty+ Yo% + V3% + Yy Ty =0,

kongruenciarendszerben szereplé 3 és y vektorok olyanok, hogy barmely A, 3 + 2,y
(A2 = 0,1,2; A3 4 22 % 0) alaki vektornak legfeljebb egy komponense kon-
gruens nullaval, akkor a 3 és p vektorok egyszerit tramszformdcioval (osszeadds,
konstanssal valé szorzds és koordindta-indexek felcserélése) datviheték az (1,1, 1, 0)
il. (1, 2,0, 1) vektorokba.

Bizonyitas. Nyilvan elegendé az olyan g és yp vektorokat vizsgilni,
amelyekre a 3, p, g+ p és B + 2y vektorok mindegyikének legfeljebb egy
komponense kongruens nullaval. Ha valamilyen ¢ indexre (¢ = 1,2, 3, 4)
Bi+vi#E0 és fi + 2y; # 0 akkor vagy f; vagy y; egyenlé nulldval (mert
yi # 0 esetén a fi, Bi+ yi fi + 2y; szamok egyike kongruens nullaval).
A feltevésbdl kovetkezik, hogy legalabb két indexre, mondjuk ¢,-re és i,-re
Bi; + vi; & 068 Bi, + 2p;, £ 0 (5 = 1, 2) fenndll; igy a B, B, Vi ¥i, Szdmok
koziil ketté nullaval egyenls. Egyik vektornak sem lehet azonban két nulla
komponense; igy tehat f; = 0, y;, = 0, tovdbba a mdisik két indexre, iz-ra
és i,-re vonatkozéan a f#; + y;, = 0 és a f;, 4+ 2y;, = 0 Osszefiiggésnek kell
fennallnia (i, és 7,, valamint i, és 7, megfelel6 megvalasztdsa mellett). Tgy
tehat a feltételnek eleget tevé B és p vektorok komponenseire vonatkozéan
a kovetkezdk teljesiilnek:

=0, Bi,#0, 7,#0, 7,=0,
ﬂI-sEQ‘)/'«a_"J:O, ﬂi‘zy“#o,

(ahol 4, 7,, 73, 7, az 1, 2, 3, 4 szamok valamely permutacidja) amibdl az allitas
egyszerlien belathatd.

4. §. A fGhatasok és interakciék becslése
Jelolje (x,x,x504) a zardjelbe foglalt szintkombinacié mellett elvégzett
kisérletek -mért értékét, (xlx;\acax4) pedig a kisérlet szamitott eredményét

(a mért eredmény varhaté értékének becslését), azaz

(58,2, ) ~ M((22,2,2,)) .
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A magasabbrendi interakciék elhanyagolasa miatt az alabbi modellbdl
indulhatunk Kki:

(%12,%5%y) = p + Ay + By, + Cyy + Dy +

+ A By s A B gy + MO e AR, fasy £ AD, -
+ AD% o5y + BCytxy + BCRitoxy + BDyyy o+ BDR, 1 n, +
+ OD,y 15y + CD% hax + Exixaxaxe (L1 Tay Xy 2, = 0,1, 2)

ahol az &, .. valdszinliségi valtozék osszességiikben fiiggetlenek, normalis
eloszlastak, 0 varhaté értékkel és a szintektsl fiiggetlen, de ismeretlen o
szérassal; az interakciok indexei mod 3 értenddk.

Becslési feladatunk harom részbdl all:

1. A (6) egyenlet jobboldalan allé6 fShatasok és interakciok, valamint
u becslése.

2. A fenti becslések hibdjanak megadasa.

3. o? becslése.

Ebben a paragrafusban az 1. pontban megjelolt feladattal foglalkozunk,
Vezessiik be a kovetkezd jeloléseket:

] azon kisérlet mért eredménye, amely a 2. tablazatban a g¢-adik

blokkban a j-edik helyen 4all (¢ = 1,2, ...,5; j=1,2,...,9);

lmt (=100 8 Y= bl a0, 2

a g-adik blokk azon harom kisérletének 6sszege, ahol az elsG, masodik, harmadik
illetve negvedik faktor (erre az a, b, ¢, d betlik utalnak) a p-edik szinten
szerepel;

[g:1= 2 [4il
ji=1

s 1

My E%[g ]
r 1 -
#2—§q:3[¢]

. 1 -
A(‘L‘) = (g — )
e R ae
#=E£M]

A f6hatasok és interakciék els§ lépésben nyert (feliilvonassal jelolt)
becsléseit a 3. tablazat tartalmazza. Az elsd 6t becslés az 1—3. blokk kisérletein,
a tovabbi 6t becslés a 3—5. blokk kisérletein, az utolsé hat becslés az 1—5.
blokk kisérletein alapul.
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3. tablazat

ol [
Dp=§2{qd}—m

l

w

— 1
AD, = 5‘12 {qbp+2q} — M

I

3

A_%Zég{ CP‘HY}

L 5 Toses

BD, =g 2 @0 —

o) [ R

BD; = gq% {9ap+et —
_ ] &2
0.0"52{‘7%}

7=3
. 1 2
v | p:§§3{qbzp+q}—faz

'
o

{43
BC% =% 2 {qdzp+zq}

q=3

qap+2q} + 2 {qa'p+2q}] :u

qbp+q} b q%; {qbp+2q} =

1 3_‘ 5 )
4= q% {aap} + 2 laa,)

1(3 5 BT
B~ L[S @)+ S )| — i — 5
B = 2
L 1 2
AB,= —9—2{7"”} By — Cap
q=1
A8 = —2 {qdzp} — i, — Dy,

+AD,)

519

I
— i — (BCyy+ BD})

(p=0,1,2).
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A 3. tablazat elsé tizenkét kifejezésének szamitasi mddjat egy példan
mutatjuk be. Az ADZ kifejezést gy kapjuk meg, hogy az (5) kongruencia-
rendszerhez hozzavesszik az

x,+2%,=p
egyenletet. A harom kongruencia kovetkezményeként (6sszeadva azokat) az

4x3_——_a1+a2+p

egyenletet kapjuk; ¢, + ¢, viszont kongruens a blokk sorszamaval. Azoknak
a kisérleteknek az atlaga, ahol a harmadik faktor a ¢-adik blokkban (¢ = 1, 2, 3)
a p-edik szinten (p = 0, 1, 2) szerepel:

1 3
§£ {qCp-l-q} ’

ebbdl kivonva az els6 27 kisérlet atlagat, kapjuk az 4D? interakcié p-edik
szinten vett értékének becslését.

Nem tériink itt ki részletesen annak indokoldsira, hogy egyes becs-
lések miért alapulnak az els6. harom blokk kisérletein, masok viszont a
3—5. blokk Kisérletein. Szdmitassal azonban kionnyen meggy6zédhetiink
arrdl, hogy az emlitett becslések torzitatlanok, hasonléképen arrdl is, hogy
példaul a 3. tablazat els6 6t képletében becsiilt interakciok nem becsiil-
heték a 3—5. blokkbdl, mert ott egyéb interakciékkal keverednek. Erre
a korillményre egyébként a megfelel6 kongruencidk linedris kovetkezmé-
nyeinek tanulméanyozasa utja’m is lehet kovetkeztetni.

A 3. tablazat utols6 négy kifejezése baloldalan all6 mennyiségek becs-
Iési médja kissé bonyolultabb Példanak okaért az AB, interakei6 az 1-—3.
blokkon beliil keveredik a C,, (p = 0, 1, 2) f6hatassal (lasd (5) els6 egyenletét),
és igy a becslés csak két lepesben vegezheto el: az elsG 1épésben a 3—5. blokk
kisérleteib6l megkapjuk a C' féhatés becslését, a masodik lépésben az 1—3.
blokk kisérletei alapjan mar becsiilhetjiik az A B interakciét, felhasznalva a
C f6hatas el6bbi becslését. ;

A 3. tablazatban foglalt becslések nyilvan rendelkeznek azzal a tulaj-
donsaggal, hogy

2
2 F, =
p=0

ahol Y jelentheti a baloldalon allé kifejezések barmelyikét. A féhatasok és
mterakmok ‘becslései osszesen- 32 szabadsagfokot foglalnak le, p becslése egy
szabadségfokot, mig a blokkhatés konstansai tovabbi 4 szabadsigfokot. gy
45 kisérlet elvégzése esetén 8 szabadsagfoku. kifejezést konstrualhatunk o>
becslésére (lasd 5. §); ebben a becslésben jatszanak szerepet az un. hibatagok,
amelyek a 4. tablazatban lathaték A 4 hibatag korrelalatlan egyméssal és
osszesen 8 szabadsagfokot foglal le. Ezenkiviil abban az esetben, ha blokkon-
ként kontrollkisérletet is végeznek, ez az 5 kisérlet tovabbi 4 fiiggetlen hiba-
tag képzésére ad modot (vagyis kiegyenlitik a blokkbeosztasra forditott 4
szabadsdgfokot), ezeket az 5. §-ban adjuk meg. Ebben az esetben 1 szabadsag-
fokot a kontrollkisérlet beallitasa foglal le, mert miiszaki okokbdl a kontroll-

® Mivel feltételeztilk a normalis eloszlast, a korrelalatlansag egyuttal fiiggetlen,
séget is jelent. Mikor itt és a tovabbiakban a ,korrelalatlan’ kifejezést hasznaljuk-
ez a sz6 arra céloz, hogy a fliggetlenség a kovariancia kiszamitasaval ellenérizhetd.
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4. tablazat
- s
AB’D; = gqé‘ {9d 120}
1 5
ABU; =74 - {gcpra0)
7 .3
A(CD),= Tg(g {9@p 120} 2{qap+2q} — A(u
5
A(CD,), 18 2 {abpsot — >3 e (p=0,1,2).

kisérletek beallitasa a faktorialis kisérletsorozat 81 lehetséges szintkombina-
ciéja mindegyikétdl kiillonbozik. Ebben a paragrafusban egyeldre ugy szamo-
lunk, mintha a kontrollkisérletek nem volnanak, egyébként — mint utélag
megmutatjuk — ezek feltételezése itt még semmi valtozast nem okoz. .

A kovariancidak kiszamitasa. A tovabbiak szempontjabdl sziikséges,
hogy a 3. és 4. tablazatban felirt becslések kovarianciajat kiszamitsuk. A sza--
mitasi moéd a kovetkezd:

Legyenek Y és Z a 3. vagy a 4. tablazatban felirt becslések,

f.= 2 > 2[9)]?/4 i:p)

q—_

5 9
i : ZI‘[QUZQ §ir) (p,r=0,1,2).
¢=1 j=
Ekkor
9
cov (Y ,, GZl“ZlyQ]P 2(q,7:7),
¢=1 j=

ti. két kiilonboz6 kisérlethez tartozé kovariancia a kisérletek fiiggetlensége-
miatt 0. A tovabbiakban a kovetkezd, egyszerfien belathaté osszefiiggést.
hasznaljuk fel:

cov (

(8)

202, haq:q',uzv,pzr

’ l ’ 9 ’
{qv,}——g[q-]J)= —othag=¢q, u=v, pskr
0, ha gs£¢q¢" vagy usv
(qu’zlsQ:---,5;u’0=a,b,0,d; p’T=0,1,2).

{qu,} — —;- lq- ]J

A 3. és 4. tablazat becslései négy csoportra oszthaték fel aszerint, hogy
a kifejezések jobboldalan a szumma-jel utan az a, b, ¢ illetve d bet(i all (ennek
megfelel az 5a, 5b, 5¢,, 5d tablazat); (8) kovetkezményeként a nem ugyan-
abba a csoportba tartozé becslések korrelalatlanok.

Az 5. tdblazat nem tiinteti fel kozvetleniil a megfelelé becslések osszes
komponenseinek kovarianciait, illetve azokat a tényezéket, amellyel a o*
alapszérasnégyzetet megszorozva a becslések kovarianciait kapjuk. A tabla-
zatban fel nem tiintetett komponensparok kovariancidja (—1/2)-szerese a.
tablazatban feltiintetett komponensparokénak.
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5. tablazat
SO T Sy L PR }
A, . | BCy || BD} | \CDp [4(CD) B, | ACyp | AD, | CD} |4(CD%,
i 2 1.3 1 s 5 2 1 1
Ap 27 7|7 27 Bp 27 DT o D e
) 1 2 2 L 1 2 2 1 B
BCw | Toq | 27 | B1 S 8 ACw, [ omi com lgy || g i 8]
o 1l 8 2 1 1 LR 2 PR
BRIl ol TR o &, 81 Dy o7 i o7 T 8 81
1 3. 4 s 1 1 4 .y
CDyp = S1 sl S CDp il 81 81 R
| 1| 2 1 1 2 |
‘A(CD)p b= 8—] _ﬁ Y ﬁ A(CD’),, i ﬁ _ﬁ Tt R_l ]
a) b)
€, | ABy | AD: | BDy ||ABCG; D, | ABy, | AC} | BCy |AB'D}
e 2 AP 230 B 2 4| 2 2
G o AT BT R S1 (2 o O G T T =
e 1| B8 2 4 8 2 2 | 2
T T T T 81| &I ABjp _ﬁl g ol ST ST R
2 g8 g 2 2 2| -2 2
AD% | B |7 81| 27 sl A6 | B | Bl B T &
R NE IR S el BB 2 | 2
BD, | 7] Bl Zi | 81 BCh | BT |~ 81| — o7 | 81 |
o SR B N st 2 | 21 2| 2
j AR 81 | BI S S ABD, | T R T i 81 | 27 |
c) d)
Példak: e
, ha p=17r
— = 27
cov (4,, BD}) = :
[0}
—, ha p=r,
54
L6 r=10,1.2).
_0-2
, ha p=2r
e L 27
cov (4,, BC,) = :
o
—, ha p=£2r,
54’
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Konnyen lathat6, hogy valamennyi becslés és hibatag korrelalatlan -ra.

Ha figyelembe vessziik, hogy a harom komponenst becslések (hibatagok)
koziil csak ketté linedrisan fiiggetlen, akkor 33 becslésiink és 8 hibatagunk
van. Ezekhez szamitsuk még hozza a 4 fiiggetlen blokk-konstans becslését is
(ezeket egyel6re nem irtuk fel). A megfigyelési értékeknek e 45 linearis fiigg-
vénye kozott tovabbi kapesolat mar nincsen: ugyanis a hibatagok egymas
kozott sztochasztikusan fiiggetlenek, egyéb kapcesolat pedig a varhaté értékek
kozotti kapesolatot vonnad maga utédn; ilyen pedig nines, mert a becsiilt
mennyiségek valédi értékei tetszélegesek lehetnek. Igy ez a 45 linearis fiigg-
vény fukcionalisan fiiggetlen. Ezért a 45 megfigyelési érték minden tovabbi
fuggvénye az emlitett 45 fliggvénybdl elSallithaté. Ebbél kovetkezik, hogy
minden 0 véarhaté értéki fiiggvény a hibatagok fiiggvénye. Ugyanazon meny-
nyiségre adott két torzitatlan becslés kiilonbségének varhaté értéke 0 és igy
ugyancsak elGallithaté a hibatagok fiiggvényeként.

Az A, B, C, D, CD és CD? becslések — amint ez az 5. tablazatbdl 1at-
haté— az 6sszes hibatagokkal korrelalatlanok. Mivel korrelalatlan tag hozzdadasa
egy valtozéhoz annak szérasat csak noveli, igy az emlitett becslések minimalis
szorasu linedris becslések. A tobbi becslések az 5. tablazat szerint esak egy-egy
hibataggal korrelaltak, igy a tobbi konstans mindegyikének legkisebb szdrasu
linearis becslése a 4. tablazatban megadottdl csak olyan kifejezéssel kiilon-
bozik, amely ezen hibatag komponenseinek linearis fiiggvénye. Kimutatjuk,
hogy mindegyik esetben elég a hibatagnak csak egyik komponensét figyelembe
venni, éspedig azt, amelyik a vizsgalt becsléskomponensnek az 5. tablazat
szerint megfelel.

Azaz legyen Y, a 3. tdbldzat valamelyik kifejezése és legyen H,,,
annak a hibatagnak, amely az 5. tablazatban az Y,-rel egy résztablazatban
szerepel, az a komponense, amelyet a tablazat neki megfeleltet (a BD? AD,

AD?,BD, AC? becslések esetén p(r) = r, a BC, AC, AB, AB?, BC?becsléseknél

p(r) = 2r). Akkor, — mint kimutatjuk, — f megfelel6 megvalasztasa mel-
lett az
(9) Y, =%,—BH,, (r=0,1,2)

becslésre teljesiilni fog:
(10) covi(¥ H,)=—0 (=101},

S
vagyis, mivel Y, az Osszes hibatagtdél fiiggetlen, minimélis szorasa linearis
becslés lesz. A (10) osszefiiggés az s = p(r) esetben nyilvan akkor all fenn, ha

(11) ‘B:cov(l_’,, Hp) :
Dg(Hp(r))

(azaz 8 Y,-nek H pryTe vonatkozd regresszids egyiitthatdja).
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Legyen H ., a hibatag egy mésik komponense; az 5. tablazathoz flizott
megjegyzés szerint

cov (?,, Hyy) = — % cov ( }7—,, Hp(,))
és 8
1
00% (Hptrys Hoy) = = — PHH yp),
‘tehat a (11) osszefiiggéshil
‘ A 1 25
cov (Y,, Hy,y) = — ;cov(Y,, H,,) =0

is kovetkezik.
g értékei az 5. tdblazat alapjian meghatarozhaték. Az igy nyert becslé-
seket a 6. tablazat tiinteti fel.

6. tablazat
A~ ~ o
4,=14, B,=8,
N e 1. N . ) .
BC, = BC,— - A(CD)y, AC, = 40, — —A(CDY),,
é\ 2 BD? 1 7 AD 1 2
p= p EA(CD)p ADp=A4 p+-2—A(CD )p
N ———— N s
CD, = (D, CD: =CD2
2N =5 N -
C,=0, D,=D,
AB. = A8, L 150 AB: - im: — L ipD
= p—gA C'ZIJ szABp—-gAB~D2p
Az — am: - L aBee A2 — A0: — L ABD:
P P—g p D= CP—EABDP
BD, = BD,— ~ ABC} {03 = B0, — L A3
p —_ P E BCP bCp = BOP e EAB"IJZP

(p=0,1,2).

A 6. tablazat kiegészitéseképpen a (7) képlet u becsléseként megadja a
7 mennyiséget. Ez szintén minimélis szérasu linedris becslés.

A 6. tablazatban megadott becslések kovarianciatablazatat a 7. tdblazat
tiinteti fel ugyanolyan médon, mint az 5. tablazat a feliillvonasos becslésekét;
azaz a kiillonbo6z6 résztablazatban szerepls becslések egymassal korreldlatlanok,
tovabb4 a tablazatban nem szerepld komponensparok (—1/2)-szeresei a tabla-
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zatban megtalalhaté6 komponensparokénak. A tablazat alapjan nyert értékeket
még meg kell szorozni a o? alapszérassal.

7. tablazat

~ | 7 | il : ~ ~ ~ o ‘l
4, | U, | BD} | éb, | B, | 40, | AD, | 0D} |
. 2 1 ¥ 5 2 1 1
4p ] 0 27‘ = ‘ » ot a8 e
A~ i 11 _5_ l ‘ 2\' 1 11 5 1 |
By 27 | 162 | 16% ’ 8T | Op |—327| 162 | 162 | 81 ‘
O e AT b | ‘ 3 1. 5 a1 1 “
P T27| Te2 | Tez | Bl | | 4Dy, | —3% 162.| i62-| 81
l ‘ | ‘
| &, | =224l e LIk B
| e bl | BT | B1 | \ Cg = 81 | 81 | 8I
a) b)
L ]
' Al A \ o Al o i ; l P Ns 25 2 |
| C, |Ab,| 4D3 | 5D, | | ‘ » | ABE,| AC} | BCE, |
i | | | !
| ‘ ‘
| 2 bl el g P 2 | 2
' P 27 81| 81 | m1 v 27 |~ w1| 81 | 81
} \ \
L~ 0 4| 22 8 8 [ e & | 22 8 8
| AP 81| 243 | 243| 243 | “4Bw | T 81| 243 [T 243| 213
ﬁ)? 1 8 16 2 A/Z"" 2 i 16 2
p 81 | 243| 243 243 | K. 81 | 243| 243 [ 243
] ) N 2 | 16 A g 8| 2| 16
{ bhy 81 |~ 243| 243| 243 BUyp - | §1 |~ 343|” 243| 243 |
c) ’ d)

A 7. tablazat kiegészitéseképpen megadjuk ﬁszérésnégyzetét:
(12) D) = — o
Sk

A 6. tablazatban megadott minimalis szérasu linedris becslések Markov
tétele ([3], 32 o.) értelmében egytttal a legkisebb négyzetek elvének megfeleld
becslések is. Mivel a normalis eloszlast feltételeztiik, mindegyik becslés nemesak
a linearis becslések, hanem az osszes lehetséges torzitatlan becslések kozott
minimalis szdrasu.
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A 6. tablazatban megadott becslések alapjan a (6) képlet alkalmazasaval
becslést adhatunk tetszéleges szintkombinacié mellett végzett kisérlet eredmé-
nyének varhaté értékére:

et N N N A\
(13) emma,) —p+ A, + Byt i + O iqr (%% 252, =10;1,2),

valamint kiilonb6z6 szintkombinacidknak megfelel6 becslések egymaskozti
eltéréseire. Ezeknek a becsléseknek a szérasat a 7. tablazat alapjan kiszamit-
hatjuk. A szamitast a kisérleti eredmények varhaté értékeinek becslésére
vonatkozéan a 6. §-ban el is végezziik.

A hibatagok alapjan becslést adtunk a o? szérasnégyzetre az 5. §-ban,
ugyanitt kozoljiilk a széraselemzés tablazatot is, amelynek alapjan az els6-
rendd interakciék szignifikdns volta megvizsgalhato.

5. §. Szoérashecslés és széraselemzés

A széréas becsléséhez a hibatagok négyzeteit az 5. tablazatbol kikeresett
szorasnégyzet-tényezdikkel osztva, osszeadjuk, ezt a négyzetosszeget kell
azutdn a szabadsiagfokkal osztani. Egy-egy hibatag harom komponensének
négyzetosszege y*-eloszlasi 2 szabadsagfokkal, igy ezek Osszege 8 szabadsag-
foku y*-eloszlasu.

Itt, a gyakorlati esetffek megfeleléen, mar tekintetbe vessziik a kontroll-
kisérletek altal szolgdltatott hibatagokat is. Jeldlje k, (¢ = 1,2, ...,5) az
egyes blokkok kozepén elvégzett kontrollkisérlet eredményét.

Vezessiik be az

1 A :
nng[q'1*.“‘l“'q+’" (¢=1.2,...,5)

o
A-:5§ &,

Konnyen belathatd, hogy az 7, mennyiségek varhaté értéke 0, és korrelalat-
lanok az el6z6 paragrafusban bevezetett valamennyi becsléssel és hibataggal.
Ebbél kiovetkezik, hogy a 4. §-ban megadott becslések legkisebb négyzet-
becslések abban az esetben is, ha kontrollkisérleteket is végeznek. Az 1,
mennyiségek szoérasnégyzete

jelolést, ahol

¥ 8
D"(nq)zgoz (g=1,2,...,5).

= :
A (2 7]3) / D?(n,) négyzetisszeg 4 szabadsigfoki y2-eloszlasi. Vezessiik
qg=1

be az

= ——

(ABC3)* +

Ve

p=0 p

9 2' A Do 2\2
S=§[12 > (ABD2)? + 12

0

I

2 2 o
+ 36 ,,:20 (A(CD),)* + 36 p;o‘ (4(CD?),)* + q=21‘ ng]
jelolést.
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.....

Alkalmazva a y*-eloszlas additivitasi tulajdonsagat, s felhasznilva az
5. tablazatban megadott értékeket, az S/o? kifejezés 12 szabadsagfoku, y2-
eloszlast, azon hipotézis mellett, hogy a mésod- és harmadrendfi interakciok
0-val egyenldk.
2

2
P 3)[ 2 3(AFDy +12 2 (ABCY +

2 p=0

&

2 2 5
4 36}% (4(CD),) + 36 ,,%; (4(CD?),)* + q=21‘ ng]

torzitatlan, 12 szabadsagfoki becslése o2nek.

A féhatésok legkisebb négyzet-becslése azon hipotézis mellett, hogy az
elsérendii interakeciok is eltlinnek, az el6z6 paragrafusban ismertetett médon
hatarozhaté meg. Az eredményt a 8. tablazat tartalmazza.

8. tablazat

~ A 2 2 N ik
A, = 4, + = BCyy +—BD; — —CD

9]
o A~ 2 A O TR
S ST [y SR Bl | T

5 5 5
~ A 9 A L-s, Jities
Cp:0p+gAsz—g 4DE—EBDP
~Y A\ AR AT | s
D,=D,+_ 4B}, —— AC} —— BG,

E becslések szorasnégyzete

D:(4,) = Dx(B,) = D*(C,) = D*(D,) ::‘502 (p=0,1,2).
A 7. tablazat alapjan A B C és D egymassal korrelalatlanok, tehat a
megfelel§ negvzetosszegek is fuggetlenek

48 &oomi
SA_Ep:O( p)
45 .2 "
SB:?E)( p)_
A s
SC:?pgo(Cp)-
g® i
D_2p=0( P

A blokkhatéast a
— L1+ kR T



528 BANKOVI—SARKADI

eltérések jellemzik, ezek eloszlasa azonos az 7, eltérésekével, igy a blokkha-
tasnak megfelel6 négyzetosszeg

-?,
§

ESE

9
SBLI*S“

q
A kontrollkisérlet beallitasat jellemzi a k- ?1.\ kiilonbség, ennek szoéras-

2 s :
négyzete: % 02, ugy hogy a megfelel empirikus (1 szabadsagfoki) szérasnégyzet

Qi
8= (F— R
Jelolje végiil
L E 7 A e
Ou + k)? Ou + k)2
S, = ] —— b
: ,,.Zl(go L] 10 J+ * 10 ])

a teljes négyzetosszeget.
Ezeknek a mennyiségeknek a segitségével osszeallithatjuk az alabbiszoras-
felbonté tablazatot:

9. tablazat

A sz6ras eredete Négyzetosszeg ‘ S;Qg;(‘)‘g' !
Blokk SgL p2 ‘ 4 1
Kontrollkisérlet : S, ! 1 i

ey ot 84 g
B Ss ST
c Lc ‘ 2 }
B Sp ) 2 |
e e .
| Maradék 3 S 12 K
’: Teljes ) Sy 49 f}

A megfelel§ szérasnégyzeteket Ggy nyerjiik, hogy a négyzetosszeget a
megfelels szabadsagfokkal osztjuk, A szérasfelbonto tablazat segitségével
elvégezhetjiik a széraselemzésnél szokdsos préobakat (lasd pl. [3], [4], [5], [6]).

Mivel mindegyik hibatagban szerepelnek a masodrend@i interakcidk,
igy ezek szignifikancidjara csak tgy végezhetiink prébat, ha megvizsgaljuk,
hogy melyik hibatag milyen mértékben fiigg a mésodrendii interakcidktol.
A 10. tdblazat feltiinteti az alaphipotézisiink szerint standardizalt hibatagok
szorasnégyzetét azon H, ellenhipotézis mellett, hogy csak a harmadrendii
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interakciok tlinnek el, mig a masodrendii interakcidk fiiggetlen valészin(iségi
vektorvaltozék 0 varhato értékkel és

s o
| S ‘
‘,
(14) e s
| 2 9 ‘
e X 1 J
| 2 2
kovarianciamatrixszal.
10. tablazat
D?( BzDZIH) _ D¥ABC; | H,) _1+QTZ
D% AB2D3) D2(A4BC3) 2
D*(4(CD), | H,) = LA (CT )y | B, =1 8172
D¥(4(CD),) DX(4(CD¥),)
(P = O, 1’ 2) ’
"q

A téblazatbdl lathatd, hogy az 1, mennyiségek kevésbé fiiggnek a masod-
rend(i interakcioktél, mint a tobblek ezért az

88—92#3
g=1
5

18 3 n2
q=1

(8, 4) szabadsagfoku F-eloszlast statisztika alapjan vizsgalhatjuk a mésod-
rendii interakciok szignifikanciajat.

(15) e

-

6. §. A (13) alatti becslés szérasa

Ebben a paragrafusban a tetsz6leges szintkombinécid esetére adott (13)
alatti becslés szérasnégyzetét szamitjuk ki. Nyilvan felirhaté, hogy

N
D?(,2y2524) = Qy(2y, Ty, X, Xy) + 2 Qn(Ty, Ty, T3, 4), (X1, Ty, ¥, 7, = 0, 1, 2),
ahol

Qus, 2 2y, 79) = D) + DHA) + DHB) + ... +

17
-+ Dz(CDxa+2x;) = —oa?,
1.5

Q, (&, @y s, ;) — GOV (Axl, sz) + cov (Axl, C’ ,) +
2N
+ ..+ eov( s bgs A )

5 A Matematikai Kutat6 Int¢zet Kozleményei VII. B/4
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Qu(y, @y, 5, ) 120 tag Osszege, de ezen tagok koziil esak 22 kiilonbozik
nullatél, (amint az a 7. tdblazatbol lathatod); a szamitasi munka teljesen leegy-
szerlisodik, mert igaz a kovetkezs allitas:

(16)

_75 H, Sl Hlokkba tartont KiiGrlatelknal
2

_5“ iz e B 4, & B, Tl Terbond THbATstakdl
4

Qs (1, Ty, T3, T) =

1
—o0? az el nem végzett kisérleteknél.
4

Bizonyitas. a) Legyen (v,%,v5y,) a 3. blokkba tartozé kisérlet, azaz
legyen

hT Yt h=tT2%h =1
Alkalmazzuk cikkiink problémajara az
Ti=x; — Y; (¢=1,2,8,4)

szinttranszformaciét. Ez a transzformacié az ABC és AB2D interakcidk
szintjét valtozatlanul hagyja, igy az elvégzendd kisérletek ugyanazok marad-
nak és a blokkbeosztds valtozatlan marad. A transzforméacié az (y,y.y3v,)
szintkombindaciét a (0000) szintkombindciéba viszi 4t. A legkisebb négyzetek
moédszere egyetlen megolddshoz vezet, s igy

N A
D*(41 4,93 9s) = D*(0000).

amibdl, a (0, 0, 0, 0) kifejezést a 7. tablazat alapjan kiszamolva, (16) elsd
része kovetkezik.
b) Legyen (y,y,y5y,) az 1. vagy 2. blokkba tart6 kisérlet, azaz legyen

Y1+ Y +ys=0
Y1+ 2y, +ysF0.

Alkalmazzuk a kovetkez§ szinttranszformaéciot:

=1z, — ¥, (r1=1,2,3)

Tp= (T, + 2%+ 2,) (1 + 29 + Y — T+ — 27, + 2y,.

Ez a transzformacié az ABC interakeié szintjét valtozatlanul hagyja,
az AB2D interakci6 szintjét (y, + 2y, + y,)-szeresére valtoztatja, igy az
elvégzendd kisérletek ugyanazok maradnak és a blokkbeosztas — a blokkok
sorrendjétsl eltekintve — valtozatlan marad. Az a) alatti kovetkeztetést
megismételve, nyerjik, hogy

Tk

N
(17) D*(y14,Y3y,) = D*0001).
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¢) Ha (v,uy5y,) a 4. vagy 5. blokkba tartozik, azaz

Y1+ Y+ ysF0
Y1+ 2y, +y,=0,
a megfelel6 transzformacio6

4

I

Ty — %
.’_n, D
To=2x,— 2%,

’

Ty=a,— Y,
Ty= (T + L+ %) (N +¥+Y)—t+y—2,4+y,.

A transzformécié az ABC interakcié szintjét (y, + v, + ys3)-szorosara
véaltoztatva, feleseréli az 4 B2D interakei6 szintjével, igy az el6z8khoz hasonléan
az elvégzendS kisérleteken és a blokkbeosztdson nem valtoztat. (17) tehat
ebben az esetben is érvényes és igy (16) masodik allitasa a 7. tablazat alkalma-
zésaval igazolhaté.

d) Ha (y,%,y5y,) a 2. tablazatban nem szerepel, azaz

h+y +ysF0,
i+ 294+ k0,

akkor az
Tn=a—y
Ty =Ty — Y,
G=(@+T+T) U+t —tutn—2+7y,
= (T, + 2%, + ) (Y1 + 2Y> + ¥a) — & +y1 — 22, + 2y,
transzformacié alkalmazésa hasonléan, mint fennt, arra vezet hogy

9 i o
D*(y,y,y3y,) = D*(0011),

ésigy a (16) utolsé allitdsa is a 7. tdbldzat alkalmazasavalegyszertien igazolhaté.
Ezzel allitasunkat bebizonyitottuk és igy a (13) alatti becslés széras-
négyzetére a kovetkezé eredményt kaptuk:

1
1—(;%02 a 3. blokkba tartozé kisérleteknél
98
(18) D?(z, x/z\x3 2, )= Eaz az 1., 2., 4. és 5. blokkba tartozé kisérleteknél
49 > o ’
3—00'2 az el nem végzett kisérleteknél.




532 BANKOVI—SARKADI

w becslésének elhagydsa. Becslési eljarasunk moédosithaté olyanforman,
hogy a (13) egyenldség jobboldaléarél -t elhagyjuk. Az igy szémitott , kisérleti
eredmények’ varhato értéke egy ismeretlen additiv konstansban kiilonbozik
a valédi kisérleti eredmények varhaté értékétsl. A szamitott értékek egymas-
hoz viszonyitva — a becslési hibatél eltekintve — helyes képet mutatnak,
ami lehetdvé teszi az optimalis szintkombindcié kivalasztasat, de anélkiil,
hogy az optimalis beallitds melletti kisérlet eredményének varhaté értékét
ismernénk.?

Az eljaras elénye viszont az, hogy a becslés szérasnégyzete némileg
csokken (a @(x,,xy,a5,7,) kifejezéshdl elhagyhaté D*(%)). Megéllapithatjuk,
hogy ez a médositds a szérasokban csupan 1—29,-os eltéréseket eredményez.

7. §. Gyakorlati itmutatas a szamitasok elvégzéséhez

A 3—6. § szamos olyan megallapitast, tablazatot, levezetést tartalmaz,
amelynek a kisérleti adatok kiértékelésénél kozvetlen szerepe nincs. Ezért
kozliink egy olyan Gtmutatast, amely Osszefoglalja a szamitas f6bb 1épéseit.

A kisérleti tervben szereplé faktorokat és ezek szintjeit a mfiszaki
koriilmények alapjan kell kijelolni. Az elvégzend§ 45 kisérlet elrendezését a
2. tablazat tiinteti fel. Az egy blokkba tartozé kisérletek egymasutén végzen-
dék el (mez6gazdasidgi alkalmazasnal egymas melletti parcellikon). A 2.
tablazatban nem szerepelnek a kontrollkisérletek. Kontrollkisérletek bealli-
tdsara mds korlatozas nincsen, csak az, hogy valamennyi azonos beallitdsa
legyen. Az 6t kontrollkisérletet az 6t blokk , kozepén”, azaz vagy a 4. és 5.,
vagy az 5. és 6. kisérlet kozé iktatjuk be.

Némely esetben célszer(i, ha a kapott kisérleti eredményeket transzfor-
maljuk, és a transzformalt értékeket tekintjiik ,kisérleti eredmény’’-neks.

A szamitas elsd lépése a (7) alatti kifejezések meghatérozasa. A tovabbiak-
ban célszerli a {gy,} (lasd (7) képlet felett) kifejezéseket mind a 60 lehetséges
esetben kiszamitani, azaz elkésziteni a

{1a,} = (0001) + (0122) + (0210)
{1a,} = (1020) + (1111) + (1202)

{5d,} = (0202) + (1012) + (2122)

tablazatot. Ellendrzési lehetéség:

2
g{qyp}z[q-] =12 .- :809="0 054},

7 A kiilsé megbizasra végzett szamitasnal ezt az utat kovettiik, mert az optiméalis
beallitas megtaldlasa volt a cél.
8 Példaul, ha a mért értékek 0 és 1 kozé es6 aranyszamok, nem varhato6, hogy a
hatasok osszegezédjenek, azaz a (6) alatti modell helyes legyen. Ekkor célszerii az
x
l—=z

y = log

un. logit-transzformaci6 alkalmazasa. Ha az adatok 0 vagy 1 kozelében csoportosulnak,
logaritmikus transzformaci6 is megfelel6.
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Fenti kifejezésekbdl, mint ,.eléregyartott elemekbdl” kiszamitjuk a
3., 4. és 6. tablazatban feltiintetett becsléseket, illetve hibatagokat. A 6.
tablazat becsléseire kapott értékeket behelyettesitjiik (13) jobboldaldba;
igy megkapjuk az elvégzett és az el nem végzett kisérletek varhaté értékének
becslését.

A o? becslésére szolgald s* kifejezés kiszamitdsahoz el6bb az 7, mennyi-
ségek meghatarozasa sziikséges; itt hasznaljuk fel a kontrollkisérletek ered-
ményét. A becslés pontossigara vonatkozéan a 12 szabadsagfoku y?/f eloszlas
tablazata (lasd pl. [7]) alapjan nyerhetiink felvilagositast, igy példaul

2
2. = 1,780
0-2

(19) P = 0,05,

azaz kapott becslésiink kb. 959,-0s valdszintiséggel %az alatt marad.

A szoéraselemzéssel kapesolatos préobak leirasat mellézziik, az erre vonat-
kozé6 irodalomra az 5. §-ban utalunk.

A magasabbrendli interakciék elhanyagolasanak jogossagat a (15)
kifejezés alapjan vizsgalhatjuk; ha az F-préba alapjan kapott eredmény
nem megnyugtatd, a modelliink alapjan szamitott eredményeket csak bizonyos
fenntartassal fogadhatjuk el, ilyenkor, — amennyiben erre méd van — a
tovabbi 36 kisérletet is célszerti elvégezni.

Viégiil a (13) alatti becslés szérasat a (18) képlet alapjan szamithatjuk ki.
Ezen eredmények megbizhatésaganak vizsgalatanal is alkalmazhatjuk a (19)
Osszefiiggést.

(Beérkezett: 1962. oktober 19.)
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APOBHO-®AKTOPHUAJIbHOE HUCIBITAHUE THNA 3! C 5/9-bIM
IMTOBTOPEHUEM

G. BANKOVIu K. SARKADI
Pe3ome

HanucanHblil HenpaBuibHBIA, ApOOHO-GAKTOPHAIbHBIIL MJaH HCNbITAHKS
(Tabsmua 2) Obl1 pasdpaboTaH JUIs OLEHKM Pe3YyJIbTaTOB OMNbITOB 10 0feccepu-
BAaHMIO JIM3€JIBHOTO TOMJMBA, NpousBogumbix B Mcenenobarensckom MuerutyTe
no Beicokomy [lasiienuto. Pabora comepykaer ¢opmyJbl Ul OLEHKH.

HenpasuiibHble, 1po0HO-(paKTOpHabHble IJIaHbl UCMBITAHUST PA3IMYAOTCSH
0T 0oJiee 001Le MCIOJIb30BAHHBIX (IIPABMJIBHBIX) MJIAHOB B TOM, YTO YMCJIO BCe-
BO3MO)KHBIX OKCIIEDUMEHTOB He pasjlelMMO Ha YMCJIO MPOM3BOAMMBIX IKCIepH-
MeHTOB. B paGore [8] S. ADDELMAN uccielyeT HernpaBujibHble 1p0GHO-GaKToO-
puajibHple MJIAHBI MCIBITAHUS THUMA 2"; aBTOPbl JAyMAalT, UTO HeNpaBUJIbHbIE
CHCTeMBI IPYroro THUIIA He MCCJIeI0BAHBI B JINTEPAType 0 CUX MOp.

l-asi u 2-as1 raBbl paboThl COJAEPIKAIOT OCHOBHBbIE MOHATUST OTHOCHTEJILHO
(aKTopuaJibHbIX MCHBITaHUi. Vcnmonb3oBaHHasi Mojeb jaetcst B 4-0il riase,
ypaBHenuem (6); B 9TOH Mojesm npeHeOperkKeHbl B3aUMOJIECTBUSI BTOPOro M
TPeTbero nopsiika (HaumHasi ¢ 9TOM TJIaBbl MH/IEKCHl B3aUMOJEHCTBUI U KOHIPY=-
SHTHOCTeHl MOHATBI 10 MOAYJ0 3).

[IpoekTHpOBaHKe TMPOU3BOAMMBIX IKCIIEPUMEHTOB M YCTPOHCTBO 0JIOKOB
OCHOBAaHBI Ha cucTeme KOHrpyaHuuit (5) (em. u Tabumuy 1.). dopmyJibl BEIBOAATCS
B BYX luarax. ITepBble OLeHKM OCHOBHBIX 3(Q(eKTOB M B3aUMOJIeiiCTBUI, OCHO-
BaHHbIe yacTbio Ha GyioKax 1—3, yacTbio Ha 610Kax 3—D5, natorcs B Tabmuue 3.
B aroil tagnuue [¢j] o3Havaer Ha0JoeHHOE 3HaYeHUe, pe3ysibTaTa U3MepeHUst
HameuenHoro B Tabiule 2, Kak j-Thlil 9KCIIepUMeHT g-0ro 0J0Ka (¢ =1, 2,..., 5;
T I S )

{qy,} o03HAUaeT cymMMy pe3yJbTaTOB TeX TpeX IKCIePUMEHTOB B ¢-OM
6noke (¢ =1,2,...,5), KoTopble NpuHajiexaT K appextam A, B, C um D
(COOTBETCTBEHHO TOMY, YTO ¥ PaBHO a, b, ¢ Uy d) Ha p-om ypoBHe (p = 0, 1, 2).

Usenbl 060K faioTest B Tabaule 4, Ka)k/iblil U3 YeTblpexX YJIeHOB OLIMOOK
nMeeT 3 KOMIOHEHTAa M 2 cTelneHu CBOOOJBI.

Tabmua 5 — TabiaMua KoBapuauuilt KoJmuecTB cojiepykaHHbix B Tab-
mmuax 3 u 4. Tlapbl OLEHOK NpHHAAIeKAMX K paBHbIM yacTsim Tabauupl 5
(5a, b, ¢, d) HekoppesMpoBaHbl. KoBapuauysi mnap Tex KOMIIOHEHTOB, KOTOpbIe
He I0KasblBalOTCA B TabyMle, IMOJyvyaeTcsl TOMHOYKMB KOBapHaLMI0 COOTBET-

1
CTBEHHBIX I1ap B TabauLe NOKa3aHHBIX KOMITOHEHTOB Ha ——2— . JlaHHble Ta0JIMLIbI

elle HY)KHO TOMHO)KHTb Ha JMCIEepPCHI0 o® OIIMOKHY.

B Bropom 1mare 06pa3oBeIBalOTCS perpeccHMBHbIe 0CTATKU OLeHOK Tabmibl
3 OTHOCHTEJIbHO YJIEHOB OMMOOK. ITH — OLEHKH 10 MeTO]y HaMMeHbLIMX KBaj-
paToB u mokaseiBaloTcsi B Tabuuue 6; ux KoBapuauuu jpatwoTcsi B Tabmuue 7
(TosikoBaHMe KoTOpoit no anasoruto Tabummubl 5). Mexay cpenHell BeJHUMHOM
ﬁ (hopmyna [7]) u kaxoit ouenkoit Tabaun 3, 4 u 6, HeT Koppesuuu. Jducnep-
CUsl Cpe/lHell BeJIMUMHBL /,4\ naetcst dopmysoit [12].

B 5-o0it rnaBe jaercs tabnmua AMcrepcMOHHOro aHaausa. I1o TexHHYeCKUM
TNIPUYMHAM, B Ka)K10M 6J10Ke [1POU3BeJleH KOHTPOJIbHBIN IKCTIepUMEHT K ; 9T0 06CTOS-
TeJIbCTBO NMPUHATO BO BHUMAaHMe (T. e. KOHTPOJIbHbIE IKCIEPUMEHTBI He OKa3bl-
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BAlOT BJIMsAHME HA (OPMYJIBl NpeblAyllel I1aBbl). B Tabuuue pucrnepcroHHOro
anaym3a (Tabummua 9) comepykaTcs cliefyloliue UCTOYHUKU Jucnepcun: Biiokw,
KouTpoJibHble aKcnepuMenTsl, OcHOBHbIE 3 dexThl: A4, B, C, D, BaaumojieiicTBus
nepBoro nopsiaka, Ocraroynasi, MIToro. 2 ciy)KuT OLleHKOHN aucnepcuu o2.

Ka>kaplil ujeH owMOOK 3aBUCUT OT B3aMMOJIeiCTBUIT BTOPOro IOPSIKA,
HO He B 0/1HOi Mepe. B Tabimue 10 cogepykarcst Aucnepcuy CTaHAapTU30BAHHBIX
4JIeHOB OIUMOOK NMpU aJIbTepHATUBHON rumnorese H,; 10 3TON runorese B3aUMO-
JIeHCTBUS BTOPOr0 MOpsi/IKa He3aBUCUMble, CilyuyaiiHble BeKTOpDHble MepeMeHHbIe
C MareMaTHueCKUM OXKMAaHueM 0 M ¢ MarpuLlamd KoBapuauuil JaHHBIMU (op-
mynoi (14). Ha ocnose Tabmuusl 10, crarucrtuxa (15) aucrnepcnoHHOro OTHO-
IIeHUs ¢ cTereHsIMM cBOGOABI 8, 4, Mpejularaercst JUIsl KpUTEPHil 3HAUMMOCTH
B3aMMOJIeHCTBUHA BTOPOro IMOpsKaA.

B 6-0if rnaBe ucumcasiercst jucnepcusi ouenkn (13). [loxasbiBaeTcsi, 4To
9Ta ucnepeust
%02 OTHOCHUTEJIbHO 9KCIIePUMEHTOB, COJAepIKaHHbIX B 0JI0-
135 ~Ke 3,

D2(x x/\x x,) = 98 o2, OTHOCHTEJIbHO OKCIePUMEHTOB, COJeP)KaHHBIX B 0J10-
I e e el U ’
, 135 Kax 1,2, 4.5,

49
—— 02, OTHOCUTEJIbHO He [IpOU3BEAEHHBIX OKCIIePUMEHTOB.

B 7-oit rnaBe pawTcsl npaKTHUeCKHMe YKa3aHUsT HA BbINOJHEHUE UMCIIeH-
HOTO pacyera.

5/9 REPLICATION OF A 3* FACTORIAL EXPERIMENT
G. BANKOVI and K. SARKADI

Abstract

The irregular fractional factorial experiment described here (Table 2)
was worked out at the request of the High Pressure Research Institute for the
investigation of oil desulphurisation. The paper includes formulae for evaluation.

Irregular fractional replications of factorial experiments differ from the
more commonly used (regular) ones in that the number of all possible treat-
ment combinations is not divisible by the number of the treatment com-
binations to be performed. Irregular fractions of 2" factorial experiments are
dealt with by S. ADDELMAN [8], those of other systems are believed not to be
treated in the literature till now.

Sections 1—2 give basic concepts concerning factorial experiments.

The model applied is given in Section 4, Eq. (6), according to which
the three- and four factor interaction are neglected. From this Section on,
interaction indices as well as congruences refer to the module 3.

The design of the experiments to be performed and the block arrange-
ment are based on the congruence system (5) (see also Table 1). The evaluat-
ing formulae are derived in two steps. The first estimates of the main effects
and interactions, based partly on blocks 1—3, partly on blocks 3—5, are
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given in Table 3. Here [¢j] denotes the observed value of the experiment,
marked by Table 2, as the j-th treatment combination of the g-th block
(g:=1,2.: 5650 =12 .../ 9) {qyp} denotes the sum of the results of
three observatios within the ¢-th (¢ = 1, 2, ..., 5) block, belonging to the
effects 4, B, C' or D (according to whether y equals a, b, ¢ or d resp.) and
on the p-th level (p = 0,1, 2).

Table 4 gives the error terms. There are four error terms, each having
3 components and 2 degrees of freedom.

Table 5 is the covariance table of the quantities of Tables 3 and 4. Pairs
of estimates appearing in different subtables of Table 5 are uncorrelated.
The covariance of pairs of components not appearing in the table is obtained
by multiplying the covariance of the corresponding pairs of components appear-

2
Entries of the table are to be multiplied by the variance o2 of the error

ing in the table with |— l)

term. -
In the second step we formed the regression residuals of the estimates
of Table 3 in respect of the error terms. These are least square estimates
and are given in Table 6, while Table 7 gives their covariances (use of Table

7 is analogous to that of Table 5). The average % (formula (7)) is uncorrelated
to each of the other estimates, its variance is given by formula (12).

Section 5 gives the analysis of variance table. By technical reasons in
each block a control experiment k, is performed, this circumstance is taken
into account (the control experiments do not affect the formulae of the preced-
ing Section). The rows of the analysis of variance table (Table 9) are as follows:
Blocks, Control experiments, Main effects: 4, B, C, D, Interactions of the
first order, Remainder, Total. The estimate of the variance o2 is given by s2.

All error terms are dependent from the three-factor interactions but
not to the same degree. Table 10 gives the variances of the standardised
error terms under the alternative hypothesis H; that the three-factor inter-
actions are independent random vector variates with expectations 0 and
covariance matrices given by (14). On basis of Tables 10 the test statistic
given in (15), having degrees of freedom 8, 4, is to be recommended to test
the significance of the three-factor interactions.

In Section 6 the variance of the estimate given by (13) is computed.
It is proved that this variance

103 gzeoncerning  treatment combinations contained in
135 Block 3

2 . 98 , concerning treatment combinations contained in
Py ity ) == 135 ® Blocks 1,2,4.5

49 g2concerning treatment combinations not to be per-
30 formed.

Section 7 gives practical hints for numerical application.
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