HULLAMOS LEMEZ DEFORMACIOJA ADOTT TERHELES MELLETT I
BIHARI ImMrE

Bevezetés

Nyomasmérs, regisztralé miiszerekben gyakran alkalmaznak hullamos
feliiletli lemezzel fedett zart dobozokat. A doboz és a lemez tobbnyire kor-
alakd. A hullamositéas célja az, hogy a lemez kozepének a kitérése nagy legyen
és kell6 médon. — lehetGleg aranyosan — filiggjon a nyomastél. A hullaimok
koncentrikusan helyezkednek el a lemez feliilletén (1. d4bra) és alakjuk a 2.
abra szerinti, vagy barmely mas alak lehet. A lemez kozepén az érintsik
mindig vizszintes. A technikusokat elsGsorban az érdekli, hogy a lemez kozepé-
nek a kitérése milyen fiiggvénye a nyomasnak, illetve az, hogy hogyan kell
a lemez feliiletét hullamositani, hogy ez a fiiggvény egy elSirt m = f(p) figg-
vény legyen (3. dbra). A hullamokat a lemez feliiletére préseléssel viszik ra.

Megjegyezziik, hogy a lemez — ellentétben a membrannal — hajlitassal
szemben rugalmas ellenallast mutat. Az utébbi erre csak kifeszitett allapotban
képes. — A miiszerekben a lemez egyenletes eloszlast mutaté nyomas (terhelés)
alatt all. El6szor a lemeznek — vastagsagahoz képest — csak kis kitérését
fogjuk vizsgalni (nagy kihajlas targyalasat lasd 3.-ban), valamint feltessziik,
hogy pontjainak a kitérése a szimmetriasikjara merdleges?, végiil azt, hogy
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1. dabra 2. dbra
! Ez feltehetd, ha a hullamok elég ,,laposak’.
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a lemez homogén, izotrop és rugalmas viselkedése a Hooke-torvénynek meg-
felels. A kérdés tanulmanyozisa céljabdl el6bb a kovetkezd — onmagaban
sem érdektelen — segédfeladatot oldjuk meg.?

Lm

m=fip)

3. dbra

1. Téglalap alaka, hossza, hullimos lemez hengeres hajlitasa

A lemez hossza legyen tetszéleges, szélessége /, vastagsaga & és hosszaval
parhuzamosan hullamos. Legyen befog}_f_a, vagy forgasképesen feltamasztva

(tn. egyszerii feltdmasztés) az 04 és BC szélei mentén ugy, hogy vizszintes
reakciders ne tdmadjon. Kiilonben az alakvaltozas jorészt hajlitds és nem
nytjtas kovetkezménye, amiért a mondott reakciders csak jelentéktelen lehet.

Z=U(¥)
0: N e

/
zy Z=L(x)+ v (%)

— E -

0

4. dbra

Keressiik a lemez lehajlasat adott terhelés mellett. A koordinatarendszer
helyzetét a 4. dbra mutatja. — Hogy a hajlitdis hengeres az azt jelenti, hogy
fiiggetlen az y-tél, ami elérhets, ha a lemez elég hosszi. Tekintsitk a lemez
un. kozépfeliiletét. Legyen az (xz) sikkal parhuzamos metszetének az egyenlete
terheletlen helyzetben z = u(x), terhelve — lehajlds utdn — 2z = w(x) =
= u(x) + v(x). Tehat v(x) magit a lehajlast jelenti.

2 Hullamos kor alaku lemez fesziiltségi allapotanak meghatarozasat lasd K. Stange:
Der Spannungzustand einer Kreisringschale, Ingenieur-Archiv 2 (1931) 47—91. dolgo-
zatdban. A lemez kihajlasat ott nem targyalja. Médszere roppant nehézkes.
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Az u(x)-rél feltessziik, hogy gorbiilete abszolit értékben egy bizonyos
pozitiv érték alatt marad. u(x) és v(x) legyenek szakaszonként hiaromszor
folytonosan differencialhatok. A v lehajlast és v” derivaltjat abszolut ¢rtékben
kicsinek vessziikk w — ill. »'-hoz képest, illetve, ahol az | w | ill. |’ | kicsiny,
ott a h-ill. az 1-hez képest. A v’-re vonatkozo6 feltevést indokolja, hogy — mint
mar megjegyeztiik — a jelen esetben elsGsorban csak hajlitdsrél van sz,
anyuajtas igen kis mértéki, sét a kozépfeliiletnél semmi. Nincs ivhosszvaltozas.?
Ilyenkor a kozépfelilletre merdGleges sik-keresztmetszetek hajlitas utan is
ugyanilyenek maradnak, csak elfordulnak ugy, hogy a lemezt mint egy [
hossztsagu, /& vastagsiagt rudat tekinthetjiik. Vegyiik a lemeznek két v ten-
gellyel parhuzamos normalsik kozé esé elemi darabjat. Legyen a sikok szoge
d>, a kozépfelilletbl kimetszett szakasz hossza ds, a téle z tavolsigban*
kimetszett szakasz hossza ds, a kozépfelillet gorbiileti sugara R. Terhelés
(hajlitas) alatt e mennyiségek legyenek d>’, ds, = ds,, ds’, R’. Szamitsuk ki

az ¢, = £1ls—_m—&relativ nyulast. Az 5. abra szerint
s
di =B 3 didn =B+ A8 gy & 2 g
R R
ds' = (R + z)da’ = (R’—}—z)@ =ds, + ids
R’ LT
Ebbél
| ds'—ds:z[—l——l ds,
R R
és igy
(1) gxzfiﬁ_—_dizz(l _Lﬁzz(L_L) i
: ds R’ R) ds R RIR+42

(Pl ha siklemezt hajlitunk R = oo, ¢, = iHooke-t()rvénye szerint az e,, e,
RI
relativ nyilasok a o,, o, fesziiltségekkel igy fiiggnek ossze:

O:,— V0
B X y
& = ————

(2)

ahol ¥ a nyujtasi modulus, » a Poisson-féle alland6 |0 < v < 1; kb. = L]

3Viszont, ha minden ax-re szigortan (és nem kozelitéleg) fennallna, hogy
X X
é Y1+ ude= f V1 F w” dx, akkor innen u’ (z) = w’ (2), ill. u(z) = w(x) kovetkeznék.
0

4Itt z nem a z tengely mentén mért koordinata, hanem a kozéprétegtol a normélis
mentén vett tavolsag.
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. dx

t

[RRER

5. dbra

Az oldaliranyt (y iranya) nyuldsnak zérusnak kell lennie, hogy hajlitas alatt
a lemez folytonos maradhasson, amibél kovetkezik, hogy o, = vo, és igy

: (1 —»)o, . Ee,
3 g =———"* ill. o,= X_
(3) 5 E Y192
és ez a fentiek szerint
E 1 . 2
(4) 95— il —} .
1—» |R R|R+ 2

Szamitsuk ki ennek a forgatényomatékat egy vy tengellyel parhuzamos és
a kozépfeliiletben benne levs tengelyre és a lemez egységnyi hosszara.® Ez

z n
4 2
. 2 *
(5) M= J o,.2dz = 8 pft 1 J >
1 — 92 R, R R+2
=] h
2 2

5 Ami egyensuly esetén majd a kiilsé er6k nyomatékaval kell hogy egvenlé legyen.

* Megjegyzés a korrektiranal. FREUD GEza felhivta a figyelmemet az (1), (4), (6)
képletek bizonyos Grashof-féle képletekkel val6é hasonlosdagara (1. pl. MUTTNYANSZKY :
Szildrdsdgtan (1961) 279—292. o.). Ezek azonban csak rudakra vonatkoznak. Lemezek
ilyen téargyaldsa — legjobb tudomaédsom szerint — nem ismeretes az irodalomban.
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6. dbra

108 L n
< ~2 - R‘r ( R)o 2
Tiy [ afie (z—R—J,— —ldz = s el R4z —

JR 2 J R+z) [ 2 ¥ B )]

h h _h
-3 -z E
[R_EJ'__|R+£]" R—i—ﬁ 1+L

2 2 2 1 2R
= + R%log = — hR4 2R2—]log———.

2 R h 2 ] h

T2 T AR

Mint kikotottikk, R egy pozitiv érték folott van, mégpedig legyen
specialisan 2R > &, vagyis:—é< 1. Ekkor a logaritmus sorfejtése gyorsan
konvergal és

h B L% P
I=—hR-|LO9R2|— - —[|— e .. l=
tr e e e

2R h 3 3(h {2 3(h\ :
=—hR+hR 4+ —|—| |1 +—|— —l— s
3 QRl +5(2R +7(QR]+ )
2R2( h \? 1. A2
= T(EE) 12 R
és igy
3 ‘ 3
(6) MZL[L_l:Dl_l) D—_ B
12(1—4) |k R R R 12(1 — »2)
D a merevség (a hajlitdssal szemben valé ellenallas) mértéke. Adott M -nél
D nivekedtével csokken az alakvaltozas, ti. % - i A (6)-bdl
1 1 R
7 — =t — =z ismert fiiggvény) .
(7) 7 27D () ( ggveny)
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Ennek alapjan a hajlitott lemez alakja kozehtoleg grafikusan is meg-
szerkeszthets. z = w(x) pedig az

1 w”
8 —— e ———————— — I
(®) L e
egyenletb6l hatarozhaté meg. Itt w' = r-t téve
r’
_— = —J(Z ill. = — x) + ¢
P

ahol F(z) a —f(x) egy primitiv fiiggvénye, vagyis

.
= F(@) +a
amelybdl
— dw _ F(x) + ¢
de Vl —{Fig) +o)
és igy
(9) Vl_;)Jrjrlc)dHcZ
1

Vizsgaljuk meg lehetséges-e a w'(x) ~ u'(x) feltevés. Ha ez igaz, akkor
(8)-bdl

(10) w” = — f(x) (1 4+ w'2)’l = g(x) (ismert fiiggvény),

ahonnan w két egymasutani kvadraturaval kaphatd. A (10) kissé részletesebben
igy irhato

M
10/ wll —_— ull LS el 1 + 21/12 3/‘
(107) 1 )

Legyen pl. a lemez egyenletes p nyoméassal terhelve, akkor a hajlité nyomaték
az x helyen a lemez hosszanak 1 cm-ére vonatkoztatva

2
(11) ﬂ[:%lx—%zﬁ)x(l—x)
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(a lemez alakjatdl fiiggetleniil). Ezt (10")-be téve

(12) w' =u" — %x(l —x) (1 + u'?)

Innen

(13) w'(x) = w'(x) — o—p[) 11 —t)(1+w2(t)yhdt + K, K=uw'(0)— ' (0)
"

De allitolag w'(x) ~~ u'(x). Ez akkor teljesiil kielégit6 pontossaggal, ha % ==
2
Tehat csak ilyen nyomas (D-hez képest kis nyomas) johet szamitasba.
1 X
Ekkor K = 0 és (13)-bol az | ({¢(z)dz)dt = ( (x — ¢t) g(t) dt képlet
0 0 0

felhasznalasaval
X

P

(14) w(x) = u(x) — . (x—t)t(l —t) (1 + w'*(t))-dt + L,
T L= w(0) — u(0) = 0
Tovébb |
(15) w(l) = u(l) — ﬁ) J (0 — 02 (1 + w2(t)yhdt b u(l) =w(l) =0
0

amivel ellentmonddsra jutottunk, mert a (14) és (15)-beli integralok nagysag-
rendje nem kisebb mint a (13)-beli integralé. Igy tehdt csak azt kaptuk,

.hogy haép—p < 1*, akkor w(x) ~~u(x) ami nyilvanvaléan hibds, illetve semmit-

mondé. Tehdt annak feltételezése, hogy w'(x) ~ u'(x) (vagyis, hogy | v'(z) | <
< | u'(z) |) helytelen.
Viszont lehetséges az a fentebb tett kikotés, hogy
V(@) < fu'(2)]

kivéve ott, ahol |«'(x) | < 1, vagyis, ahol maga | u'(z) | is kiesi, ahol viszont
legyen | v'(x) | < 1. Ekkor tehat
19 /| =
1+w’2=1+(u'—f—'v')2=1+u"~’+2u’v’-{—v'2= 14w, ahol "l)|<1

5 ahol |u'|<1
vagyis 1 4+ w2 mindig 1 + u'?>-nek vehetd. Ekkor (13) érvényben marad,
csak K # 0 és w'(x) == u'(x). A (14) helyett pedig

x

(14")  w(r) =u(x) — % J (x—t)t(l—1t) (1 +w'?(t))dt + [w'(0) —w'(0)] x4 L-

4

0

* Helyesebben 7El <1,
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et kapunk, ahol L = w(0) — u(0) = 0, mert w(0) = u(0) = 0. Tovdbba
1
as)  w(l) = u(l) — EPBJ tI — 1) (1 4+ w2yhdt + [w'(l) — w'()]1 =0
0

és u(l) = 0 szintén. Igy (15")-b6l w'(0) értékét megkapjuk. Ez
i

w'(0) = ()+2—D—l t(l — t)® (1 4 w'2)’h dt

Ezt (14')-be téve
X l

) p F ; 72\3 px 2 r2\3/,
w(z) = u() __J @—t) 41— ) (1 + w2)hdt + L2Z | 41— 12 (1 + w2yhdt

: 2D 2Dl
‘(14 ) 0 0
Tehat a v = w — u lehajlas p-vel aranyos. (14")-ben @ = —;—-t téve megkapjuk
a lemez kozépének a kitérését.

A o, fesziiltség (4) és (6) alapjan
E Rﬂ ?

1—v»® DR}z

—+ w'2)le
LS i képletek felhasznalasaval.

O, =

ami kiszamithaté a (11) és az B = — -
u
Viszont ot a g, = vo, képlet adja meg.
Nem érdektelen a (7)-et pontosabb targyalds alda venni. (7) igy irhaté

e JESTARE
A+w)h  (1fwh D
Innen
w' o 1 g i p ¢ .
Wf—w'z_VI—{—uQ——BJ Mdt+0_ﬁj_ﬁ—ﬁj(u—t2)dz+0_
o ul p u s wl ul
= 2?81 —22)+ C, C= -
V1442 12D ( b 1+w? V1+w?

Itt most wjra alkalmazva a J1 4+ w2 ~ Vl + u'? kozelitést

w'—_—u’—127)Dx2(3l—2w)V1+u’2—*—0|/1-{—u'2.

Ezt integralva

X

f (31— 2t) 1+ u"dt 4+ Cs,
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X
ahol s, = [ J1 4+ u?dx a z = u(x) gorbe ivhossza. Ebbdl
0

1
MD:um—ifﬁjﬁ@L—MW1+umﬁ+C&=0 é u(l)=0.
0

Innen
1
P e
— 2831 —28) Y1+ u'2dt
12Ds,f ( W
0
és igy
x l
P V2 N o
w=u——L_(eE1—29)7 u’zdt+—xft23l—2t iFurdt.
m)j ( Va7 [ VIF
0 0

A lehajlas itt is p-vel aranyos és az u(x) vhosszdtdl is figg.

2. Kor alaki, hullimos lemez kis kihajlasa

2.1. Egy ilyen lemez terhelve is megtartja tengelykoriili szimmetriajat,
ha a terhelés is tengelyszimmetrikus. Ez elsdsorban a kozépfeliiletre nézve
lényeges. Ekkor a terhelés csak a szimmetriatengelytdl szamitott » tavolsagtol
fiigg. Ugyanez érvényes az eredeti alakra és a lehajlasra is, vagyis v = wu(r),

1B
N g / . .
S—FEo¥
90°
z g
8. dbra

w = w(r) és a lehajlast elég csak egy meridiansikban vizsgalni. Ennek az m
metszetenek a gorbiilete az 4 pontban (terhelés nélkiil)

1 4
(16) e e

. (wh

Az A ponton atmend erre merdleges g normdlmetszete B gorbiileti kozéppontja

6 A Matematikai Kutat6 Inté¢zet K¢zleményei VIL B/4
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a szimmetriatengelyen van, tehat a gorbiileti sugara r, = A 5. (Ennek bizonyi-
tasat 1. a Figgelékben!) Ez a ¢ szoggel igy fejezhetd ki
(17) e i S
sin ¢ 7, 7
De sing = o & (a — jel a z tengely iranyitdsanak a

/1 +tg2e - (1 + w'2)":

kovetkezménye), tehat

(18) e VT
v, r(1 + w'?)'
Hooke-torvénye szerint a fesziiltségek és a relativ megnyulasok kozott az
(19) Ee =0, —vo,
Eg =0, —vo,

Osszefiiggés all fenn, melybdl
9= = (8, o ‘V{;‘t) ’

1—92

(20)
(vs +&).

O == —

1—»
De az 1. szerint a kozépfeliilettsl a normélis mentén z tavolsagban
E, =72 (—l— T
P TalPu2
[ 1 1 T
g =z[——— -
T )+ 2

ahol r;, és r; a megterhelt lemezre vonatkoznak abban az A’ pontban, melybe
az A jutott. Tehat

gr:—E_[[i_i]rn z ..*_1}(_1-__1_ rt < ]

(21)

1—9%|\r; r rh+2 r ry) r+z2
(22) n n n + t t t +
E 1 1 2 ( 1 1 z ]
o= L st [ e e Ty
& r;l rn} Tn+2 rt t] 7‘t_i_z
A megfelel hajlité (forgaté) nyomatekok (1 ecm-re Vonatkoztatva)
h
7]
M, = Jzo‘,dz:i i———— J dz—l—v—-—__r,J—————dz],
: 1—»2[|r, Ty rn+z
h
=2
2L
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De
h
2 33
[ o K . (1. a (6) el6tt)
r+4+z 12 7r
h
=2
tehat
i 1 1 1
IM'ZDH_’_T)J”__T ER?
2 n
(23) ! ; ; B
IM':D[ 1 1 (___]. 12(1 — »2)
Ebbdl (16) és (18) figyelembevételével
' w" u” v w' u'
M,=D||l———— + — )+__(_ + _H
(24) ‘ (Uw2yh - (wh] e | (e (1w
TR . A o B S
: (L4+w?2)t (14 u'ﬂ)’/e) rl Q4w 14+ 11'2)'/=J )
Ez az
w'’ u' w —u

U=

VTtw?: VIto® g V14w

jelolés és a
au v L/
= (U
dr & r d dr( )

osszefiiggés felhasznalasaval igy irhatd®

M,=_D((Z:+ U) fdir(rvv)
(25)
i
M,:——D(v‘fZ—U-{-lU]:—_D_lfi(ﬁU)
| dr T » dr

2.2. Messiink ki a kor alaka lemezb6l egy elemi darabot, mégpedig
a szimmetriatengelyen atmend két sikkal (szoguk df) és két olyan (kup)
feliilettel melyek merolegesek a kozépfeliiletre és az (xy) sik radiuszvektoraira
(1. 9a. és 9b. dbra) és az (ay) sik mentén mért tavolsiguk dr. Ezen elemi rész
egyensulyi feltételének megallapitasira vegyiik szemiigyre a fellépé forgato-
nyomatékokat.

e M

STi. pl.

_t_l_ i I w”
dr (Vl —{-u’ZJ (1 4+ u2)yh

6*
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Az M, a (cd) oldalon forgat, az M, pedig az (ad) és (be) oldalon. Minden
eré nyomatékat egy olyan iranyu tengelyre vonatkoztatjuk, mely merdleges
a radiuszvektorra. A (cd) oldalon a forgatényomaték

(26) M, rdd
Az (ab) oldalon
j M, ||
(26') [M,—|— L dr| (r - dr) o
ar |

Az (ad) és (be) oldalon haté o, fesziiltség egy dz szélességli, a kozéptdl z tavol-
sagra levé sivon K = o, dzds er6t eredményez, mert az elem hossza nem dr,

9c. dbra

hanem ds (1. 9a. dbra). Itt ds = dr /1 + w2 ~~ dr /1 4+ u"2. Ennek az er6nek
radialis osszetevije (l. 9¢c. abra)

K, =0, dzdssin‘? ~~ 0, dzdsdj)e—

melynek a mondott (a radialis iranyra merdleges) tengelyre valé nyomatéka
(a masik, a tengellyel parhuzamos 6sszetevé nem forgat)

h
2
L dsao j 20,dz = %dsd() M, [L.(22)utan M, képletét]
2
h
— 3
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Az (ad) és (be) oldalra haté nyomatékok Osszege tehat
(27) M,dsdb

Ezenkiviil nyiréerck is miikodnek, de a szimmetria folytin csak az (ab) és
(cd) oldalon. Ha ennek 1 cm-re esé értéke a (cd) oldalon @, akkor ezen az egész

nyiréerd Qrdf és az (ab) oldalon |@ —}—(fl—erJ (r 4 dr) df, melyek egyiittes
r

nyomatékat a magasabbrendi kicsik elhanyagolasaval (az utébbi erd helyett is
csak Qrdf-t véve és e két erét erGparnak felfogva)

(28) Qrdods

nek vessziik, mert ez erépar karja ds. Az egyensuly feltétele a (26), (26'),
(27), (28) nyomatékok megfeleld elGjellel valo Osszegének az eltiinése

(M, + d(?l' dr| (r+dr)d0 — M,rd0 — M,dsdf + Qrdfds = 0,ds=dr |1+ u'?
r
melybdl a magasabbrendtiek elhanyagoldsaval az
(29) M,+d§ll’r—(M,—Qr)V1+u’2=0
dr
illetve
(29') Lt T S W
ds
egyenletre jutunk. Beirva ide M, és M, (25) alatti értékét a
1
(30) —Di rl—"i(r”U) +D—fii-(r;U)V1+u’2+QrV1 +u?=0
dr dr ” dr

egyenletet kapjuk, mely a differencidlasok elvégzése utan a 1 + w2 =
=1+ a(r) (a(r) = 0) jelolés bevezetésével az

Q Q
31 r(rUY —U — 22— |ypU' 3+ U + =12|la=0
(31) () e e
alakot olti. Ha pl. egyenletesen eloszl6 nyoméas terheli a lemezt, akkor @ =
_1r’ap pr?

— és (31) igy alakul
2rn 2 (31) igy

31" o O IR B SR T, R B S
(81) r(rU") S (vr + —}—2Dr

a=20.

Tekintsiilk eme pontosabb egyenlet helyett a kozelité (csonkitott)

’ p
817 reU’Y —U —93=0
(31") (rt’) D

7 A lemez egy kozépponti koralaku részére haté nyomoéeré konnyen belathat6d
modon egyenld a vizszintes sikra val6 vetiiletére haté nyoméerével.
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egyenletet, mely (31")-bdl az a-t tartalmazé tagok elhagyasaval (lapos hullamok

esete) all el6.8 Ez az r Cigztﬂ—a‘zaz ad—r= do, logr =p, r =€ —
dr dp r
helyettesitéssel a
2
g U—U el gy
dp* 2D

egyenletbe megy at, melynek altalanos megoldasa ¢, e¢ + ¢,e=¢ 4 l—:——De39
(¢, ¢, tetszbleges allandok). Tehat a (31'") altalanos megoldasa [és kozelitSleg
a (31')-é is]

o Nc1r+c2l—}— P e

u
32 = -
5 NM+w? J1iu2 r 16D

De r = 0 esetén u’ = w’ = 0 (véges értékek), tehat ¢, = 0. A (31’)-ben elha-
gyott tagok Osszege ekkor

' Bv+9)p
33 H=|cv+1)r + ——r3|a
(33) | (v +1) Y
melynek maximalis lehetséges értékét meg fogjuk vizsgalni. Két esetet fogunk
targyalni. Az egyik az, amikor a lemez széle szilirdan be van fogva, a masik
az, amikor a lemez széle szabadon foroghat, vagyis a lemez szélén a radialis
nyomaték M, eltlinik és vizszintes reakciderd nincs a lemez hulldmositasa
folytan (nem lévén nyulas a kozépfeliiletben). Ez az in. egyszer(i feltamasztas
esete.
A) A befogott lemez esete. A lemez széle nem sziikségképpen van viz-

sz,

10. dbra

i

szintesen befogva (l. a kés6bbi példat), de mindenesetre «'(R) = w'(R),

. p P 5o oso:
vagyils u(R) = 0 = ¢, R + R3, ahonnan ¢, = — —— R? és igy
BES ) R TY) ' 16 D =

[ = e e (8 e )
16 D
és (32) szerint
(34) = L P_y(R2— r2) = f(r)

= — r
Ji+w? J1+wu? 16D

8 Késébb pontosabb kozelitést is fogunk targyalni. L. 2.5. és 2.7-ben.
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|

ahol f(r) ismert fiiggvény. Innen ' = (a gyok pozitiv elGjellel veendd,

2
mert w’ és f elGjele (34) szerint megegyezik) és igy

R
wir) = — [ O (R —
(35) (r) J Vl__f_z(t)dt ti - w(R) = 0].

Ha pedig (34)-ben a J/1 + w2~ |/1 + u kizelitést vessziik

o = — P r(R? —r?) |14 u'?

16 D
melybd6l
-
(36) w(r) = u(r) + %ﬁ tHR:— ) VT + w2y dt  (u(R)=0).
A lemez kozepének a kitérése
-
(37) m = w(0) —u(0) = %ﬁ ‘ r(R* — r2) Y1 4 w'%(r) dr = pF(R).

0
A kitérés mindeniitt a nyomassal ardnyos és persze a kozépen a legnagyobb. —
Forditva, hogyan kell hullamositani a lemezt, hogy m az elGirt pF(R) fiiggvény-
nyel legyen egyenl? — Ehhez el6szor kozelit6leg megoldjuk a (36) (Volterra-
tipusira emlékeztetd) integralegyenletet olyan médon, hogy az integrandusz
1 4 u'2-e helyett 1 4+ w'2-et irunk. A megoldéds tehat

R

(38) u(r) = w(r) — %J t(R2 —2) 1+ w'(t) dt .

g

Ebbél

R
m = w(0) — u(0) = %5 J (R — 12) Y1+ w'¥() dt
0

és most valasszuk meg w(r)-et Ggy, hogy m = pF(R) legyen. Nyilvan ez vég-
telen sokféleképpen lehetséges. Ezek utan egy kovetelményeinknek megfelel§
u(r)-et (38) ad.

A (33) alatti hiba értéke most

H=-2_110r—1,33R)a

16 D
3
BB ) o' s P it e B gl Bl Ml O B
a 16 D
Hoon= Wil maxa.

16 D
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3
Ez persze akarmilyen kicsivé teheté 1-hez képest a% kell§ kicsire véalasz-

tasaval, de ez semmit sem mond énmagaban. A (31)-re val6 tekintettel viszo-

2 P
—~ _R3L __hez. Igy az
33 16D i

8,67-3-3
()

&

nyitsuk H ..ot Uy =

Hrmax —<—

maxa = 22,6 maxa

mennyiséget kapjuk mint a pontossig valamilyen jellemz8jét, mely csak akkor
kicsi, ha max a az (lapos hullamok). Nem lapos hullimok esetén a kozelités
gyenge. Mégis ebben a pontban és a kovetkezo kettoben csak ezt az esetet

cr e

Z=Uu(r)

W

///////////

11. dbra

mat alkothassunk. Pontosabb kozelitést a 2.5, és 2.7. pontban hatdrozunk
meg.
B) Egyszerii feltdmasztds esete. Ekkor M, |,_, = 0 kell legyen. De

AL:—DFV+1W
&

és
M), ——D[ B+ U
Azonban
3p
Ulr)=c —— 3, U'(r) = 2
) 1—%MD v)c”FwDr
és igy
34)p
M, .=—Dl1+»e¢ (——R2 = 0.
[( +9)o, + S0 ]
Innen
61:_3—1—11 P p
14+v16 D
és igy

U(r) :Lr[rz _3_-':.}32)
16 D 1+
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’

s = 7'(7‘2 3+v
Vl—i—u 16 D 14

melybdl a megoldast (35) adja, ha ott f(r) RZ)

et irunk. (36) és (37) helyett most

(36') wir) = u(r) + DJ ‘3 TV g tﬁJ VI + w2(i) dt

(37) m = w(0) — u(0) DJ [3 + "R — ;‘2] V1 + w'2(r) dr

1-—1—1/

kapunk, végiil (36") megoldasa most kozelitéleg

(38") u(r) = w(r) — DJ [3 naldy - 9 12' VTR dt

A (33) alatti hiba igy alakul H = %%)(IOF — 3,3R?) a, melynek maxi-
muma

6,7 pR3

39’ = maxa.
( ) max — 16 D

A relativ hiba megint csak akkor kicsi, ha max a kiesi.

2.3. Kereshetjiik a O, fiiggvényosztalyon azt a kezdeti w(r) alakot,
melynél adott p mellett a kozép kitérése m = w(0) — u(0) a lehets legnagyobb
vagy legkisebb (U-t most u'-tél fiiggetlennek vessziik). — Keressiik tehat pl.
az A) esetben az

R

5
m = w(0) —u(0) =—— | r 1+ w2(r)dr=1[u
(0) = u(0) = 12 [ (B2 — ) VT o) ar = I [u]
0
extrémumat az w(R) = 0 feltétel mellett. Az

Lu]= fG(r, w,w')dr
0

-----

R
R
J( LB EITIN LW o
dr ou’ ou’ 0
0
Egy u(r) extremalis tehat a

0G _d 8G _ oG

(40) )
ou  dr ou’ ou' |,

I
o

0

Il
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Euler-egyenletnek és peremfeltételnek tesz eleget. A jelen esetbenggz— 0,

ou
tehat die = 0, illetve il = ¢, de a peremfeltétel miatt ¢ = 0. Aa—G— =0
dr ou’ ou’ ou’

feltétel részletesen kiirva

’

(41) Ll N S|

16 D 1 +u?

ahonnan #' = 0, u = 0 (mert «(R) = 0). Ez nyilvan a minimumot szolgél-

4
tatja, melynek értéke (37) szerint%. I[u]-nak nincs maximuma, mert a (41)

alatti Euler-egyenletnek nincs mas megoldasa. Tehdt m akarmilyen nagy
lehet, mint kés6bb példan is megmutatjuk. Persze ez mégsem igaz, mert
egvenleteink csak A-hoz képest kis kitérésekre érvényesek.

Ha a pontosabb (35) alapjan keressiik az extremalis u(r) fiiggvényt,
akkor az

R
' / u' P

I[ul]=m=w(0) — u(0) = | |4 ———|dr, f=—m——— r(R2—r?

[u] (0) — u(0) j Vl—fz’ I = —ap "

. U(r)
integralra kell végrehajtani a fenti szdmitast. Most
’ ’ f
Glr,u,v')=u — —
( ) i
és egyenletiink megint% = 0. De
ou'
%_1_8[ / ]_1_i( 8]‘_1_ . 1
du’ o (J1—f df (V1 — /) ow’ A== L-hanar
Tehat agﬁ = 0 egyenlet igy alakul
u
/ . u' u' p
42) (1—R)A +«'?) il —_— == — r(R2 — r?
(42) (1= +u? e = = e e
Itt csak akkor nem jutunk ellentmondasra, ha a — jelet vessziik. Ekkor
.. - P r(R? — 1?) = _g
J1+u? 32D 3
ahonnan
7 I P 7'(122 S r2)
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Mint konnyen megallapithato, a

r(R? — »?) fiiggvény maximuma a

3
V=%r=<h kbzbn—M . Az u’ valés voltdhoz tehat az sziikséges, hogy

48)3D

3
. 2 <1 legyen. Ekkor
483D

R
77 » t(ﬁ2 . 12) dt

32D ] p 2
T == ( } t2(R2 = t2)2
. 32D

t(R2 — 1) dt

e

u(r) = —

Most (42) alapjan

C ) 3
M”:}Utvﬁmz“g(va

és igy

R
» HR? — 2) dt

Vl g (ﬁr 12(R2 — 122

adddik a lehetséges minimdlis kozéplehajlasra (p terhelés mellett), ami nagyobb
4 3
PE ter Ha 2P <1 akkorakét
D 483 D

(43) m=MM—wm=—eww=£5J

mint a (37) alapjan kapott minimalis

érték jol egyezik, mint az a fenti integral sorfejtésébdl konnyen megallapithaté.
Az altalanos esetben  u(r) = J U—JL dt
V4 -0t

r
2.4. Ha maximum nines is, de minden adott u(r) kezdeti alak esetére
a lehajlasnak meg lehet adni egy konnyen kiszamithaté fels korlatjat. — Alkal-
mazzuk a Schwartz-féle egyenl6tlenséget pl. (37)-re. Ekkor

R

(44) m? < (%]2 f r2(B2 — )2 dr - J [1 4 w(r)]dr =

R

p At 8 g
= ———R7 1 u“’dr
16D) 105 J( T

0
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ami az alabbi példaban konnyen kiszamithaté, mig (37)-b6l m értéke — a gya-
korlatilag fontos esetekben — zart alakban nem fejezhetd ki. Ha (37)-et elGszor
parcidlis integralasnak vetjiik ala és az integralrészre ismét a Schwartz-féle
egyenlGtlenséget alkalmazzuk, akkor m-re hasonléan egy alsé korlatot nyerhe-
tiink.

Tekintsiik a kovetkezd példat. Legyen u = cos Ar, ahol -t ugy hatéaroz-
zuk meg, hogy u(R) = 0, «'(0) = 0 legyen, vagyis, hogy a (0, R) kdzre 2n + 1
szamui (n = 1,2,8,....) negvedhullém essék (a lemez a szélén ferdén van

befogva). EbbSlAR = (2n + ) , A=(2n+ )27;? Most a (44) szerint

m3_<_:[

R+ (20 + 1))

R
j + A?sin?Ar)dr = (
105

16 D] lO"

m<———)8R*+4 (2n+1)%xn
16D10V )

u

u=cos Ar

. :
o el TN

12. dbra

1

Ez az m egy fels6 korlatja. — Megmutatjuk, hogy m novekszik a 2-val, vagyis
az n-nel. Az m értéke 1 fiiggvénye

(45) m=-16p—DJr(R2—rz)V1+l2sin22rdr=F(l).
0

Ez a Ar = z helyettesitéssel igy alakul

AR

/4 S G
45’ m=——— | z(R2A2—22) J/1 + A%sin%z2dz = F(4) .
(45) oo | AR AT ()
0

A mésodik tényezd (az integral) nyilvanvaléan novekszik a A-val, de az els6
csokken. Ezért inkabb a (45)-nél maradunk. A |/1 4 22 sin? Ar tényezst sorba-

fejtjiik. Ha pl. B > 25, A < (2n + 1)5%és A<1, ha 2n + 1 < 15 (ami kb.

2
- <1 barmekkora is a 2, tehat a mondott

4 hullAimnak felel meg). Azonban
2+ A%
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tényez6t ne ebben a formaban fejtsiik sorba, hanem inkabb a kovetkezo-
képpen

B T A2 2 4 22 A2
2 2 £l St O s = —e —
V1 + 22 sin lr_VI—{— 5 (1 —cos2ir) V 5 Vl 2+Azcos2lr

1A, 1 2 L a0 s
_VTI_I_gl‘ZWCOSQM_‘-S“(m cos?2Ar — e
Az elsé két tag figyelembevételével
Pp i 3 1
m A~ — —— —}- 2+ A2
16DV§[ V2 +22 8 22)2 + 2 V T ]

ami A-val tényleg névekvé. A tobbi tag elhanyagolhato, ha A nem tul nagy
2

(pl. 2 = 2 esetén 4 = gés 8 teljes hullam van a lemezen). Az r(R?* — 7?)

2 + A2 B
fliiggvény maximuma r = RV?3 = 0,577R-nél van. Ezért [1. (37)]m akkor lesz

nagy, ha a hullimok meredeksége | u’ | ezen a kornyéken nagy.
2.5. Irjuk a (31’) egyenletet az

(48] Y 20— (v U+ U 4 | T =0

alakba, mely persze az r = e helyettesitéssel a
2
a?U au —+U+ ]]’—l+u’2=0'

46’ —_— - — —
(467) do? do
alakot olti. Legyen most hasonloan az el6z6 ponthoz w = acos Ar, A =
= (2n + 1)%, akkor

2 292 __ 232
V1+u'2=V1+a212sin21rV‘+a A a’ A cos2Ar=

2
I 2 72
Vl—l—al 1—&008217’.
/2 2 + a%2?

Ezt sorbafejtve

T 2 72 2 92 2
V1+u'2=l/1 B A 1——choe2}m—l B cos?2ir—...
V2 2 2 4 q2i2 8 (2 4+ a222
Most max |u’ | = aA. Legyen aZ <1 (Ha pl. a = 3, akkor Aé%, ami

R = 50 esetén 2n + 1 < 11-et jelent, ha R = 100, 2n 4+ 1 < 22-t.) Ekkor
' 2 272
]/1 e i el
V2

<J15~12 és s
2 +a222” 3
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A fenti zarjelben 4all6 tagok nagysdgrendje tehat rendre

Vegyiik tehat csak a sorfejtés elsd tagjat, azaz a

S e
l1+u2~|/14+|—=| =b
’ f1+(;2
kozelitést. Ezzel a (46’) igy alakul
a*U aUu pb
46" (1 —0)— —bU ——e3¢=0.
( ) do? i ) do 2D

Ennek az éllandé egyiitthatés linearis egyenletnek a karakterisztikus egyenlete

(47) #4+v(l—0b)x—b=0

x:bgliL/(bg1]2+b. De — mint

< 0,03,

melynek gyokei (lévén v =%

lattuk —1 < b < 1,2, ezért

h— 1 ; e
T’ < 0,0009, tehat » ~ -+ /b,

amivel a homogén egyenlet egy megoldasa c, el®e + c,e” Ve Ag inhomogén
egyenlet egy pertikuldris megolddsa ce3 alakban keresendé. Igy c= 4‘(51)41)1))1)-1:
kapunk. Vagyis megoldasunk
- o bp
U=U(r) =V +cyr- V04 — 93,
(r) =0 2 4(5—-b)D
Vegyiik pl. a 2.3. pontban targyalt A) esetet. Ekkor ¢, = 0 és az U(R) = 0
P 0 U %
4(5—0b)D
U(r) = .. (r3 — R3-Vb 11V%)

4(5—b)D
1
3-~7b .
R-nél van. A b-nek a maximélis }/1 + u"2=

amelynek maximuma r = (1/32
= VE—t(’Sl valé eltérése >1,41 — 1,2 = 0,21. A (46) ill. (46’)-ben a zarjelben
all6 tagok osszegét ezzel szorozva kapjuk a 2.3.-nak megfelel6 H , hiba’-értékét.
Ezt viszonyitva egy alkalmas értékhez, fogalmat kapunk a tényleges (relativ)
hiba nagysagardél. De mi legyen ez?

2.6. Ehelyett a teljesen bizonytalan eljaras helyett tobb hasznalhaté
modszert mutatunk. Az elsé médszer lényege az, hogy megbecsiiljiik, hogy két
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kiilonboz6 u(r) fiiggvényhez — legyenek ezek u,, u, — tartozé U, és U, fiiggvé-
nyek mennyire térhetnek el egymastdél. A (46') ezekre igy irhato

Ul = vU,-—}—U,-—}—_)—pl—)ese] bi:O,(bizl/l—{—u,fz, (i=1,2); U,
(48) - |

- d_’if]
do ;
Ezekbdl a V = V(p) = U, — U, jeloléssel
VsV — bV +7)+ (bl—bz)(leJrUl-{—%e"@J_—_o.
Tekintsiik az U;-et egy ismert kozelitésnek (pl. a fenti U(r)-nek, vagy a 2.3.
alatti U(r) fiiggvénynek, akkora W = »U, + U, + %e‘*? egy ismert fliggvény
és el6bbi egyenletiink igy alakul
(48") Vvl —b)V —b,V+(b—b)W=0.
Ezzel ekvivalens a kovetkezé elsérendii rendszer
V=2
Z=wvb,—1)Z+b,V+(b,—b)W.
Innen, 1évén | D, f| = |D,|f]|, (ahol D, a jobboldali derivalast jelenti)
ID4|V]| =1V 4| =12
\D,|Z|| = |Z4| < (b, — 1) |Z] + b, |V| + |b, — b,| [ W]
melybdl
ID+(\V| +|2)| = D+ V| + D, |2|| < D, |V|| + D, |2]| =
S (v, — 1) +1)|Z| + b, | V]| + b, — by |[W].

T P

De (b, — 1)+ 1 = 41

< b,, mert b, > 1, tehat

D+(V] + 12| < 31 V] + 2] + [, — il W]
ami az Y = |V |+ |Z |, |b,—b, | = 6 jeloléssel a
(49) D,¥| < 8, +8W]

alakot &lti. Innen ¥-ra kiilonboz6 pontossagu becslések nyerheték. Ha b, < /2
és max 6 = 0, max | W | =W, (—o < p=<logR ill. 0 <r < R) akkor

(50) D Y|=V2Y 46, W,
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melybdl (1. Kamke: Differentialgleichungen reeller Funktionen, 93. 0.)

" = V2
(1) VIS < ¥(ep)e @™ 4 V—‘_a W@ 2€ % — 1) = ¥ (r,) (—] +

To
TLEN { Gl
V§ - m(‘ro) _

- 3
ahol 7, és r tetszGlegesek és pl. a 2.3. A) szerint W, = % De Y(r)=
2 =R S (e = PR e =] R |
2
+ 7o | Vi(ry) | és igy Y(0) = 0, lévén V(0) = 0. Azonban lim Y (r,) (TL)
re—~+0 0

értékét mégsem tudjuk. Mégha feltessziik is, hogy ez 0, akkor is az (51) méasodik
tagja r,— + O esetén nem marad véges, bar minden mas helyen tetszdlegesen
kicsivé tehets, ha §,-et elég kicsinek valasztjuk. — A (49) egyenlGtlenséget
tehat finomabb kezelésnek kell alavetni. A

(53) D, Y| < a(e) Y + b(e) Y(@=0
egyenlGtlenség a
(53') —aY —b<D,Y <aY +b

alakba irhaté. A jobboldali rész viszont az ¥, — a¥ < b, illetve

o ]

- S: ado - S ado
D.(Ye ® )<be ®

alakba, melybdl integralassal

Sgadg Sgadg [ Sgadg
Y() < Y(0o)e* +¢€* [be ®  do

Qo

illetve
.‘;;idr fr”Td.- 'b —der
(54) Y(r) S Y(ro)e®  +€° f7 g™ - dr.
Esetiinkben ez a
‘\r Tdr .‘_r I;a dr ‘, 3 b.| ’I/V‘ Yrb—:dr
(55) V()| ZY(r) S Y(ro)e" Sy J i P rll e . dr
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SrbT’dr Y
becslére vezet. De by(ry) —> 1, ha r,— 4+ 0, tehat Y(ry)e" — 0[ (’0)] _

2. r

Y b—: dr

Tegyiik fel, hogy lim Y(rj)e® =0 és J‘E)—z——ril}dr < oo (konvergens)
re—~+0 0

(az utébbi feltevés egészen természetes; 1. a kovetkezs pontot is) akkor (55)-

bél

(56) Pir) S W [ 270

0

dr

ami konnyen kiszamithaté. — Térjiink a |w, — w, | becslésére. Az U; =

Vl oqszefuggesbol /1 + w2 = b; jeloléssel w; = u; —J U;b;dr és

R
wy—wy = Uy — Uy — [ (Uyb, — U, b)) dr. De Uy b, — U, b, = (U, — U,) by+
+ Uy(B, — By), toht (16vén b, < |2)

R
lw, — w,| < Juy — u,y +r5 (5| V] + U, |6) dr =
_R R
= |uy — u,| + V2 J |V|dr + 6,,,5 \U,|dr

ami konnyen kiszamithat6. Ezt azonban mell6zziik, mert a kovetkezs pont-
ban més moédszerrel kérdéseinkre sokkal kielégit6bb valaszt fogunk kapni.
Megjegyzés. Az (53’) balodali része nem hoz hasznot szamunkra, mert
Y(R) = R | V) (R) | nem ismeretes.
2.7. A masik — Onmagiban sem érdektelen — mddszer abban all,
hogy az

(57) r(xU’) — U—é%ﬂ—(er’ 4+ U—{-%rr’ a

illetve
a:U P

B SO N =0, U(—o0)=U(logR)=
X Lo oo+ + | ate (—o0) = Uflog &) = 0
(58) (a(r) = afe) = J1 + w2 —1, ¥ = ¢?)

egyenlet megolddsira szukcessziv approximaciét alkalmazunk, ami kissé
szokatlan, mert a jelen esetben nem kezdeti-, hanem peremértékproblémardl

van sz6. Nulladik kozelitésnek a 2.2. A)-beli U(r) = Uy(p) = 6pD (—R2 e+

7 A Matematikai Kutaté Intézet Kozleményei VIL B/4.
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+ €% fiiggvényt vessziik, mely torténetesen kielégiti a peremfeltételeket és
a(r) = 0-nak felel meg. U, (0 )-nak a

a*U, P 39:(1) au,

(59) —U,— "—e¢

i e3(_)
do? 2D

U =
= + o+2D

a(o) = hy(0)

egyenletnek az adott peremfeltételeket kielégité megoldésat vessziik. Altald-
ban a szukcessziv approximaciot a

2
(60) &—U peao_(%i

L 30 =
e Unr+ e ]a(e)—hnﬂ(e)

do 2

egyenlettel definidljuk, ahol U,(¢)-nak ki kell elégitenie a peremfeltételeket.
Vajon léteznek-e ilyen {U )R (=12 ) fuggvenvek egyaltalan (ti.
ez nem magatol értet6ds) és konvergal e ez a sorozat és a hatarfiggvény
megoldésa lesz-e az (58)-nak? A valasz 1gen10 lesz, tovabba megmutat]uk hogy
a feladatnak csak egy megoldasa van és az U,(p) hibdjara is becslést adunk.

Az allandé varialasabél szarmazé képlet szerint a (60) egyenletnek

az Upy(—oo) = 0 feltételt Kkielégité Osszes megoldasa a kovetkezd alakba
irhaté
e

(61) Unte) = Usle) + cqt -+ [ (0t — om0y (t)

-

(ti. a homogén egyenlet altaldnos megoldasa Ae® + Be—¢). Hatdrozzuk meg
cn-t ugy, hogy Un(¢) még az Up'log R) = 0 feltételt is kielégitse. A

log R

0= U, (log B) = Uy(log B) + ¢,B + % f {Re—‘ = % e’] by () e

, letb&l
egyenle _—

P :—EJ(e— ——e] Ry (t) dt

Ezt (61)-be téve

logR
17 1
U.(0) = Us(o) —EJ et — — et by () d J ~t_ o= G=0) R, () dt =
(62) logR_n 1 log R 0
1 - 1
=Uyo) — = [ e~thy,_y(t)dt + e J etth,_,(t)dt — = J e~ h,_,(t)dt,
e =iba — oo
=18 upa)

(63) hn(e):( o | U0) + 2 e|ate) (n=0,1,2,3,...).
do 2
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Tehat (60) helyett (62)—(63) alapjan végezziik a szukcessziv approximacidt.
Konvergencidjanak biztositasara tegyiik fel, hogy az j?@dr: J alp)d o
s

0 oo
integral konvergens, mégpedig

R log R
Md — 1 7\\/_,3
(64) J . r Ja(g)d@ < % ‘ 4)
0 e

ami nagyon ésszerti és cseppet sem tulerds feltevés. Lényegileg csak azt
kivanja, hogy a lemez kezdeti alakja kozépen elég lapos legyen (a(r) = O(r%)

a>0, r—0). A (62)—(63) alapjan az Upn(¢) — Un_,(0) = Va(p) kiilonbségre,
a kovetkezd formulat kapjuk
] log‘R 1 log_R
Valgl =~ J et Woy(t)a(l) R J et Wy (t)a(t)dt —
(65) =

—fje @0 W,,_, (1) a(t) dt

[W,,(t) =V )+ d;"J (n=2,3,...)

Sziikségiink van a 4¥y -ra is. Kz (65) alapjan

de
av 1loij 1 log R
t= — — | et W, (D) a(t)dt + — | et W, _,(t)a(t)dt
=] Oa)di+ o [ e Wy Oat)de +
(66) & N iy

+é j =D, _(t) a(t) dt.

Legyen | Va(o) | + » i A 8 = Zn(0) (n°= 1,2, ...). Ekkor (65)—(66)
alapjan
1 log R log R
61 Zie) = "5 [ @12t ()dt+”;‘ | &2z atyan+

T*
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Tegyiik fel, hogy Z,_,(0) < an (—° < o < log R), akkor (67)-bdl kovetkezik,
"hogy (lévén max: ¢t =1, max e+’ < B? és max e~ (9 = ])
o<t<IogR — e <t<IlogR —<t=<o
log R log R

Z@ = (+1)a, [ at)dt=a,q, (¢=(+1) [ ale)de <1)

De Z, < a(— < p < log R) (az a-t kés6bb meg fogjuk adni), tehat

s =0l 008 e D =g
vagyis a Z(0) + Zy(e) + ... + Zn(0) + ... sor egyenletesen konvergens
tehat a
Vi+ Vot ...+ V,+ ...
AV ad¥ av
ol S P C o LI it
do dp do

sorok is abszolut és egyenletesen konvergilnak —oc < p <log R esetén

de ezek részletosszegei Upn(0) — U (p) ill. di(Un(Q) — Uy(0)) ésigy az {Un(0)},
0

{dg" (n = 0,1,2,...) sorozatok egyenletesen konvergalnak és az U(p) =
0
= lim U,(p) hatarfiiggvény eleget tesz az
Nn=oco
log R ] log R
68 Ule)=Uio)— | eha@di+ o | e=tha@d—

00

- %je—(ﬂ’—Ulz(t)a(t) dt

dU P
h —_— — U 30
((Q) ”d0+ (9)+2D€)

integralegyenletnek (hasonlo igaz((ii—Uz r%g:-re is) amib6l konnyen kovet-
r

kezik, hogy az (58) differencidlegyenletnek is. (68)-nak nincs mas megoldésa,

mert, ha U(p) megolddsa (68)-nak, akkor (68) és (62) alapjan a fentihez

hasonléan megmutathatjuk, hogy

(69) U(e) — Unle)] < Ag™ (n=12,...)

ahol 4 egy allandé és ebbdl U(p) = lim U,(p). A (69) egyuttal az n-edik koze-

N=oe
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lités hibajara ad becslést. A (69) bizonyitdsa igy torténik. (68) és (62) alapjan

logR
X,(0) = Ule) —Unl)= — J 1Y, (t)a(t)dt +
log R 1
= J ¥ alt) dt — J =0 Y, _(t) a(t) dt
lo;R log R
";;"=—§ | et ¥anstyatyat+ o [ @t at) i+
_ 3 L3

1
+— J ==Y, _ (t)a(t)dt

=0

X
(Yn(e) @+v=
Ebbdl
|dX,,| 1
B o) =X o) 9|22 <L [ ot - @alpdi+
‘ 0 ! 2 (
1 log R )
+ 20 [ e R am e+ e J ~e-DR_ () a(t)dt.

Ebbdl az exponencialis szorzékra megallapitott felsg korlatok alapjan [1. (67 )
képlet utan], ha R,_,(o) < A,, akkor

R.(0) 294,
és ha R (p) < A4, akkor R,(p) < A¢". De
aX, d
Ro(e) = |Xy(0)| +» = |U(e) — Uole)| +» d_g(U(Q) — Uolo))| < 4

bizonyos 4 szdmra, mert U(p) és%gis korlatosak. Az utébbi a fenti Un(p)
0

és d?—" fiiggvények egyenletes korlatossigabdl kovetkezik. A fentiek szerint
ag

Ryo)<a+aq+ag®+ ... = = 4
és igy

(70) Rn(0) =
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Mégesak az a szim meghatarozdsa van hatra. EzZ (o) = |V,(o)| +» ‘ddL =
e

=|U,(e) — Uylo)| + vld— (U (o) — Uylo)) ' [1. (68) képlet elStt] egy felss kor-
0

latjat jelenti. Azonban
log R

Ui(e) —Uyle) = — — [ ee—t ho(t) a(t) dt +

0
log R

J‘ e+t hy(t) a(t) dt—% J e=(=0 hy(t) a(t) dt

— oo

2 R?

dU
ho(0) = ¥ dg" (@)—[—%939:16%[—R2(1+v)eg+3(3+v)e39].

Ennek alapjan

log R
_1671)(01@) — Uyle)) = — % f [— B2(1 +v) et + 3(3 +») e+ a(t) dt +

log R

J [— R2(1 -+ v) ev+2 1 3(3 + v) e-4t] q(t) dt —

2 R?

0

J [— B(1+v) e+ + 3(3 +v) e~e+4] a(t) dt

log R

(Ui(e) — Uyle)) = - J [— R2(1 + ) e+ 3(3 + v) e**] a(t) dt +
p do 2

e

IDgR
+ : ;?2 J [_ RQ( + V) ee+2t + 3( + ’V) 01)—#—4!] a( ) dt —

— oo

o _1_ ‘n [R2(1 +v)e-et? — 3(3 +v)e—et4t] a(t) dt.

— o

Tehat

SRS Ay PR TEERY o

) . (14 ) q+3(3+) B3 ql +

+[”+ Rq+3(3+R J=%R3q(7v+19)
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vagyis
3P g
Z1(9)§32D(1v+19)R qg=a
és igy (70) alapjan
B = Bl Bl 2 =l vl [TEEE= NS
5 =D -9 o<r<R |’
R R
i 4 TS p T
Ekkor (37) ala anmz_‘ VV/1+u2dr, mnz——JU r)V1+u'2dr
(37) alap] Tl s g ) UV
0 0
:
és A, =|m —m,| < —p—DJ U—U, V1 +u2dr és a Schwartz-féle egyen-
I16tlenség szerint
R R
e U-—-U u'
[wpl J©—vara ot
0 0

Itt a 2.3.-beli u = cos Ar (l: 2k + 1);7—}3- -et véve

P

3(Tv+19) R3p? ¢g"+1
3222 D2 1—¢q

V8REF+ (2k + 1)%a2

Ri==

Ez az n-edik kozelités hibdja (2k + 1 a lemezen lev$ negyedhullamok szama).

3. Koralaka hullimos lemez nagy kihajlasa

Koralaku lemeznel korsz1mmetr1kus terhelés esetén a lemez egy pontja
a fuggoleges . — s(r 2) = \,(r u(r ) = {(r) elmozdulason kiviil csak radialis
e = o(r, 2)j= o(r, u(z)) = o(r) elmozdulast vegezhet E kett6bdl tevodik ossze
a teljes elmozdulas, melvnek eredményeképpen

A(r,z)—> 4'(R, Z)
ahol

(71) B=r+o(r), Z=ur)+(r)

Ez a w = w(R) gorbe paraméteres egyenlete. Paraméter az r. A 2.1. pontbeli
megallapitdsok a (23) egyenletig most is valtozatlanul érvényesek. Mint ott
meg van jegyezve [a (21) képlet utdn] az r, és r; a megterhelt lemezre vonatkoz-
nak és abban az A’ pontban képzenddk, melybe A jutott és persze az 1j
gorbe egyenlete alapjan. Csak ez a z = w(R) egyenlet explicite nem irhaté fel

[ 0

és a (23) képletben és minden tovabbi képletben w, w’, w"’, argumentuma
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——

13. dbra

nem r, hanem R = r + o(r) lenne ismeretlen p(r) fiiggvénnyel. E mennyisége-
ket inkabb (71) alapjan irjuk fel. Mégpedig

1___w __ ZE—ZR _ @+0(+e)—§u+)
o Qw22 B [(1 + @) + (& + )T
L N Z a+C

n  ROt+w?h  RZ+ Bk (r+o) [(1+8)P+ @+ 0Th

A magasabbrend kicsik elhanyagolasaval

1 a4l4aep—d4p
A (1 4 20 + 42 4 24l)h
i i+ ¢

o (r+e)(1+20+ut+2ul)h

Ezeket kell (24)-be tenniink, hogy M, és M, helyes értékét megkapjuk
M,:DH_ “+Z+ﬁé—d9'. i ,
(1+20+a*+ 2al)y (1 + a?)

%+ ¢ P
(r40) (1 +2¢+ua2+2al)h  r(l + u?)
M,:DH_ u+é_“+dé—z2é T i ]+

(1—{—29—}—'&2—}-27};)’/, 1+ uz)a/z

i)

|

(24)

% (_ %+ ¢ (O
(r4e) (1428 +at 4 2al)k  r(l+a)h
A (29’) egyenlet helyett pedig

(297) ”ﬂ%ﬂ—[’l — M, +QR=0, do = dr(R* + Z2)s = dr[(1 + 0) + (u + £)2]:
g

veendd.
Részletesen

(2)" e o)

L+ M(146) — (M, — QU+l [(1+ ¢ + (@ + ) =o0.
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A @ nyiréers két részbdl tevidik Ossze. Az egyik a terhelésb6l adédik, értéke
Q, =7’73 = g (r +9), a masik a radidlis N, eré (I alabb) kovetkezménye.
Ennek @, értékét a lemez bels6 koralaku része egyensulyanak meggondolasabdl
nyerjiilk. Az egyensily feltétele

QZ kn = ZV, ke
De kn és k, a @, és az N, egyenesének a tdvolsiga az origétél. Ezek k, =
= — M, k,= — u és igy @, =N,—R—Z.;I£, illetvep és
l/Rz + 72 l/Rz 4 72 RR+ ZZ

{-val kifejezve (a magasabbrendtiieket elhagyva)

ru—}-dg—{—ré'—'u—ué—':

ngNr - = g
r4+o+rot+un -+ ul+ul

Nr

14. dbra 15. dbra

A (72)-be @ = @, + @, teends. Ezenkiviil (24°)-b6l beirva M, és M, értékét
egy egyenletet kapunk a két ismeretlen fiiggvényre o és {-ra.

Még egy egyenletet ad a lemez elemére haté erdk radidlis komponensei
Osszegének az eltlinése. Legyenek a radidlis és tangencidlis er6k N, és N,
(1 em-re vonatkoztatva). Ezek a (22) szerint

2
h h h
2 o1 2
: 1 1 zdz 1 1 t 2z
0 Tn Tn In @ re Ty r+2
o h h
2 7 = TE
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Nr:_DHL_l]LJM[L_L]L]
7‘:1 Tn Tn T; ‘l‘, Ty
A D[[V L_L)L+ L_L]LJ

Tod rarlirs 7 ) 1

A p és  bevezetésével ezek is egy (247)-hoz hasonl6 alakot oltenek, melynek
felirasat mell6zziik.

A 2.2-belihez hasonlé médon jutunk a mondott méasodik egyenletre,
mely igy hangzik

Igy

(73)

[D_ ER?
12(1 —»?)

AT W L LR
g
ill.
= . |
(74) (r+0) 2 + (N, = N) L1 + @+ (@ + T =0

Ez p- és {-ra a masodik egyenlet. (72) és (74)-b6l all6 rendszert kell megolda-
nunk a kovetkezs feltételek mellett (befogott lemez esete, vizszintes befogds,
a lemez sugara a):

toy—o, 82| _80+E0) w0 + o
dR 1+ ¢(0) dR 1+ o(a)
(R=0) (R=a)
Az utébbi kettsbsl

£(0) = &(a) = 0.
Persze esetleg egy ekvivalens egyenletrendszert oldunk meg (72) és (74)

rendszer helyett. Ilyet pl. a kovetkezSképpen kaphatunk. Az M,, M,, N, N

t
képletei igy irhatok

Lo —A4wa
D

)%M’:“%La )R | | 1 1
VI SN RSN VRO MR T

iN,:—Ab—l—vac 4 Ti Tt 7y Ty T

D

1

—D—Nt = —v4b+ ac

melybdl
P | N
D

® Q, képlete és (74) némi korrekci6ra szorul. Ez a II. részben fog megtorténni.
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1 v

S MW 18
i s -+ ( )

1 b

L3 ORI 7 e, |
—N,= — —M,+va(b +0)
R RS T F
s D :

Az M, és N, kikiiszobolheté ezek segitségével a (72) és (74)-bél és igy M,
N,, o, { (o, ¢ helyett R, Z is vehetd) ismeretlen fiiggvényekre két elsérendi:
egyenletet kapunk. Ezekhez hozzavéve M, és N, definidlé ecyenletét, melyek
mésodrendtiek, 4 egyenletbsl allé egyenletrendszert nyeriink. A peremfel-
tételeket megfelelGen at kell fogalmazni. A megoldést hatvanysorok alakjaban
kereshetjiik.10

4. Faggelék. A 2.1-ben felhasznaltuk azt a tényt, hogy a forgasfeliilet
(forgastengely a z tengely) egy P pontjitan a meridiangorbére merdleges

”0

16. dbra 17. dbra

siki  normdlmetszet gorbiileti kozéppontja a forgistengelyen van, vagyis
a gorbiileti sugara AP (lasd 16. és 17. abrat).

Ennek bizonyitdséra legyen a meridiangorbe egyenlete z = f(y), tehat
a forgasfeliilet egyenlete z = f(J/22 + %2). A mondott mésik normélmetszet
legyen a g gorbe. A P pontot az (yz) sikban vettiik fel tekintettel arra, hogy
ennek a helyzete k6zombos. A feliilet 7 normalvektora

n=[—fWﬁ%ﬂﬂvﬁézﬁw—ﬂVﬁjﬁmﬁﬁ%j? :

n=[0, —f(y), 1]

Igy az AP-n atfektetett és az (yz) sikra meréleges sik egyenlete (&, 7, { a fut6-
koordinatak)

és ez a P pontban

=¥ -1
=T 1

19 A megoldds részletei — més médon — a II. részben kovetkeznek.
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vagyis
M) E=fy) — Y

és a forgastesté

(2) f(Vo2 + o).

C p—
A g metszetgorbe egyenlete (1) és (2)-bdl all. Allitsuk el8 azonban a térgorbe
egyenletét paraméteres formaban is. Legyen { a paraméter és jeloljik ezt

18. dbra

megkiilonboztetésiil 2-vel. Ekkor 7-t implicite a kovetkezs§ egyenlet hatarozza
meg:

3 g . =Y
{) e+ n2) = f(y) o)
es
(4) =1+ n%.

&

Legyen a térgorbe 7 = [&(¢), n(t), £(7)]. Ekkorﬁzfg"_—_ 1 és ipra  (3)-bél

) PO =t

De P-ben & =t =0, n = y, tehat itt

(0 Flgp=—-1
it '(y)

mely csak tgy 4allhat fenn, ha 7 = 0 (kiilénben f"2(y) = —1 lenne). Ekkor {
egyenl (6) baloldalaval, vagyis { = 0. Tehat
#{P)=[1.0,0]
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ami szemléletesen is viligos. — Tovabba & = 0 és (5)-bdl
LRI - ] -

t+

' ;
(+7m)Vm

N )] S

573

+r(VE+n) : Gl

24+

Ittt =0, n=y, h = 0-t téve

oy LY 1
b y f'(y)
ahonnan
R e
y[1+/*y)] y[1 -+ f3(y)]
Tehat P-ben
F=11,0,0]
e
i gl g
PHA P — [O, fl — ! ]
w77 (1419
s / 7 g .
Xl = i 2= , =1
i y(1+ 2 2 yJ1+ 772 g
és igy a gorbiileti sugar
RN TF 72
Fx#  f

Ez éppen AP-vel egyenlé, mert P koordinatai 0, v, f(y)

0, 0, fly) + . (1)] és igy tavolsaguk

AP—-VU + o

y
f'(y)
14 f2.

, az A koordinatai

Ugyanez a tény rendkiviil egyszer(ien belathaté Meusnier-tétele alapjan
is. Ti. a ¢ gorbe (1. 16. és 17. abra) P pontbeli ¢ érint&jén dtmend metszetgorbe
gorbiileti kozéppontjat a normalmetszet 4 gorbiileti kozéppontjanak az illeté
metszG sikra valé vetiilete adja meg. De a szimmetria tengelyre meréleges
metszet kor és kozéppontja a szimmetriatengelyen van, tehat 4-nak is ott

kell lennie.
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NAE®OPMALIUA BOJIHUCTOA TIUJIACTUHKU TIIPU 3AJAHHOH
HAI'PY3KE, I

1. BIHARI
Pe3siome

BoJsiHuCTble NMJIACTUHKU YacTO NMPUMEHSITCS B NIpUbopax Ui U3MepeHust
JlaBJIeHUs1 U B perucTpupylomux npudopax. B Hacrosiueil cratbe onpejessercs
u3rud TaKMX IUJIACTUHOK B CJlyyae paBHOMEPHO pacrpejlesleHHOr0 JaBJieHUs,
0/IHAKO TIPUMEHSIeMbIi MeTO/ MOAXOAUT TAaK)Ke K pellleHMI0 MHOIMX I10/00HBIX
3ajady. ABTOp paccmMaTpuBaeT Majblii LMIMHApUUYeCKUI M3rUO MPSIMOYTOJIbHBIX
NJAaCTUHOK, a TaryKe MaJiblif M3rubd NJIACTMHOK OTpaHMYeHHBIX OKPYYKHOCTbIO
HMEIOILX JI00YI0 TOJMHY U Y KOTOPbIX OOKOBbIE U pajiaJibHble C/IBUTH NpeHed-
peXKumo masibl. T1oayueHHBI pesysibTaT JaeT BOSMOYKHOCTb ONpeeJIuTh TaKKe
HaTpsiyKeHUsl. ABTOp /laeT OLEHKY CBepXy s Jeopmalu NpU 3ajaHHOIl Ha-
yasjbHOWH (opme (BOJIHMCTOCTH), @ TaKyKe ONpeelisieT Ty HauyaJlbHyIo (opmy,
KOTOpasi NPy 3a/laHHOI HArpysKe JA€T HauMeHbllee OTKJIOHeHHe. OH JaeT TarKe
pellleHMe 3ajaud, KaK Haj0 OCYIIeCTBUTH BOJHUCTOCTb IUIACTHHKM [UIS TOrO,
uyToObl OTKJIOHEHHE ero LieHTpa OblJI0 3ajaHHONH (yHKUMell JaBjieHMsl Ha He€.
OH MoKasblBaeT Ha OJHOM IpuMepe KaK B SIBHOM BHje OIpe/esIMTb BePXHIOI
TPaHULy OTKJIOHEHHMS, a TaK)Ke NI0Ka3bIBaeT, UTO OTKJIOHEHHe LeHTpa MJIacTUHKH
pacTéT Npu yBeJMUEHMM UKCcjia BOJH BIIPECCOBAHHBIX B IJIACTUHKY. [lJist yTou-
HeHUS1 pelleHusi M JUIsi OLIeHKM PaCu€THBIX OWMOOK JAI0TCS1 HeCKOJIBKO METO/10B.
HakoHel| paccmarpuBaeTcs 3ajaya O OOJbIIOM M3ru0e BOJHMCTON I1JIACTUHKU
OrpaHMUyeHHONH OKPY)KHOCTbIO ¢ YUETOM pajuajibHbIX OTKJIOHeHHH. JTa 3ajaya
Be/IET K cHMCTeMe YpaBHEeHUH, KOTOpasi 3aMMChiBAeTCS B HECKOJbKUX BO3MOYKHBIX
BapUAHTAX, ¢ YKa3aHMeM Ha MX pelleHue.

DEFORMATION OF CORRUGATED PLATES, I
I. BIHARI

Summary

Corrugated plates will often be applied in various instruments measuring
and registering pressure, or in apparatus regulating by means of pressure.

The present paper after generalizing some basic relations treates the
deflection of such plates for uniformly distributed lateral load. However, the
approach given suites for a number of analogous problems. — Small cylindrical
bending of rectangular plates and small deflection of circular plates has been
discussed, where the thickness is small in comparison with the radius of curva-
ture of the initial form. Furthermore radial and lateral displacements may be
neglected, what will be satisfied provided that waves pressed on the plate are
flat enough. It will be obtained upper bounds for the displacements at given
initial shape and determined the initial form affording the smallest deflection
for given load. The inverse problem will also be settled, viz. problem of finding
the corrugation involving prescribed displacement of the center in function
of the pressure. An example shows the evaluation of the upper bound for the
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bending and the increase of the center’s displacement with the number of the
waves pressed on the plate. The solution will be determined by successive
approximations completed with an error estimate. These results make possible
the computation of the strains too. Lastly, large deflection has been dealt with
taking also the radial displacement into account. This problem leads to a system
of third order differential equations with two unknowns and six conditions
at the boundary. Several alternative of the system will be presented and pro-
positions are made with respect to the solution.

The paper of STANGE referred to in footnote 2 treated the strains only
and nothing about the deflection. The well-known work of S. TIMOSHENKO:
,»Theory of Plates and Shells” (New York, 1940) affords on p. 326 the solution
for plates with small initial curvature (rectangular corrugated plate), but only
for given uniformly distributed forces acting along the edges (no lateral load).
However, permitting lateral load alone the said tensile forces are not known
in advance. On the contrary they raise with the bending and depend on it,
as shown on p. 329 for large deflection (where these forces cannot be neglected),
but only for plain plate.

In a planned continuation the small and large deflection of a plate with
arbitrary waves will be discussed.
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